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УНИТАРНЫЙ РИУЖРИЗАТОР ДЛЯ П -ЧАСТИЧНОГО РАССЕЯНИЯ 

Основной задачей математической теории рассеяния является 
разработка рецептов построения полных систем собственных функций 
непрерывного спектра самосопряженных операторов специальных клас­
сов и оправдание этих рецептов, для оператора энергии И сис­
темы п квантовомеханических частиц подобные рецепты известны 
из физических соображений, и существующие способы оправдания ос­
нованы на сведении задачи к интегральным уравнениям для ядра ре­
зольвенты оператора Н . Такие уравнения конструируются непосре­
дственным образом и имеют сравнительно простой характер при 11= 2 
детально разработаны и многочисленные варианты теории этих урав­
нений, для систем с большим числом частиц сана конструкция урав­
нений, которые могут быть удовлетворительным образом вложены в 
теорию уравнений с вполне непрерывным оператором, оказывается до­
вольно громоздкой [ 1 - 4 3 * При П<>3 исследование подобных урав­
нений - до сих пор вызывает трудности, недавно В.С.Буслаевым и ав­
тором был предложен новый подход к обоснованию теории рассеяния 
для системы нескольких частиц. В настоящей статье мы применяем 
его для исследования оператора, который естественно обобщает 
предложенную Фридрихеом модель оператора системы трех частиц [ 5 ] . 

Автор благодарен В.С.Буслаеву за постановку задачи и внима­
ние к работе. 

§ I. В етон параграфе мы опишем модель Фридрихса для опера­
тора энергии системы п частиц и введен основные объекты теории 
рассеяния, связанные с ней. 

Самосопряженный оператор [\ ц -частичной модели Фридрих­
са действует в пространстве 1Н>= L a (IR.M'—N ) функций на 
^ со значениями в гильбертовом пространстве N • Действие И 
дается формулой H=H0+fiV|< » r ^(H 0 f)(X)=$х к )$00 • 

( " V y ) W - JirK(xK,x r

K)f(x 4,...,xJ,...,x f t)otx|;, x - ^ x ^ ^ R * 

Функции irK , заданные на IR2, и принимающие значения во множест­
ве вполне непрерывных операторов в N предполагаются имеющими 
производные всех порядков, убывающие быстрее любой степени 
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(1+|хк|+ | х£ j)" 1 . Такие функции мы будем в дальнейшем назы­
вать гладкими быстро убывающими. 

В системе п частиц могут быть выделены подсистемы, состоя­
щие из меньшего числа частиц, в модели Фридрихса им соответству­
ют подмножества а множества 2 = }1 ,2 , . . . ,и,] и операторы 
H = M 0

+ S V K . Запишем вектор асе IR"" в виде Х=(х 0 <, Хз ) , 

где '£= £\ ы , - вектор с компонентами Х к , кеа . Опе­
ратор Ц 0 1 при этом запишется в виде /кЫ'® . оператор 
действует на функции от |Ы| переменных ( \ы.\ число элементов в 
с*. ) и представляет собой модель Фридрихса оператора энергии сис­
темы | oi | частиц. Пусть е - собственное значение оператора Я"1 , 
У{Хсц) собственная функция ft,01 с собственным значением е , 
f(Хд) - произвольная квадратично суммируемая (скалярная) функ­
ция, & , е - проектор на подпространство в , порожденное 
функциями вида f(x a)Y(x c i) . Рассмотрим следующие пределы 
(предполагая, что они существуют): 

W ^ ^ J j ™ " ™p{iHt)exp{-i№)P*,e (i.i) 
(При ы=0 (ot=I, индекс е опускается). + 

Из определения вытекают следующие свойства операторов Wj~i 
1. V^"'e - изометрический на 1^)Ё Ж оператор. 

2 . Области значений операторов У | ^ е и № £ } , в л ^ ^ 

ортогональны если оЦ| о1 г или е^ф е>% * 

Подпространство Р,^ е 3£ естественно эквивалентно пространст­
ву З ^ е - Ь ^ К , 1 * 1 — В Д в Noi,e " собственное подпростран­
ство оператора fo04 отвечающее собственному значению е . Про­
странство е называется каналом рассеяния. Поэтому оператор 
\^~'е можно также рассматривать на М^у^ . Обозначим через 
jl ортогональную сумму Ж®{®,е $ ы , е ) ' и ч е Р е з опе­
ратор из Ж ь Ж , компонентами которого являются операторы 
Wf'» W<f g • Обозначим также через Н 0 диагональный оператор в 

•fy , ' его диагональные элементы - операторы Н 0 и 1г0 + е • Тог­
да (1.2) эквивалентно: 
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I . W-"' - изометрический оператор 

Оператор £= (W + ) W называется оператором рассеяния, из (1.2) 
следует, что !•> коммутирует с Н 0 • т е м самым £ определяет 
функцию , значение которой в точке Е это оператор в ин-
финитезимальном собственном подпространстве оператора Н0 отвеча­
ющем собственному числу Е . Функция 4>(Е) называется матрицей 
рассеяния. 

Из+определения (I.I) следует, что области значений операто­
ров W*""' лежит в подпространстве абсолютно-непрерывного спек­
тра И • Нашей задачей является доказательство полноты операто­
ров VV1"' т.е. следующего утверждения: 

Области значений операторов IV H совпадают с подпространст­
вом абсолютно непрерывного спектра Н 

Из полноты операторов \У И очевидно следует унитарность 
оператора § . 

§ 2. В этом параграфе мы определим класс операторов, кото­
рые мы называем операторами с правильной сингулярной структурой. 
Алгебраические действия в этом классе описываются при помощи ко­
эффициентов, которые также являются операторами с правильной син­
гулярной структурой, но устроены проще, волновые операторы и опе­
ратор рассеяния модели Фридрихса принадлежат этому классу. 

Пусть М - И- -мерное евклидово пространство, "V - базис 
в М • Будем называть конусом с образующими V множество 
(xeM|x=S a w v , av&0\ .множество 

[xeM|x = ̂ .a vv j av^o| . где Yf ~ подмножество Y , состоящее 
из к элементрв, будем называть К -мерной гранью с образующими 
V' • Пусть в М задано конечное множество гиперплоскостей, про­
ходящих через начало координат и разбивающих М на конусы. Бу­
дем считать множество образующих конусов фиксированным таким об­
разом, что пересечению двух конусов отвечает пересечение их мно­
жеств образующих (ясно, что пересечение двух конусов есть их об­
щая грань), грани конусов разбиения будем называть просто граня­
ми разбиения, при этом п -мерная грань это конус разбиения. 
Пусть Г и Гг грани разбиения, \vK^ и jv£ ] их образующие, 
занумерованные так, что пересечению Г « Р ' соответствуют пер­
вые р элементов vK=vK/',io='()...,p. Предположим, что каждое v K ли-
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нейяо зависимо с \ , т.е. "V K=£Ja v

r . Имеем место 
ЛЕША 2 . 1 . При фиксированном 4 * все а,м имеют одинако­

вый знак, при к > р найдется 4>р t такое что & К 4 < О 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим гиперплоскость f ХеМ|(х,1<г)= 0 | 

содержащую все . при 4=#^ 0 , будем считать, что (1^,1^) = 
= 1 . Тогда, aKi~{vK, w) и, поскольку эта гиперплоскость 
не разбивает грань р , все (VK; W ) имеют одинаковый знак, 
для доказательства второго утверждения предположим противное: 
пусть найдется К 0 > р такое, что &К()й > 0 при всех л > р . в 
равенстве 1^ = 1 } a* 4 v / перенесем в левую часть все слагаемые, 
для которых <хКо4 < 0 . Поскольку 4 при этом должно быть меньше 
либо равно р , мы можем заменить V/ на V 4 , получим: 
\ + S l ^ j l ^ e 2 (XKoS v/ • Коэффициенты в обеих чаетях 
равенства неотрицательны, следовательно справа мы имеем вектор, 
принадлежащий Г' , а слева - вектор из Г , причем он не лежит 
в пересечении Г и Рг , так как к0 > р . полученное противоре­
чие доказывает лемму. 

Пусть К конус разбиения, обозначим через dg(x) обоб­
щенную функцию П -тщ^ ((х, V) - i 0)~1 , где произведение берется 
по всем образующим конуса. Имеет место формула: 

<KX)-IX^KOO , (2.1) 
где суммирование производится по всей конусам разбиения, и <ХК -
некоторые положительные константы. 

рассмотрим теперь два пространства М4 и fvj ̂ , в которых 
фиксированы разбиения указанного вида, и пространстваЬ^М,)-*-!^) 
Li^Mo^NJ, где MJJNJ- некоторые гильбертовы пространства. Пусть 
П и \ К -мерные грани в М< и М й , из *3(Х4,Хг) x 4eM-i » 
Х 2 е М г - гладкая быстро убывающая функция, принимающая значения 

во множестве вполне непрерывных операторов из N1̂  в N 4 , j^j 
и К - образующие Vt и 1̂  занумерованные в неко­
тором порядке, СЦ,^,...,^- вещественные числа. Определинсопера-
тор J: Ь г(M^N-J—У М , , - * - Ю . задав его ядром: 

Оператор Т ограничен, кроме того, если функция \} обращается 
в нуль цри всех (х,,, х а ) , для которых обращается в нуль знаме­
натель, то ядро оператора Т - гладкая быстро убывающая функция, 
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и сам оператор Т вполне непрерывен, гладкость и быстрое убыва­
ние ядра Т в этом случае вытекают из следующего утверждения: 

ЛЕНКА 2 . 2 . Пусть (X) бесконечно дифференцируемая функция 
на отрезке и Ц)(0)= 0 , тогда функция f(x)= <Р(х)/X 
бесконечно дифференцируема и maxU(№^x)HCrtIj inaxf ̂ "'(х) | • 

X X 
Сопоставим оператору Т набор операторов T^i^ 0^ , 

каждый из которых задан ядром: 

Задавая оператор , мы задаем функцию #(Х|,ха) при 
всех (х,,, Х а ) , для которых и*(Х4)-^|(ха)+ % = 0 . Таким обра­
зом вся совокупность Tyfyi задает оператор Т с точно­
стью до слагаемого, ядро которого есть гладкая быстро убывающая 
функция, занетин.что оператор Tt̂ t̂ Cty получается предельный 
переходом 

. (2 .3) 
здесь Ц~ и ̂ -операторы умнежения на функцию. 
Если рассиотреть любую образующую 1^ разбиения в Мг отличную 
от всех V* и положить Ц<хг=Ц%{Ч)= » т о» оказывается 

t- Um T«xp(- i t«„)= 0 . (2.4) 
t-*-oo 

Мы можем тогда определить оператор T i^ l^a , где Ц. и ц% 

построены по произвольным образующий разбиений в и Цг и a 
- произвольное вещественное число, положив его равный коэффици­
енту цри exp (-it (̂ + а)) в асимптотике для Twcp(- itt^-) при 

i-*-oo . все такие операторы равны нулю, за исключениен тех, ко­
торые определены в ( 2 . 3 ) . Операторы Тц.ц а, будем называть 
коэффициентами оператора J . * ™ 

Рассмотрим три пространства » Mj, ? М3 » в которых фик­
сированы разбиения, и пару операторов Д,: Ц Мг-Н )̂-*-Ьа(МГЛ) 
и Тя и(Мз̂ М3)—Ьа(Мг—Н%) . имеющих вид ( 2 . 2 ). Положим 

ЛЕММА 2 . 3 . Оператор | имеет вид ( 2 . 2 ) , и его коэффициенты 
определяются следующим соотношением: 
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где суммирование производится но всем Ц% и (Ц ж \ , таким, что 
а=й^ + аа . (в этой сумме лишь одно слагаемое нетривиально). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть операторы Т4 и Та заданы ядрами: 

щ 

Будем для простоты предполагать, что константы и 0^ равны 
нулю, ядро оператора Т равно 

Р 

Произведем интегрирование сначала при фиксированных 0^ , тогда 
по сформулированной ниже лемме 2.4 получим для Т{X,j, Х 3 ) сле­
дующее выражение: 

Первое произведение берется по тем I , для которых ^ линей­
но зависимое 6=1,...,(гя. Функция С/ здесь и далее в до­
казательстве - некоторая гладкая быстро убывающая функция перемен­
ных интегрирования и X,, и Хд . Часть \^ и ц£ могут совпав 
дать, будем считать, что это так цри I =Ч;..., р . Тогда по лемме 
2.1 в разложении г^ = Ц а К 4 ^ при любом к >р найдется. 
4>р такое, что a K i < 0 и для остальных К при этом i выпол­
няется ftK4«0 . Интегрируя по ty* и пользуясь леммой 2.4, по­
лучим: 

24 



Первое произведение берется по тем { , для которых выража­
ется через переменные без тильды, н о в 0 втором произведении чис­
ло сомножителей уменьшилось на единицу. Продолжая это рассужде­
ние .придем к следующему выражению: 

(напомним, что при ). Производя разложение 

и пользуясь леммой 2.4, получим, что ядро оператора Т имеет 
вид 

Р -

Соотношение для коэффициентов очевидно теперь из (2.3) и (2.4), 
лемма доказана. При доказательстве леммы 2.3 мы пользовались 
следующим утверждением. ш 

ЛЕММА 2.4. Пусть f ( x , t y , t ) хе IR* , tplR , teHU гладкая бы­
стро убывающая функция, положим 

Г m 

К— 1 

Тогда - гладкая быстро убывающая функция. 
Вернемся к определению (2.2) оператораТ и его коэффициен­

тов (2.3); мы хотим представить операторТад̂ в виде суммы опера­
торов вида (2.2). Пусть Ц, Га, , \v£\ *е же, что и в 
(2.2). Назовем грани Ц Е Г г о фиксированной нумерацией образу­
ющих согласованными, если линейное отображение, переводящее V* 
в хг£ , каждую образующую разбиения в , линейно зависимую 
с jv/l переводит в образующую разбиения в Мг и наоборот. Если 
оператор ~[ построен по согласованным граням, то любой его ко­
эффициент можно разложить в сумму операторов вида (2.2), пользу-
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ясь формулой (2.1). Пусть снова фиксированы разбиения в и Ц, » 
введем следующее 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Оператор Т называется связным оператором с 
правильной сингулярной структурой, если он представим в виде сум­
мы операторов вида (2.2), построенных по согласованным граням. 
КоэффициентТо^пО, равен сумме коэффициентов слагаемых. 

Коэффициент Т^Цг & также является связным оператором с 
правильной сингулярной структурой. Если ifa » а%> по­
строены по образующим принадлежащим одной грани в и Цг соот­
ветственно, то имеет место соотношение 

И наоборот, если задано семейство операторов с правильной сингу­
лярной структурой Т ( f t ) I удовлетворяющее условию(2.5) 
то оно определяет оператор с правильной сингулярной структурой 
Т с точностью до оператора с гладким ядром, такой, что 
^Ъ^^ ==~'~(%'1Ь'а') * И з л е м ш 2 , 3 следует 

ТЕОРЕМА 2.1. Если T=T/,Tj - произведение операторов с 
правильной сингулярной структурой, то Т оператор с правильной 
сингулярной структурой и 

т м * а = ^ h % * ^ v % w i , (2.6) 
где суммирование производится по всем ц и &А , (Х% таким, что 

Рассмотрим операторы более общего вида. Пусть в М,, и Mj, 
фиксированы разбиения, Г4 и - согласованные К -мерные гра­
ни в М,, иМ^,]^4] и jv*j 4=1,...,К их образующие, \а6\ 
•4='l,!,...,К вещественные числа. Определим оператор Т ядром 

Функция ^/(х4,ха) , в отличие от (2.2), не зависит от ^* и^* 
при б=4,...,р, точнее является функцией вида 3(х 4,Х г) «где 
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&=4, % ортогонально^ при ь*1,2,...,р. Коэффициента "ty^a 
определяются такие как и выше, оператор "J называется несвязным 
по ̂jfr если Т=Т^у.га , например Т несвязен по Iffy* % 
при -&«р . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Оператор Т ,предетавиинй в виде суммы опера-, 
торов вида (2.7) называется оператором с правильной сингулярной 
структурой. ЕслиТ=иТК такое представление, то несвязной по 

ч а с т ь ю Т назовем сумму несвязных по опера­
торов "fK . Несвязной частью Т назовем сумму несвязных по 
некоторым операторов Т к . Для таких операторов спра­
ведливы теоремы 2.1 и условие (2.6), если в них опустить слово 
"связный". 

В следующем параграфе мы будем рассматривать операторы с 
правильной сингулярной структурой, построенные по разбиениям 
следующего вида, в R№ рассматриваются гиперплоскости, заданные 
уравнениями Х к = 0 и х к=Х^ , образующие конусов % имеют вид 
(vot)i

5='I при 4€ы , (1/^)4=0 при , и также имеются образую­
щие . определим функции Е Ы = Е Х й Ewv-= Ц х 4+е , 
где е одно из собственных значений оператора -for . условимся 
в дальнейшем считать собственное значение фиксированным при фик­
сированном значке, нумерующем каналы, суммирование по этому знач­
ку будет означать также суммирование по соответствующим собст­
венным значениям, символ кронеккера будет означать 
{ff/faej. Нам удобно также сменить обозначение коэффициентов. Бу­
дем называть коэффициентом при Ео4 1у <~Еы ау г - 'М Для операто-

-г — ""- - " Х ~ 
коэф-

дем называть коэффициентом при l^d.A

yft~C.oL%f%~VK1 Д-"™ 
pa Т коэффициент ТгЩ а , где' « — EjsK ,XBK=«=tK\fK, 
а = ег4 ~ ey a • Коэффициентом при Е . r j ~ Е . „ + ьО 
фициент Т-Ц.-Цп-а . ^ и 0^'* 

§ 3. В этом параграфе мы докажем следующее основное утверж­
дение об операторе модели Фридрихса. 

ТЕОРЕМА 3.1. Оператор Н имеет конечное число собственных • 
значений конечной кратности, соответствующие собственные функции 
гладкие, быстро убывающие, волновые операторы существуют и пол­
ны, и являются операторами с правильной сингулярной структурой. 
Коэффициенты оператора WJJ задаются следующими выражениями: 

n p n E ^ - E ^ - i O - W ^ ^ Р ^ Г ^ 0 1 ' 
ПРИ EoJ,~ E d L + t O ~ Y/p Ы л £ = 0, ol*0 . 
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Под волновыми операторами в ( 3 . 1 ) подразумеваются операторы со 
значком,,-" . из теоремы 3.1 следуют формулы для коэффициентов 
оператора рассеяния, компонента о jfy JJ^ имеет следующие коэф­
фициенты: 

при 

при 

p. р of* <^-г 

А . А , Г # - < 3 ' 2 > 

Теорема 3.1 будет доказана по индукции, при этом основным 
моментом является доказательство следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА 3 .2 . Пусть теорема 3.1 справедлива при всех к< И , 
тогда существует унитарный оператор "О" , имеющий правильную 
сингулярную структуру, такой, что 

ТГ*НТГ= Й 0 + Т , (з.з) 
ТУ ° л 

где V самосопряженный оператор в Ж ядра компонент которого 
гладкие быстро убывающие функции. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зададим ядра компонент U по формулам, ана­
логичным ( 3 . 1 ) , т.е.ТГр имеет следующие коэффициенты: 

_ ( 3 . 4 ) 

щ>и E^-E^+io • 
По индуктивному предположению все операторы в ( 3 . 4 ) являются опе­
раторами с правильной сингулярной структурой, пользуясь формула­
ми ( 3 . 1 ) и ( 3 . 2 ) легко проверить корректность этого определения, 
т.е. выполнение условия ( 2 . 5 ) . Формулы ( 3 . 4 ) задают ядро JJfi с 
точностью до слагаемых вида 

% ( x F , x ^ ) ( E ? r E ^ - i O ) 4 

Мы хотим подобрать гладкие быстро убывающие функции 3^ таки­
ми, чтобы оператор JJ стал унитарным. Коэффициенты оператора 
Tip при Egy-Egjs-iO будем обозначать через £ ^ и опе­
раторную матрицу, составленную из них, - & . Хотя {> на 
самом деле не является оператором рассеяяи я для f-j , он стро-
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ится по XJ такие, как оператор рассеяния строится по . пред­
положим, что функции Зу-р выбраны так, что оператор £ 2 уни­
тарен. Возможность такого выбора мы докажем в следующем парагра­
фе. Сделанное предположение означает, что функции 
фиксированы некоторым образом при Еду = Egj3 » причем эта 
фиксация неоднозначна, чем мы и воспользуемся в дальнейшем. 

Займемся теперь унитарностью оператора U . Пользуясь 
теоремой 2.1, ' найдем коэффициенты оператора U*^Uj3 a • При 
Еыд" Ega - *0 коэффициент есть сумма выражений следующего 
вида: * 

Из ортогональности волновых операторов для различных каналов сле­
дует, что у— jf (и соответствующие собственные значения совпада­
ют) и oi=»3! „ тогда из изометричности получаем сумму следующе­
го вида 

При <А.Ф 2 мы воспользовались унитарностью операторов рассея­
ния & 0 1 , а при oi= 2 предположением, проделаем аналогичное вы­
числение для оператора UTJ* . Мы должны просуммировать следую­
щие выражения 

цри 01=0!̂  и фиксированном Е^у- . Полученное выражение 
будет коэффициентом цри K^-^-io- Из унитарности операторов 

^ , суммируя по $ , получим ^ = (соответствующие собст­
венные значения также совпадают), и сумма превратится в следую­
щую 

Это есть выражение для коэффициента при E^E^-iO » где^о^-у 
иначе: 
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Из приведенных вычислений следует, что операторы Т/и и 1Д7 * 
отличаются на операторы с гладким быстро убывающим ядром от еди­
ничных операторов ъ % ж Ж соответственно, в частности, это 
означает, что ~[7 - оператор фредгольма. Возможность выбора глад­
кой части ядра JJ такой, что оператор TJ" становится унитарным, 
зависит от того, равен ли нулю индекс оператора "Ц" . напомним, 
что индекс фредгольмова оператора F определяется формулой: 

vnd F = dim Rex F- w-olimlm F 

и для фредгольмовых операторов F̂  и F̂  имеет место 
indF^F^ind^inAF^. Индекс JJ не обязан быть нулем, тем не 
менее, переопределяя матрицу (точнее функции -Чу.а от 
которых зависит Ь ^ ) , этого можно добиться, действительно, 
рассмотрим оператор JJ '• 7i ~*~Ж , заданный ядром 
0R(X-xV^3(x,x/)(Eo.-Es>-i0)"M» где Я - гладкая быстро убывающая 
функция. Потребуем также, чтобы операторы 17*17 и Т7Т7* отли­
чались от единичного^оператора на вполне непрерывный (т.е. уни­
тарности оператора Т 7 Е 2 Е О в о б о з н а ч е н и я х предыдущего парагра­
фа) . Для любого целого числа существует оператор JJ такого ти­
па, имеющий индекс, равный этому числу. Выберем JJ так, чтобы 
хпАМ=- indLV , тогда оператор UU имеет индекс, равный нулю 
и те же коэффициенты, определяемые формулами (3.4), что и V 
Сохраним за этим оператором обозначение U , отметим также, 
что U можно считать обратимым. Выражение (Ш7*)~* V опреде­
ляет унитарный оператор, отличающийся от IT на оператор с глад­
ким ядром, за которым мы снова сохраним обозначение 17 . Чтобы 
проверить, что TJ является таким оператором, существование кото­
рого утверждается в теореме 3.2, найдем разность 

HTJ- U Н 0 . (3.5) 
Заметим сначала, что для оператора Н коэффициент npnEgrEj+iO 
есть Н У • Для коэффициентов оператора в (3.5) имеем следующие 
выражения: 

(T= o < . N f . 

Мы воспользовались сплетающим свойством (1.2)3. и коммутативно­
стью операторов ft0 и 5э . Таким образом компоненты оператора 
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(3.5) задаются гладкими быстро убывающими ядрами, отсюда следует 
соотношение (3.3). Теорема доказана. 

Теперь мы легко можем получить доказательство теоремы 3.1. 
цри п= i утверждение теоремы следует из работы б . Волновой опе­
ратор при этом равен задан ядром <f(X-xVt(x,x'x^tO)(x-X-iO)̂ ;ix,x£) 
ядро интегрального оператора -fc(2)=V-V(fo-2)~*V , и при наших 
предположениях на потенциал V , Функция t(X,x(x^-iO) - гладкая 
быстро убывающая. Пусть теорема верна для всех к< к , тогда по 
теореме 3.2 существует оператор JJ с правильной сингулярной 
структурой, коэффициенты которого задаются формулами (3.4) и та­
кой, что 

v Л Л 

х г * н и = н 0 + т . 
Л _ А Л Л 

Волновой оператор \\j для пары H0+V » п 0 может получен мето­
дом работы б , причем его ядро имеет вид 

где ядра ^ г - гладкие быстро^убывающие функции, волновой 
оператор для пары Ц , равен UW~ и е г 0 коэффициенты да­
ются выражениями (3.1). Утверждение о собственных функциях оче­
видно, поскольку VVW*~I ~ проектор в имеющий гладкое 
быстро убывающее ядро. 

§ 4. В зтом параграфе мы изучим поведение матрицы рассеяния 
оператора модели Фридрихса при больших "энергиях", а также вос­
полним пробел в доказательстве теоремы 3.2. 

Л Будем считать, что операторы действуют в пространстве 
% , доопределяя для fi или У не лежащих в ы еди­
ницей при ja«= рг и нулем в противном случае. При таком опреде­
лении £ ы остается унитарным оператором, представим операторе 
в виде произведения унитарных операторов следующим образом: 

п 2 ' п п ? ' (4.D 
| а |=< 

Произведения берутся в некотором фиксированном порядке, потребу-
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ем, чтобы при замене всех §^ таких, что рг\ы.ф j3 ,где ot 
фиксировано, на тождественный оператор, произведение (4.1) равня­
лось бы Sf . Тем самым мы определим все операторы . 

ТЕОРЕМА 4.1. Операторы связаны 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что теорема справедлива для 

всех , т.е. (S^-I)yyr

A несвязен только по Е ы Е^ при 
d.r\p=^0, введем оператор g равенством: 

£ - П ? Р . . . П (4.2) 
lpl-n-1 IjH-f 

л. н 

и сравним несвязные части $ и S . и з (3.1) следует, 
что $>уу несвязно только по Еи при f ftrc 3 , и 
несвязная по Е Ы Е Ы часть равна л . цри отыскании не­
связной по Е ы Е ^ части оператора j>yy/' > можно заменять 
в (4.2) единичным оператором все § при рпы.=1=ф . тог­
да, по определению,произведение будет равно ^ и несвязная 
часть - . Таким образом, несвязные части $ и $f сов­
падают. Поскольку несвязная часть оператора 
£>Гу/ ecTbd^j/I. Теорема доказана. 

Записывая (4.1) в терминах матриц рассеяния получим 
СЛЕДСТВИЕ, п р и | Е | — « . |[б(Е)-ПЗ*(Е)... П ^ ( Е ) | - ^ 0 . 
ЗМЕЧАНИЕ. При доказательстве теоремы 4.1 мы использовали 

только свойства несвязной части оператора рассеяния. 
Вернемся к предположению, сделанному при доказательстве те­

ореш 3.2. Оператор jj можно представить как бйератор умноже­
ния на функцию 4 2 ( Е ) I поэтому унитарность ъ эквива­
лентна унитарности iP{£) при всех Е . используя формулы 
(3.4), легко показать, ч ю компоненты операторов й*(Е)*ЧЕ)*-1 
и 42(Е)*а^(Е)~1 задаются гладкими быстро убывающими ядрами. 
Кроме того, из замечания к теореме 4.1 следует, что при |Е |~ 
оператор 6^(Е) близок по норме к унитарному, следовательно, 
wd/u 2 (E) равен нулю при больших |Е | и, в силу непрерывно­
сти индекса, цри всех Е . Повторяя рассуждения, использован­
ные в теореме 3.2, получим, что гладкую часть ядер компонент 
можно выбрать так, что 4^(Е) будут унитарны. 
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