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1957 г. июль —август т. XII, вып. 4 (76) 
УСПЕХИ МАТЕЖАТШЧЕСЕИХ НАУК 

НАУЧНЫЕ СООБЩЕНИЯ И ЗАДАЧИ 

О ГРАНИЦАХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ПРИ СУММИРОВАНИИ РЯДА 
МЕТОДАМИ ЧЕЗАРО И ПУАССОНА - АБЕЛЯ 

Н. А. Давыдов 

§ 1 . 0 границах неопределенности при суммировании ряда методом Чезаро 
Пусть дан ряд 

ОО 

2«„ (1) 
71 = 0 

€ комплексными членами ап (тг = 0, 1, 2, . . . ) . Обозначим 
п п 

fc=0 fc=0-

Ex, Ег(пк), E2 — множества всех частичных пределов соответственно после­
довательностей {Sn}, {Snk}, {с^}, где {nk}~ заданная возрастающая последо­
вательность натуральных чисел; G — замкнутое выпуклое множество в рас­
ширенной комплексной плоскости (это может быть: а) замкнутая выпуклая 
область, которая, если она не ограничена, содержит бесконечно удаленную 
точку, б) замкнутая прямая, в) замкнутый луч, г) отрезок, д) точка, конечная 
или бесконечно удаленная); Ge — замкнутая выпуклая область в расширенной 
комплексной плоскости, которая содержит в себе множество G и каждая точка 
границы которой отстоит от множества G на расстояние, меньшее или 
равное s, е > 0 (здесь G отлично от бесконечно удаленной точки). 

Если множество Е2 состоит из одной [конечной точки S, то говорят, 
что ряд (1) суммируется к S методом Чезаро. Пусть ср (̂ ) — действительная 
функция, определенная в интервале (0; + °°)? положительная и монотонная 
в этом интервале, lim cp (t)= +oo . 

f-^ + oo 

О п р е д е л е н и е 1. Множество G, отличное от бесконечно удаленной 
точки, мы назовем (ср {1))-множестпеом последовательности {Sn}, если для любого 
з > 0найдется такая последовательность отрезков [nk\ mk] (к = 1, 2, . . .) чисел 
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натурального ряда, что 

Sn£G& для nk<n<?nk<nk+1 (А = 1 ,2 , . . . ) , lim - ^ - г = + оо. (2> 

В частности, если (<р (£))-множеством последовательности {£?1} является точка,, 
то эту точку будем называть ((р (t))-точкой этой последовательности. 

О п р е д е л е н и е 2. Бесконечно удаленную точку комплексной плоскости 
мы назовем (<р (1))-точкой последовательности {Sn}, если можно указать после­
довательность отрезков [nk; mk] (Ze=l, 2, . . . ) чисел натурального ряда 
и последовательность выпуклых замкнутых множеств Gk (k~ 1, 2, . . . ) , стя­
гивающихся х) к бесконечно удаленной точке, таких, что 

^ б С ъ д л я nk<n<mk<nk+1 {к=1,2, . . . ) , l i m - ^ - = со. (3) 

В случае, когда последовательность {Sn} ограничена, условие (2) в оп­
ределении (£)-точки этой последовательности мы несколько ослабим, заменив 
его условием 

S^.(k)eG£ для /i f t<v! f t )</w f t<w f t+1 , i = l , 2, . . . , / f t ( A = l , 2, . . . ) , ] , 2 ' \ 

lim /ft ^ i Hm ^ = o o . 

Справедливо следующее предложение. 
Т е о р е м а 1. £7с^м |S n | <С7г а , а > 0 , гг ес/ш множество G является 

(£1+а)-множеством последовательности {Sn}, то пересечение E2f)G содержит, 
/го крайней мере, одну точку, конечную или бесконечно удаленную. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С л у ч а й 1. Множество G отлично от бесконеч­
но удаленной точки. Пусть G является (£1+а)-множеством последовательности 
{Sn}, a > 0. Тогда для s > 0 найдется такая последовательность отрезков 
[nh\ mk] (/c = l , 2 , . . . ) чисел натурального ряда, что 

Имеем 

Sn£GB для nk<Cn<mh<nk+1 ( f t = l , 2, . . . ) , l i m - ^ = со. (4) 

1 V с _ „ ftfe+ 1 , 
lk mk + 1 ^ J v "ft mfe + 1 mk + 1 

v=0 
wft+ 1 о , f̂e + 1 „ /cv 

= ^~^n^^+1+^nan^ (5) 

(nk+-2)Snk+l+Snk+2+ ... +Sm \o\>n i/\ 
где 2fe = -. . Так как о J < Cna, то отсюда и из (4) 
следует, что 

lim - = i ± i - ^ ь + 1 = 0, lim - ^ + * a „ = О, 

*) Мы говорим, что множества Gk стягиваются к бесконечно удаленной точке, если; 
расстояние точки z = 0 до множества Gk стремится к бесконечности при к —> + оо. 
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и, следовательно, 
°mk = zk + o{l). (6) 

Точка zkJ в силу (4), принадлежит области Gs, а аШ/, в силу (6), будет 
принадлежать области G2s для достаточно больших к. Таким образом, пере­
сечение E2f)G2B содержит, по крайней мере, одну точку. Отсюда, в силу 
произвольности в > 0 и замкнутости множеств Е2 и G, следует справедли­
вость утверждения теоремы. Доказательство теоремы для случая а = 0 про­
водится аналогично. 

С л у ч а й 2. G есть бесконечно удаленная точка. Пусть бесконечно 
удаленная точка является (^1+а)-точкой последовательности {Sn}. Тогда 

Sn£Gk для nk<n<^mk<nk+1 ( & = 1 , 2 , . . . ) , l i m - ^ = c o . (7) 
fe-»oo ftfr 

Как и в случае 1, имеем равенства (5) и (6). Число zk, в силу (7), при­
надлежит Gk. Так как limzk= оо, т о и Н ш а т = о о , т. е. пересечение E2[\G 

k->oo k—> оо 

содержит бесконечно удаленную точку. 
Теорема 1 является точной в следующем смысле: какова бы ни была 

последовательность {агг}, стремящаяся к + оо, всегда можно построить ряд (1) 
такой, что 1) О <С S п< паап, а > 0 ; 2) Sn = 0 для %</г<7тг^ < nk+1(k= 1, 2,. . .) , 

l i m - j ^ = o o ; 3) lim аГ| = + со. Действительно, положим 
k-»oo Kfo 7г->оо 

| 0 для nk<n<mk<nk+1, 
п~~\ паап для mh_1 < п < пк (к = 1, 2, . . . ) , 

где последовательности {nk} и {mk} определены так, что 

J ^ = T f c - + o o при к-*со, Т к < | Г ^ Т Ч , 

= T i - > + o o при &->сх>, У ^ < | Л п ^ „ % Л -
Имеем 

min се а ^ > <Ч+4 > • • • > a™k > — ^ Т " 1 > 
^ 1 ^ 1 ± ^ > _ 1 _ min « / Г ' - ^ - i 

mk+ 1 а + 1 mkl<n^nk mk + 1 
, / ^ n k - i V + 1 min ап 

:^тт mm а* шг, ,=:= (a + i)^_" + °(1)~-> + 00 ПРИ л -* 0 0 -
^ + 1 

Ьсли mk_1 <Cn < wfe, то а > —— — > 

й « + ; - т ? + * 
> mm а • — = mm an 1 - ( - — ) > 

k~2<n^nk-i K "*" } к mk-2<n^nk-i (a + 1) ^ a+1 

>fh ru\ l TA Г1 —Г-^—^)a+11 —̂  +°° ПРИ А 
1 

oo, 
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следовательно, lim сп= + оо. Таким образом, точка А—- 0 является (£1+а)-точ-
тг-^оо 

кой последовательности {SJ и, однако, она не принадлежит мйожеству Е2, 
которое в нашем примере состоит из одной бесконечно удаленной точки. 

С л е д с т в и е 1. ЕгС^Е2, если последовательность частных сумм ряда 
(1) ограничена, а его члены удовлетворяют одному из следующих условий: 
1 ) а « = 0 ( т ) ; 2 ) а « > 0 ( " ^ ) ; 3) а" = 0 для пЧ=Пк' % = ° ( 1 ) ' ^ f > 

> Х > 1 (А = 1,2, . . . ) ; 4) «„ = 0 для пфпк, аПк = о(^^^{к=\,2,...), 
{nk} — произвольная возрастающая последовательность натуральных чисел; 

со m 

5) 2 к<х~{ \ak\a< + °°> а > 1 ; 6 ) 2 й*"1 | aft | а - > 0 WJDK / г - > о о , 1 < — - > о о , 

а > 1; 7) ап = 0 для пФпк, ап — произвольные числа, lim ^ i - = o o . 

В самом деле, при выполнении одного из условий 1) —7) каждая 
точка множества Ег будет (£)-точкой последовательности {5J , и, следова­
тельно, по теореме 1 она принадлежит множеству Е2. Это следствие для 
различных случаев 1) —7) отмечалось различными авторами. 

С л е д с т в и е 2. Если \Sn\<cCna, а > 0 , и если каждая точка множе­
ства E1(nk) является (ti+a)-mo4Kou последовательности {Sn}, то E1(nk)(ZE2. 
Если, кроме того, l ima^—oo, то lim Sn — со. В частности, если \Sn\<^ 

П-»оо /г-»оо 

< Спа, а > 0, и если ап = 0]для nk<n^mk< nk+1 (A: = 1, 2, . . . ) , lim -*—- = оо , 

т о E1(nk)^_E2. Если, кроме того, lim 0^=00 , то lim ^ = со. 
fe->oo 

С л е д с т в и е 3. Если \ Sn\<CCna, а > 0, aTi~0(—— j для % < т г < 

<mk < nk+1(k = 1, 2, . . . ) , lim ^ a = 00, и если lim ап = со, mo lim*? = 00. 

Т е о р е м а 2. £с/ги | Sn\ ^Cna, a > 0 , {nk} — заданная возрастаюгцая 
последовательность натуральных чисел и если lim (Sm — S n ) — 0 для вся-

fe->oo k k 

кой последовательности {mk}, для которой mk> nk, a 
! I ^ - T ^ < + T O . (8) 

то Ег(пк)С^Е2. Если, кроме того, lim a^ = 0 0 , то lim Sn = со. 
71-+CQ fe->00 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что множество Ег (nk) содержит точку А, 
не принадлежащую Е2. Предполагая А конечной точкой, возьмем доста­
точно малую замкнутую окрестность KB(\z — А\ < е ) этой точки, не содер­
жащую точек множества Е2. Можем считать, что Sn £KS д л я / ? = 1 , 2, . . . 

v 2 
Обозначим Sn, + v первую после Sn частную сумму, не принадлежащую Кв. 

ftp P Ир 
Очевидно, имеем 

Snh+vp-Snk | > y для р = 1, 2, . . . (9) 
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Легко видеть, что 

l i m ^ f l ^ > + o o , (10) 
р-»оо П, 

так как в противном случае круг Кг был бы (£1+а)-множеством последова­
тельности {Sn} и, в силу теоремы 1, он должен был содержать, по крайней 
мере, одну точку множества Е2. А этого не может быть. Из (10), в силу 
условия теоремы, имеем lim (Sn -f vp — Sn )-=0. Последнее равенство про-

p->oo P - P 

тиворечит неравенству (9).Предположение, что точка А является бесконечно уда­
ленной, также приводит к противоречию. Аналогично доказывается следующая 

Т е о р е м а 3. Если: a) \Sn\-*cCri*, a > 0 , S п—действительные числа, 
{nk} — заданная возрастающая последовательность натуральных чисел; 
б) lim (Sm — Sn)^0 для всякой последовательности {mk}, для которой 

&->оо 

mk> nh> ̂ m ~ т ^ < -г°° ; в) l im ($пк — 3т0>0 для всякой последователь-

l i r n — ности {т^}, для которой % > mk, lim , ,fe < + oo, то из условий a) и б) 
k-»oo Mb. 

следует, что lim cn > lim Sn а из условий a) и в) следует, что lim c n < Ит*Ул . 

§ 2. О границах неопределенности при суммировании 
ряда методом Пуассона—Абеля 

Пусть дан ряд (1) с комплексными членами ап и пусть степенной ряд 
оо 

/(*)=2vn (И) 

сходится в интервале (0; 1). Пусть далее Sn, Ex, E1(nk) и G обозначают 
то же, что и в § 1. Обозначим через Е3 множество всех предельных значе­
ний суммы / (х) ряда (11), когда точка х стремится к 1 слева вдоль веще­
ственной оси. 

Если множество Е3 состоит из одной конечной точки S, то говорят, что 
ряд (1) суммируется к числу S методом Пуассона-Абеля. 

Т е о р е м а 4. Если \Sn\-*cC и если G является ^-множеством после­
довательности {Sv}, то пересечение E3[)G содержит, по крайней мере, 
одну точку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G является (£)-множеством последователь­
ности {Sn\. Тогда для е > 0 найдется такая последовательность отрезков 
[nk; mh] (к = 1,2, . . . ) чисел натурального ряда, что будут выполнены 
условия (2'). Обозначим $k = ~ , a f e=l J-~-—. Построим последователь­
ность {vfe} (у^>0) , удовлетворяющую условиям: а) lim у ь = + ° ° > 

fe->oo 

б) lim &= +оэ, в) lim £*«h = 0 . 
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В качестве последовательности {yk} можно взять, например, последова­

тельность Yfc = max{|/"Bft; ^ j / o c j - ПУС Т Ь # f t = l — — - , тогда 
%Tfe 

nk-l mk 

где при к—» oo (1 — я*) 2 *Ур#£ —> 0 (в силу условия а)), 
p = 0 

oo 

P=m f e+1 

(в силу условия б)) и, следовательно, 

f(xk) = (l-xk) 2 V + o(l). 
p=rc f e 

Так как (1 — #ft) 2 Sp
xk—>0 при /с —> oo (в силу условия в)), то из по-

p ^ v ( f e ) г 
следяего равенства имеем 

f(xk) = (l-xk) 2 Spxp
k + o(l). 

Отсюда и из (2'), в силу ограниченности последовательности {Sn}, следует, 
что f(xk)£G2s для всех достаточно больших к. Этим теорема 4 доказана. 

С л е д с т в и е . Если последовательность частных сумм {Sn} ряда (1) 
ограничена, а его члены ап удовлетворяют одному из условий 1) —7) след­
ствия 1 теоремы 1 § 1, то Е±с:Е3. 

Это следствие для различных случаев 1) — 7) было отмечено в разное 
время различными авторами (Ингам [1], стр. 233; М. П. Щеглов [2], 
стр. 256; Н. А. Давыдов [3], стр. 9—12; и др.). 

Т е о р е м а 5. Если {Sn}<C Спа, а > 0 и если множество G является 
(ti+a In ̂ -множеством последовательности {Sv}, то пересечение E3[)G содер­
жит, по крайней мере, одну точку, конечную или бесконечно удаленную. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С л у ч а й 1. Множество G отлично от бесконеч­
но удаленной точки. 

Пусть множество G является (ti+a In ^-множеством последовательности 
{Sn}, тогда для е > 0 найдется такая последовательность отрезков [nk; mk] 
(k = 1, 2, . . . ) чисел натурального ряда, что 

Sn£Ge для nk<n<mk<nk+1 {к = 1, 2, . . . ) , И т — ^ = о о . (12) 

Пусть xk=l - ^ — ' г д е Чь = У —[^т (Yfe - > +°° П Р И &->со в си-

л у (12)). Имеем 
nk~\ mk 

f(zk)= 2 anxn
h = {\-xh) ( 2 Spxl+ 2 Svxl+ 2 Spxl). 

n=Q p = 0 V—nh P=Wfe+l 
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Легко видеть, что lim \{1—хк) ^ Sp
xk=Q и 

к~>оо р = 0 

оо со 

1 + « Y
 m fe+P 

со p / 14- a 9 \ 

nh Th p = 1
 v 

<^2G) ft " ->0 при /c-
p = l 

и, следовательно, 

/К) = (!-%) 2 Sp^ + o(l). (13) 
P=nk 

4 lnT2 Так как eft=l—(1—a5fe) ^ x\ < ~ - ^ , то ел*Ул , - > 0 при Л - > о о , и равен-
p=t t f e * 

•ство (13) можно записать в следующем виде: 
mk 

/ ( ^ ) = zft + o ( l ) , где zk = (l-xk) Ъ Sp3%+4snk. ( l 4 ) 
Р = п ь 

Число zk в силу (12) принадлежит множеству GZ1 следовательно, f(xk)£G2z 
для всех достаточно больших к. Этим теорема 5 доказана для случая 1. 

С л у ч а й 2. Множество G есть бесконечно удаленная точка. Пусть 
бесконечная точка является (tiVa In ^-точкой последовательности {Sn}. Тогда 

SneGk для nk<n<mk<nk+1 (ft = l , 2, . . . ) , lim t ™fe = ° ° - (1 5) 

Как и в случае 1, имеем равенства (13) и (14), где zk в силу (15) при­
надлежит Gh. Так как \imzk=oo, то и lim/(a;fe) = oo. Таким образом, 

/г~^со к->со 

пересечение E3f)G содержит бесконечно удаленную точку. Теорема 5 дока­
зана полностью. 

Т е о р е м а 6. Если \ Sn | < Спа, а > 0 , {nk} — заданная возрастающая 
последовательность натуральных чисел и если lim (Sm — Sn ) = 0 для 

h~>co 

всякой последовательности {?nk}f для которой lim , k — < + °° пРи а > О 
fc->oo /ZJ^l l lTZfe 

гг l i m — - < -f оо тгргг a = 0, mo E1(nk)czE3. Если, кроме того, ряд (1) 
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суммируется методом Пуассона-Абеля к числу S, конечному или бесконеч­
ному, то lim Sn = S. 

С л е д с т в и е . Если \ Sn | < Спа, а > О, и если ап = 0 для wft < w < mft < 

< nk+1 (к = 1, 2, . . . ) , lim , k = oo, то Ег (nk) cz 2?3. Если, кроме того, 
fe-*oo л £ + In/г/г 

ряд (1) суммируется методом Пуассона-Абеля к числу S, конечному или 
бесконечному, то lim Sn = S. 

fe->oo k 

Т е о р е м а 7. Пусть: a) I A S ^ ^ C T I " , oc>0, Sn — действительные числа, 
{nk} — заданная возрастающая последовательность натуральных чисел; 
б) lim (Smk — Snk) > 0 для всякой последовательности {mk}, для которой 

mk > nh-> l i m i ,? fe < + со при а > О и lim — < + оо при а = 0; 

в) lim (лУ^ ~~ ^m') > 0 для всякой последовательности {т^}, для которой 

я& > m£, lim —ту— 7 < + оо при а > 0 и lim Щ~ < + °э и/?ю а = 0. 
fe->oo wfe

1+C£lnmfe k->oo mk 

Тогда из условий а) и б) следует, что lim / (#) > lim АУП , из условий а) и в) 

следует, что lim / (я) < lim АУД . 
Если выполнены условия а), б) гг в) гг ес/ш, сверх того, ряд (1) сумми­

руется методом Пуассона-Абеля к числу S, конечному или бесконечному, то 
lim Snk = 5 . 

Доказательство теорем 6 и 7 проводится так же, как и доказательство 
теорем 2 и 3 § 1. 

Поступило в редакцию 19 ноября 1955 г. 
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