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Показано, что каждая гладкая кубическая гиперповерхность X в Pn+1, n ≥ 2, алгебра-
ически эллиптична в смысле Громова. Это доставляет первые примеры нерациональных
проективных многообразий, эллиптических в смысле Громова. Как следствие установлено,
что проколотый аффинный конус над X также эллиптичен.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Понятие эллиптичности по Громову [13] появилось (и оказалось чрезвычайно полезным)
в комплексном анализе в рамках теории Ока–Грауэрта (см. [13, 10, 12]). В той же статье [13]
Громов разработал алгебраическую версию данного понятия. Ниже мы имеем дело исклю-
чительно с алгебраической эллиптичностью. Таким образом, все многообразия и векторные
расслоения в настоящей работе являются алгебраическими, а “эллиптичность” означает ал-
гебраическую эллиптичность.
Пусть K — алгебраически замкнутое поле характеристики нуль, а An и Pn — аффинное и

проективное пространства размерности n над K.
Пусть X — гладкое алгебраическое многообразие. Спрей ранга r над X — это тройка

(E, p, s), где p : E → X — векторное расслоение ранга r с нулевым сечением Z и s : E → X —
такой морфизм, что s|Z = p|Z . Спрей (E, p, s) является доминирующим в точке x ∈ X, если
ограничение s|Ex : Ex → X на слой Ex = p−1(x) является доминантным в начале координат
0x ∈ Ex ∩ Z векторного пространства Ex, т.е. ds(T0Ex) = TxX.
Говорят, что многообразие X является эллиптическим в смысле Громова (или кратко —

эллиптическим), если оно допускает спрей (E, p, s), доминирующий в каждой точке x ∈ X
(см. [13, 3.5.A]). Из этого определения непосредственно следует, что всякое эллиптическое
многообразие унирационально. Алгебраическое многообразие X называется равномерно ра-
циональным (или регулярным в терминологии [13, 3.5.D]), если каждая точка x ∈ X имеет
окрестность, изоморфную открытому подмножеству пространства An. Оно называется ста-
бильно равномерно рациональным, еслиX × Ak равномерно рационально для некоторого k ≥ 0.
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Полное стабильно равномерно рациональное многообразие является эллиптическим (см. [3,
Theorem 1.3, Corollary 3.7]).
В [5, Example 2.4] показано, что рациональная гладкая кубическая гиперповерхность X

в Pn+1, n ≥ 2, является равномерно рациональной (ср. также [13, Remark 3.5.E′′′]). Следова-
тельно, X является эллиптической. Существуют примеры таких гиперповерхностей X любой
четной размерности n = 2k ≥ 2.
В качестве другого примера рассмотрим нодальную кубическую гиперповерхность X в P4.

Хорошо известно, что X рациональна. Если X имеет только один нод (т.е. обыкновенную
двойную изолированную особую точку), скажем P , то раздутие в ноде BlP (X) → X явля-
ется гладким равномерно рациональным (следовательно, эллиптическим) трехмерным алгеб-
раическим многообразием (см. [5, Proposition 3.1]). В случае нескольких нодов то же самое
справедливо для малого разрешения X̃ → X при условии, что X̃ является алгебраическим
многообразием (см. [5, Theorem 3.10]). Такое малое алгебраическое разрешение существует,
например, если X имеет ровно шесть нодов (см. [5, Proposition 3.8]). В том же духе можно
построить примеры равномерно рациональных малых алгебраических разрешений нодальных
двойных тел четвертой степени (см. [7]).
Еще один класс равномерно рациональных (и, следовательно, эллиптических) проективных

многообразий состоит из гладких полных пересечений двух квадрик в Pn+2, n ≥ 3 (см. [5,
Example 2.5]).
Громов в [13, 3.5.B′′] задает вопрос, является ли любое рациональное гладкое проектив-

ное многообразие эллиптическим; ответ пока неизвестен. Кроме того, Громов обсуждает в [13,
3.5.B′′] предполагаемую эквивалентность между эллиптичностью и унирациональностью. Воз-
никает также вопрос, влечет ли эллиптичность (стабильную, равномерную) рациональность.
Ответ на последний вопрос отрицательный. Действительно, для некоторого натурального

числа n существует конечная подгруппа F группы SL(n,C) такая, что фактор Y = SL(n,C)/F
стабильно иррационален (см., например, [28, Theorem 3.6; 4; 25, Example 1.22; 26]). Будучи аф-
финным однородным многообразием полупростой группы, Y является гибким, т.е. подгруппа
SAut(Y ) ⊆ Aut(Y ), порожденная всеми однопараметрическими унипотентными подгруппами
группы Aut(Y ), действует сколь угодно транзитивно на Y (см. [2, Proposition 5.4]). Отсюда
следует эллиптичность многообразия Y (см., например, [2, Proposition A.3]). Таким образом,
получаем пример стабильно иррационального эллиптического аффинного многообразия.
Наша цель — найти иррациональное гладкое проективное многообразие X, которое было

бы эллиптическим по Громову. Неясно, можно ли использовать для этой цели приведенный
выше пример. Действительно, если задано гладкое эллиптическое аффинное многообразие Y ,
нам неизвестна конструкция гладкого эллиптического пополнения X для Y .
Тем не менее мы установим эллиптичность любого гладкого кубического трехмерного мно-

гообразия X ⊆ P4 (см. теорему 1.1). Согласно знаменитой теореме Клеменса–Гриффитса [8]
такое трехмерное многообразие, определенное над C, иррационально. Согласно Мюрре [24] то
же самое справедливо для любого гладкого кубического трехмерного многообразия, опреде-
ленного над алгебраически замкнутым полем характеристики, отличной от 2.
Итак, наш главный результат — это следующая

Теорема 1.1. Гладкая кубическая гиперповерхность X ⊆ Pn+1 размерности n ≥ 2 явля-
ется эллиптической в смысле Громова.

Замечания 1.2. 1. Неизвестно, существует ли стабильно (равномерно) рациональное
гладкое кубическое трехмерное многообразие (см., например, [9]). Также неизвестен ни один
пример иррациональной гладкой кубической гиперповерхности размерности ≥ 4. Напомним,
что любая гладкая кубическая гиперповерхность размерности ≥ 2 унирациональна (см. [19]
или [14, Remark 5.13]).
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2. Гладкие кубические трехмерные многообразия X далеки от однородных многообразий.
Действительно, в силу теоремы Мацумуры–Монского (см. [22]) группа Aut(X) такого много-
образия X является конечной.
3. Заметим, что любая рациональная гладкая проективная поверхность X допускает по-

крытие открытыми подмножествами, изоморфными A2. Следовательно, она равномерно ра-
циональна и также эллиптична. В дальнейшем мы будем иметь дело с кубическими гиперпо-
верхностями размерности ≥ 3.
Напомним следующий открытый
Вопрос 1.3 [13, Remark 3.5.E′′′]. Выдерживает ли эллиптичность по Громову гладкого

полного многообразия бирациональные отображения, порожденные раздутиями и стягивани-
ями с гладкими центрами?
По этому поводу имеются некоторые частичные результаты. Равномерная рациональность

сохраняется при раздутиях с гладкими центрами [5, Proposition 2.6] (ср. [13, 3.5.E–3.5.E′′]).
Следовательно, также сохраняется эллиптичность полного равномерно рационального много-
образия (см. [3, Corollary 1.5]). Для не обязательно полных или равномерно рациональных
эллиптических многообразий эллиптичность сохраняется при раздутиях с гладкими центрами
при некоторых дополнительных предположениях (см. [13, Corollary 3.5.D′′; 21, Corollary 2; 15;
17, Theorem 0.1]). Сохранение эллиптичности при стягиваниях с гладкими центрами до сих
пор неизвестно. См. также обсуждение в [29].
Форстнерич [11] доказал, что каждое эллиптическое проективное многообразие X размер-

ности n допускает сюръективный морфизм из Cn, ограничение которого на открытое под-
множество Cn гладкое и также сюръективное. В силу результата Кусакабе [20] это остается
верным для не обязательно полного эллиптического алгебраического многообразия X над K

при условии замены Cn на An+1
K .

Напомним, что обобщенный аффинный конус Ŷ над гладким проективным многообрази-
ем X, определяемый обильным Q-дивизором D на X, — это аффинное многообразие

Ŷ = Spec

( ∞⊕
k=0

H0
(
X,OX (�kD�)

))

(см., например, [18, Sect. 1.15]). В случае, когда D — гиперплоское сечение многообразия
X ⊆ Pn, конус Ŷ является обычным аффинным конусом над X. Соответствующий проколо-
тый конус Y над X получается из конуса Ŷ удалением его вершины; такой конус Y является
гладким квазиаффинным многообразием.
Из приведенных выше результатов, а также из [17, Corollary 3.8, Proposition 6.1] и теоре-

мы 1.1 мы непосредственно получаем
Следствие 1.4. Пусть X ⊆ Pn+1, n ≥ 2, — гладкая кубическая гиперповерхность, а Y —

проколотый обобщенный аффинный конус над X, определяемый обильной поляризацией X.
Тогда справедливо следующее.

• Y является эллиптическим в смысле Громова.
• Существуют сюръективные морфизмы An+1 → X и An+2 → Y, ограничения которых на
некоторые открытые подмножества U ⊆ An+1 и V ⊆ An+2 соответственно являются
гладкими и также сюръективными.

• Если K = C, то существует сюръективный морфизм An → X, который является
гладким и сюръективным на некотором открытом подмножестве U ⊆ An.

• Моноид эндоморфизмов End(Y ) действует m-транзитивно на Y для любого натураль-
ного числа m.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2025, т. 329



АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ЭЛЛИПТИЧНОСТЬ ПО ГРОМОВУ 93

2. КРИТЕРИИ ЭЛЛИПТИЧНОСТИ

Следующее предложение доказано в [13, 3.5.B] (см. также [10, Propositions 6.4.1, 6.4.2], [21,
Remark 3] и [17, Appendix B]).
Предложение 2.1 (лемма Громова о продолжении). Пусть X — гладкое полное мно-

гообразие, а (E, p, s) — спрей со значениями в X, заданный на открытом подмножестве
U ⊆ X, т.е. p : E → U — векторное расслоение на U с нулевым сечением Z и s : E → X —
морфизм, для которого s|Z = p|Z . Тогда для любой точки x ∈ U существуют ее окрестность
V ⊆ U и спрей (E′, p′, s′) на X такие, что (E′, p′, s′)|V = (E, p, s)|V .
Напомним, что многообразие X называется локально эллиптическим, если для любой

точки x ∈ X существует локальный спрей (Ex, px, sx) со значениями в X, определенный в
окрестности U точки x и доминирующий в этой точке. Многообразие X называется субэллип-
тическим, если существует семейство спреев {(Ei, pi, si)}i∈I на X, доминирующее в каждой
точке x ∈ X, т.е.

TxX = span
(
dsi(T0i,xEi,x)

∣∣ i ∈ I
)

∀x ∈ X.

Следующее утверждение об эквивалентности локальной и глобальной эллиптичности доказано
в [13, 3.5.B′] (см. также [16, Theorem 1.1, Corollary 2.4]).
Следствие 2.2 (лемма Громова о локализации). Эллиптичность гладкого алгебраиче-

ского многообразия X эквивалентна его локальной эллиптичности.
Набросок доказательства. Очевидно, что эллиптичность влечет за собой локальную

эллиптичность. Предположим, что X локально эллиптично. Выберем конечное покрытие мно-
гообразия X, оснащенное спреями со значениями в X, доминирующими на элементах этого
покрытия. Мы можем считать, что векторные расслоения этих спреев тривиальны на элемен-
тах покрытия и поэтому могут быть разложены в прямую сумму линейных расслоений. По
предложению 2.1 можно расширить полученные спреи ранга 1 до спреев, определенных на
всём X, а затем взять их композицию. Для спреев ранга 1 эта композиция является спреем,
доминирующим на X (см. [16, Proposition 2.1]). �
Замечание 2.3. Композиция спреев определена в [13, 1.3.B] для спреев любых рангов.

Как отмечено в [13, Sect. 1.3], вообще говоря, она не является спреем, если ранги участву-
ющих спреев больше 1. Заметим, однако, что это обстоятельство упущено в доказательстве
леммы 3.5.B в [13].
Точно так же доказывается следующий факт.
Предложение 2.4 [16, Theorem 1.1]. Эллиптичность гладкого многообразия эквива-

лентна его субэллиптичности.
Для заданного спрея (E, p, s) со значениями в X и точки x ∈ X конструктивное подмно-

жество Ox := s(Ex) ⊆ X называется s-орбитой точки x. Доказательство предложения 2.4
приводит к следующей лемме (см. [16]).
Лемма 2.5. Гладкое многообразие X размерности n является эллиптическим тогда и

только тогда, когда для любой точки x ∈ X существуют локальные спреи (Ei, pi, si) ран-
га 1, i = 1, . . . , n, со значениями в X, определенные на соответствующих окрестностях Ui

точки x, такие, что si-орбиты Oi,x точки x являются кривыми, локальные параметриза-
ции s : (Ei,x, 0)→ (Oi,x, x) которых этальны в x, а их касательные векторы в x порождают
касательное пространство TxX.
Набросок доказательства. Сужая Ui при необходимости, мы можем предполагать, что

спрей (Ei, pi, si) определен на всём X для i = 1, . . . , n (см. предложение 2.1). Поскольку каса-
тельные прямые ds(T0Ei,x) в x к si-орбитам Oi,x, i = 1, . . . , n, порождают TxX, композиция этих
продолженных спреев является спреем ранга n на X, доминирующим в x. Это доминирование
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распространяется на окрестность точки x в X. Отсюда следует, что многообразие X локально
эллиптично (а также субэллиптично). По лемме Громова о локализации (см. следствие 2.2)
или (альтернативно) в силу предложения 2.4 многообразие X является эллиптическим. �
В нашем доказательстве теоремы 1.1 в следующем разделе мы строим на любой гладкой

кубической гиперповерхности X размерности n ≥ 3 набор n независимых локальных спреев
(Ei, pi, si) ранга 1, доминирующих в данной точке в направлениях орбит.

3. ЭЛЛИПТИЧНОСТЬ КУБИЧЕСКИХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ

Мы используем следующие обозначения.

Обозначение 3.1. Для подмножества M ⊆ Pn обозначим через 〈M〉 наименьшее проек-
тивное подпространство, содержащее M . Для гладкой гиперповерхности X ⊆ Pn+1 и точки
x ∈ X положим Sx = TxX ∩X, где TxX — проективное касательное пространство к X в точ-
ке x. Пусть Cx — объединение прямых на X, проходящих через точку x ∈ X. Ясно, что Cx ⊆ Sx.
Напомним, что для n ≥ 3 каждая гладкая кубическая гиперповерхность X ⊆ Pn+1 заметается
проективными прямыми (это следует, например, из [8, Corollary 8.2]). Следовательно, Cx имеет
положительную размерность для любой точки x ∈ X.
Для кубического тела X ⊆ P4 равенство Cx = Sx имеет место тогда и только тогда, когда

x является точкой Экардта для X. Напомним, что точка x ∈ X называется точкой Экардта,
если существует бесконечное число прямых на X, проходящих через x. В последнем случае
Cx является конусом с вершиной x над плоской эллиптической кубической кривой. Отметим,
что общая кубика в P4 не содержит точек Экардта, на любой гладкой кубике в P4 имеется не
более 30 точек Экардта и максимальное их число 30 достигается только для кубики Ферма
в P4 (см. [8, p. 315; 27; 14, Ch. 5, Remark 1.7]).

Лемма 3.2. Для гладкой кубической гиперповерхности X ⊆ Pn+1, где n ≥ 3, касательное
пространство TxX в общей точке x ∈ X порождается касательными прямыми к некото-
рым n проективным прямым на X, проходящим через x.

Доказательство. Начнем со случая n = 3, т.е. пусть X — гладкое кубическое трехмерное
подмногообразие в P4. Через общую точку x ∈ X проходит ровно шесть прямых (см., напри-
мер, [1, Proposition (1.7)] или [14, Ch. 5, Exercise 1.4]). Точнее, имеется собственное замкнутое
подмножество Y ⊆ X, заметаемое всеми “прямыми второго типа” на X, и через каждую точку
x ∈ X \ Y проходят ровно шесть различных прямых на X (см. [23, Lemma (1.19)]). Эти шесть
прямых образуют конус Cx. Никакие четыре из них не являются компланарными. Следова-
тельно, касательное пространство TxX порождено касательными прямыми к некоторым трем
из этих проективных прямых, проходящих через x.
Покажем теперь, что подобное свойство сохраняется и в более высоких размерностях. Для

гладкой кубической гиперповерхности X ⊆ Pn+1, n ≥ 4, и точки x ∈ X рассмотрим проектив-
ное многообразие

PCx :=
{
PTxl

∣∣ x ∈ l ⊆ Cx
}
⊆ PTxX,

где l обозначает прямую на X. Очевидно, что TxX порождается касательными прямыми Txl
к проективным прямым l ⊆ Cx тогда и только тогда, когда PCx линейно невырождено в
PTxX � Pn−1. Существует открытое плотное подмножество U ⊆ X такое, что для любой
точки x ∈ U проективный конус Cx имеет коразмерность 2 в TxX. Размерность dim〈PCx〉
полунепрерывна снизу на U и достигает своего максимального значения, скажем m, на от-
крытом плотном подмножестве U0 ⊆ U . Пусть V ⊆ PTX|U0 — подмногообразие, заметаемое
подпространствами 〈PCx〉 для x ∈ U0.
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Предположим, что m < n − 1 (вопреки утверждению леммы), так что V — собственное
замкнутое подмножество в PTX|U0 . Выберем общее линейное сечение Y многообразия X под-
пространством P4 ⊆ Pn+1. Тогда Y — гладкое кубическое трехмерное многообразие. Кроме
того, для общей точки x ∈ Y ∩ U0 собственные подпространства PTxY � P2 и 〈PCx〉 � Pm

в PTxX � Pn−1 являются трансверсальными. С другой стороны, TxY порождается касатель-
ными прямыми к прямым на Y , проходящим через x. Таким образом, имеем PTxY ⊆ 〈PCx〉.
Это противоречие завершает доказательство. �
Обозначение 3.3. Для общей точки u ∈ X пусть S∗

u — множество таких точек x ∈ X,
что u ∈ TxX. Пусть x ∈ S∗

u — общая точка, а u∗ = TuX и x∗ = TxX — соответствующие
точки двойственной гиперповерхности X∗ ⊆ (Pn+1)∨. Ясно, что u ∈ TxX тогда и только тогда,
когда x∗ ∈ Tu∗X∗, т.е. x ∈ S∗

u тогда и только тогда, когда x∗ ∈ Su∗. Отсюда следует, что S∗
u —

гиперповерхность вX, проходящая через u. Легко видеть, что Cu ⊆ S∗
u, и поэтому Cu ⊆ Su ∩ S∗

u.
Лемма 3.4. Для любой точки u гладкой кубической гиперповерхности X ⊆ Pn+1, n ≥ 1,

имеем Su ∩ S∗
u = Cu.

Доказательство. Если точка x ∈ Su ∩ S∗
u отлична от u, то l := 〈x, u〉 ⊆ TxX ∩ TuX.

По теореме Безу бикасательная прямая l к X содержится в X. Отсюда следует, что x ∈ Cu.
Следовательно, имеем Su ∩ S∗

u ⊆ Cu. Поскольку также Cu ⊆ Su ∩ S∗
u, получаем равенство

Su ∩ S∗
u = Cu. �

Пусть по-прежнему X — гладкая кубическая гиперповерхность в Pn+1, где n ≥ 1, и пусть
u ∈ X. Следуя [5, Example 2.4] и [6], рассмотрим бирациональное отображение τu : X ��� X,
которое переводит общую точку x ∈ X в третью точку y = τu(x) пересечения прямой 〈x, u〉
с X. Таким образом, X высекает на прямой 〈x, u〉 приведенный дивизор x + u + y. В дей-
ствительности отображение τu корректно определено в точке x, за исключением тех случаев,
когда либо x = u, либо x 
= u и прямая 〈x, u〉 содержится в X. Следовательно, отображение
τu : X ��� X регулярно на X \ Cu.
Лемма 3.5. Пусть X ⊆ Pn+1, n ≥ 1, — гладкая кубическая гиперповерхность, а точки

x, u ∈ X таковы, что x ∈ X \ Cu. Тогда τu(x) = τu(x
′) для точки x′ ∈ X, если и только если

либо u ∈ TxX (т.е. x ∈ S∗
u) и x′ = x, либо x ∈ TuX (т.е. x ∈ Su) и x′ = u.

Доказательство. Заметим, что по нашему предположению x 
= u и 〈x, u〉 
⊆ X. Предпо-
ложим, что τu(x) = τu(x

′). Тогда имеем 〈x, u〉 = 〈x′, u〉. Таким образом, точки x, x′, u лежат
на одной прямой. Если x′ /∈ {x, u}, то τu(x) = x′ и τu(x

′) = x. Применяя τu еще раз, получаем
x′ = τu(x) = τu(x

′) = x — противоречие. Таким образом, x′ ∈ {x, u}, и поэтому дивизор,
высекаемый кубикой X на прямой 〈x, u〉, равен либо 2x + u, либо 2u + x. В первом случае
имеем x′ = x, а во втором x′ = u. Отсюда следует утверждение леммы. �
Из этой леммы немедленно вытекает
Следствие 3.6. А. Морфизм τu : X \ Cu → X стягивает гиперплоское сечение Su \ Cu в

точку u и поточечно фиксирует многообразие S∗
u \ Su = S∗

u \ Cu (см. лемму 3.4).
Б. Точки неопределенности τu содержатся в Cu.
В. Аффинное многообразие X \ Su ⊆ X \ Cu инвариантно относительно τu, и τu|X\Su

является бирегулярной инволюцией с зеркалом S∗
u \ Cu, которая свободно действует на

X \ (Su ∪ S∗
u).

В доказательстве теоремы 1.1 мы используем следующую конструкцию спрея ранга 1 на
гладкой кубической гиперповерхности.
Предложение 3.7. Пусть X ⊆ Pn+1, n ≥ 3, — гладкая кубическая гиперповерхность,

y ∈ X — произвольная точка и x ∈ X — общая точка. Пусть u ∈ X ∩ 〈x, y〉 — точка,
отличная от x и y. Выберем прямую l ⊆ Cx на X, проходящую через x, и пусть C∗ =
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= τu(l \ Su) � A1. Тогда существует такой спрей (E, p, s) ранга 1 на X, что s-орбита Oy

точки y совпадает с C∗ и ds(T0Ey) является касательной прямой к Oy = C∗ в y.
Доказательство. Так как X высекает на прямой 〈x, y〉 приведенный дивизор x+ u+ y,

имеем
x, y ∈ Uu := X \ (Su ∪ S∗

u) и u, y ∈ Ux := X \ (Sx ∪ S∗
x)

(см. лемму 3.5). В частности, x /∈ TuX. Следовательно, прямая l ⊆ X, проходящая через x,
пересекает TuX в единственной точке z ∈ Su = TuX ∩X.
Фиксируем изоморфизм f : P1 �−→ l, который переводит 0 в x, а ∞ в z. Тогда f отображает

аффинную прямую A1 = P1 \ {∞} в l \ {z} ⊆ X \ Su. Так как τu|X\Su
∈ Aut(X \ Su) (см.

утверждение В следствия 3.6), отображение ϕu := τu ◦ f |A1 : A1 → C∗ является изоморфизмом.
По утверждению В следствия 3.6 ограничение τx|Ux является бирегулярной инволюцией,

действующей свободно на Ux и меняющей местами u и y. Так как проективная прямая 〈x, u〉
не касается X, найдется такая открытая окрестность Vu ⊆ Ux точки u в X, что и прямая
〈x, u′〉 не касается X ни для какого u′ ∈ Vu. Пусть y′ = τu′(x) ∈ 〈x, u′〉 ∩X. Имеем τx(u

′) = y′.
Положим Vy = τx(Vu) ⊆ Ux. Ограничение τx|Vu : Vu

�−→ Vy является бирегулярным, поэтому
Vy — окрестность точки y = τu(x) в X.
Сужая Vu при необходимости, мы можем предполагать, что ни для какой точки u′ ∈ Vu

касательная гиперплоскость Tu′X не проходит через x, так что z(u′) := l ∩ Tu′X 
= x.
Рассмотрим тривиальное P1-расслоение π : Vu × l → Vu над Vu и его постоянное сечение

Z0 = Vu × {x}. Подмножество {z(u′) | u′ ∈ Vu} ⊆ Vu × l определяет второе сечение, скажем Z ′,
не пересекающее Z0. Ограничение π : (Vu × l) \ Z ′ → Vu является гладким A1-расслоением
с неприводимыми слоями.
Существует автоморфизм P1-расслоения π : Vu × l → Vu, тождественный на базе Vu, кото-

рый поточечно фиксирует Z0 и переводит Z ′ в постоянное сечение, скажем Z∞, не пересекаю-
щее Z0. Это задает тривиализацию

F : Vu × A1 �|Vu−−−→ (Vu × l) \ Z ′,

которая служит продолжением f и переводит нулевое сечение тривиального расслоения
Vu × A1 → Vu в Z0.
Рассмотрим морфизм

ϕ : Vu × A1 → X, (u′, t) �→ ϕu′(t) := τu′(F (t)).

Пусть

s = ϕ ◦ (τx × idA1) : Vy × A1 → X, (y′, t) �→ ϕu′(t), где u′ = τx(y
′) ∈ Vu.

Рассмотрим также тривиальное линейное расслоение p : E = Vy × A1 → Vy, где p — проекция
на первый сомножитель, с нулевым сечением Z = Vy × {0}. Имеем s(y′, 0) = y′, т.е. s|Z = p|Z .
Таким образом, тройка (E, p, s) является спреем ранга 1 на Vy со значениями в X. При этом
s-орбита Oy точки y совпадает с ϕu(A

1) = C∗ и отображение ds|T0Ey : T0Ey → TyOy сюръек-
тивно. В силу предложения 2.1 спрей (E, p, s) можно продолжить до спрея на X. �
Замечание 3.8. Мы утверждаем, что общие s-орбиты Oy′ в X являются гладкими аф-

финными кониками, а их замыкания образуют расслоение на проективные коники X̂ → P2,
которое получается в результате раздутия X̂ → X с центром l. Действительно, пусть y′ ∈ Vy —
общая точка. Так как 〈x, y′〉 — общая проективная прямая в P4, проходящая через y′, то X
пересекает плоскость L′ := 〈l, y′〉 вдоль прямой l, проходящей через x, и остаточной гладкой ко-
ники Cy′ , проходящей через u′ и y′. Итак, плоскость L′ является τu′-инвариантной и τu′ меняет
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местами l и Cy′ , фиксируя их точки пересечения, которые принадлежат l ∩ S∗
u′ (см. утвержде-

ние В следствия 3.6). Более того, Cy′ является замыканием s-орбиты Oy′ = τu′(l \ {z(u′)}).
Теперь мы готовы доказать нашу основную теорему.
Доказательство теоремы 1.1. Поскольку каждая полная гладкая рациональная по-

верхность является эллиптической (см. [17, Theorem 1.1]), мы можем предполагать, что n ≥ 3.
В силу следствия 2.2 достаточно показать, что гладкая кубическая гиперповерхность X ⊆ Pn+1

является локально эллиптической. Зафиксировав произвольную точку y ∈ X, выберем общую
точку x ∈ X и n проективных прямых l1, . . . , ln на X, проходящих через x, так, чтобы их каса-
тельные прямые Txli порождали TxX (см. лемму 3.2). Применяя предложение 3.7 к каждой из
прямых li, получаем спреи (Ei, pi, si) ранга 1 на X, i = 1, . . . , n, доминирующие в точке y вдоль
соответствующих орбит Oi,y. Мы утверждаем, что набор спреев {(Ei, pi, si)}i=1,...,n является
доминирующим в y. Последнее означает, что X является субэллиптическим и, следовательно,
эллиптическим (см. следствие 2.2; ср. также лемму 2.5). Указанное доминирование эквивалент-
но тому факту, что касательные прямые TyOi,y порождают касательное пространство TyX.
Следуя обозначениям из доказательства предложения 3.7, имеем

TyOi,y = dϕi,u(Txli), где ϕi = τu ◦ fi и fi : (A1, 0) �−→ (li \ {zi}, x).

Следовательно,

span(TyO1,y, . . . , TyOn,y) = dτu(span(Txl1, . . . , Txln)) = dτu(TxX) = TyX,

что доказывает наше утверждение. Доминирование в y распространяется на окрестность точ-
ки y в X, что дает локальную эллиптичность (и субэллиптичность) многообразия X, а следо-
вательно, и его эллиптичность. �

4. АЛЬТЕРНАТИВНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

Мы предлагаем здесь альтернативное доказательство теоремы 1.1. Геометрические аргу-
менты, которые использованы в предыдущем разд. 3, заменены в этом доказательстве аргу-
ментами, опирающимися на теорему Форстнерича–Кусакабе.
Лемма 4.1. Пусть X — алгебраическое многообразие, и пусть S ⊆ X × Pn — подмного-

образие коразмерности не менее 2. Тогда для общей точки (x, a) ∈ X × Pn и общей проектив-
ной прямой L ⊆ Pn, проходящей через a, существует окрестность Ux точки x в X такая,
что (Ux × L) ∩ S = ∅.

Доказательство. Достаточно показать, что ({x} × L) ∩ S = ∅ для общего выбора точки
(x, a) ∈ X × Pn и прямой L в грассманиане Ga(1, n) прямых в Pn, проходящих через a. Для
общей пары (x, a) ∈ X × Pn имеем (x, a) /∈ S. Пусть Lv — прямая в Pn, проходящая через a в
направлении общего вектора v ∈ PTaP

n � Pn−1. Фиксируя a, предположим от противного, что
({x} × Lv) ∩ S 
= ∅ для общих x ∈ X и v ∈ Pn−1. Тогда dimS ≥ dimX + n− 1 = dim(X × Pn)−
− 1. Это противоречит предположению, что codimX×Pn S ≥ 2. �
Следствие 4.2. Пусть X — нормальное алгебраическое многообразие, ψ : X × An ��� X

— доминантное рациональное отображение и S — множество точек неопределенности
отображения ψ. Тогда для общей точки (u, a) ∈ X × An и общей аффинной прямой l ⊆ An,
проходящей через a, существует окрестность Uu точки u в X такая, что (Uu × l) ∩ S = ∅.
Таким образом, ψ|Uu×l : Uu × l → X является морфизмом.
Доказательство. Достаточно продолжить отображение ψ до рационального отображе-

ния ψ : X × Pn ��� X, заменить S множеством точек неопределенности отображения ψ и
применить лемму 4.1 в этой новой ситуации. �
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Следующее утверждение является аналогом предложения 3.7.

Предложение 4.3. Пусть X — гладкая кубическая гиперповерхность в Pn+1, и пусть
y — точка в X. Тогда существуют окрестность Uy точки y в X и спрей (E, p, s) ранга 1
на Uy со значениями в X такие, что E = Uy × A1, p : Uy × A1 → Uy — проекция на первый
сомножитель и s : Uy × A1 → X — морфизм, удовлетворяющий следующим условиям:

• s|Z = p|Z , где Z = Uy × {0} — нулевое сечение расслоения p : E → Uy;

• орбитный морфизм s|Ey : Ey → s(Ey) является гладким в начале координат 0y ∈ Ey;

• ds|T0yEy переводит касательный вектор к Ey в точке 0y в общий вектор в TyX.

Доказательство. По теореме Кусакабе (см. [20]) существует сюръективный морфизм
f : An+1 → X. Пусть g = (idX , f) : X × An+1 → X ×X. Определим рациональное отображение
τ : X ×X ��� X, полагая τ(u, x) = τu(x). Тогда композиция

ψ : X × An+1 g−→ X ×X
τ��� X, (u, a) �→ τu(f(a))

является доминирующим рациональным отображением. Пусть I(τ)⊆X×X и S := I(ψ)⊆X×
× An+1 — множества точек неопределенности отображений τ и ψ соответственно. Мы имеем
соотношения S ⊆ g−1(I(τ)) и codimX×An+1 S ≥ 2.
Пусть теперь Ly — общая прямая в Pn+1, проходящая через y. Она пересекает X в общих

точках x и u, отличных от y.
Напомним, что множество точек неопределенности I(τu) ⊆ X содержится в объединении Cu

прямых наX, проходящих через u (см. абзац, предшествующий лемме 3.5). Поскольку Ly 
⊆ X,
имеем x /∈ I(τu), и поэтому (u, x) /∈ I(τ). Так как S ⊆ g−1(I(τ)), для a ∈ f−1(x) мы имеем
(u, a) /∈ S и ψ(u, a) = y.
Зафиксируем общую аффинную прямую l ⊆ An+1, проходящую через a. Пусть Uu — такая

окрестность точки u в X, что отображение ψ является регулярным на Uu × l � Uu × A1

(см. следствие 4.2). Тогда Uy := τ(Uu × {x}) — окрестность точки y в X и τx : Uu
�−→ Uy —

изоморфизм. Композиция ψ и (τx, id) задает морфизм s : Uy × A1 → X. Это определяет жела-
емый спрей (E, p, s) ранга 1 на Uy со значениями в X. Действительно, s(x, a) = y для любой
точки a ∈ f−1(x). Более того, s|Ey = s|(x,l) = τu(f(l)) является s-орбитой точки y. Поскольку
x ∈ X — общая точка, она не является критическим значением морфизма f . Следователь-
но, для a ∈ f−1(x) морфизм g = (idX , f) : X × An+1 → X × X является доминирующим в
точке (u, a).
Поскольку l ⊆ An+1 — общая прямая, проходящая через a, дифференциал ds переводит

T0yEy в общую векторную прямую в TyX. �
В силу леммы Громова о локализации (следствие 2.2) для доказательства теоремы 1.1

остается применить

Следствие 4.4. Многообразие X является локально эллиптическим.

Доказательство. Выберем независимые общие векторы v1, . . . , vn в TyX и соответству-
ющие локальные спреи (Ei, pi, si) ранга 1 со значениями в X, определенные в окрестности U
точки y в X (см. предложение 4.3). Воспользовавшись предложением 2.1, продолжим эти
спреи до спреев на X. Полученный набор спреев является доминирующим на U , что гаранти-
рует субэллиптичность многообразия X на U . Теперь наше утверждение следует из предло-
жения 2.4. �
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