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ПОТЕНЦИАЛОМ 

Рассмотрим следующую несамосопряженную краевую задачу: 

Аи — q(x)u + Xu = 0y JteEG=(0, 2 л ) \ 
ди . ди 

= и\ 1л;, = 2 л > dxj Xj = 0 dxj 
( i ) 

х, = 2 я 

j=l,...,N, где q(x) = £ qne~Km'x\ ' £ \qm\ = q< о о . Здесь ? m —комп-
m > 0 o m > 0 4 1 1 

лексные числа, m — целочисленный вектор, т = (mi, . . . , т # ) , I т | = 

= ( £ mf) 1 / 2 , ( т , л : ) = £ myjc/. Запись т > 0 означает, что т у > 0 , 
/ = 1 , и £ т у > 0 . 

/ = 1 

Задача (1) при УУ = 2 впервые была рассмотрена В. Б. Лидским [1]. 
Им было установлено, что спектр задачи (1) тот же, что и при q(x) = 0 
(доказательство этого факта без изменений остается в силе при любом 
N), т. е. он состоит из целых чисел, представимых в виде суммы N квадра­
тов целых чисел. В. Б. Лидский также показал, что коэффициенты 
qm могут быть подобраны таким образом, что резольвента оператора 
(1) имеет полюсы неограниченно возрастающих порядков, и, стало быть, 
в системе корневых функций задачи (1) присутствуют присоединенные 
функции сколь угодно высокого порядка. Задача (1) также исследова­
лась в работе [2]. 

Л е м м а 1. Резольвента Rkf оператора (1) представляется в виде 

R4(x)= I ( - 1 К I qmi ... I qmpX 
p = 0 m i > 0 m „ > 0 

f Лп, x) (2) 
/ п + mi + ... + m p

 c 

(\n\2-k) (\n + mi\2-X) • • • (\n + mi + ... + mp\2-X) ' 
n€=Z M ' M ft/U'lT"MI — / v / - - - v | " - Г " И ~ T . . .~Г"*р. 

где fk= — J — - J e~i(k* y)f(y)dy. Ряд в правой части (2) сходится в норме 
(ZJI) Q 

L2(G) при любом X, лежащем вне спектра оператора (1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Rl — резольвента оператора (1) при 

q(x)=0. Легко видеть, что для ядра резольвенты Rl(xt у) справедливо 
представление 

n 1 ei(n' х~у) 
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Решая уравнения Rx = Rx — RlqRx методом последовательных приближе­
ний, получим, что 

R^ZRli-qRlV (4) 

для тех X, при которых сходится ряд в правой части (4). Пусть 
f(x) — произвольная функция из класса L2 ( G ) . Из равенства (3) и вида 
функции q(x) следует, что 

ZRl(-qRl)Of(x)= I (-I)' I I qmx... 

р = 0 р = 0 n<=Z m i > О 

f Жп> х) 

у /n + mi + ... + m,c 

" ' т к ь (\n\2-K)(\n + ml\2-X)--.(\n + ml + ... + mp\2-k) ~ 
(5) 

= I I Чт, '•• I Чт, I fn + m, + ... + m„X 
р = 0 т , > 0 т р > 0 « E Z 

Х«* я' x V ( ( U I 2 - X ) ( l / i + m , | 2 - X ) . . . ( | A i + m, + ... + m p | 2 ^ X ) ) . 
Пусть А, — произвольное комплексное число, не принадлежащее спект­

ру оператора (1), р 0 — расстояние от точки X до спектра. Обозначим 
FP(X) = (\n\2-X)(\n + m{\2-X)...(\n + ml + ... + mp\2-X). 

Пусть min| |n + mi + ... + m/ | 2 — А,| = р > р о > 0 и достигается при 
/ = / 0 . Обозначим п + т1 + ...-\-/ц0 =М. Пусть а — произвольный вектор, 
удовлетворяющий неравенству |<х|> (4|Х| + 6р + 2<7 + 2 ) 1 / 2 . Тогда | а | 2 > 
> 4 | М | 2 + 2 ( ^ + р + 1 ) . Из последнего неравенства и очевидного не­
равенства | а | 2 + 4 |Л11 2 >4 | (Л1, а) | вытекает, что | а | 2 > 2| (Af, а) | + 
+ 9 + Р + 1 - Отсюда следует, что \М + а | 2 > | M | 2 + ^ + p + 1 , откуда 
вытекает справедливость неравенства 

| |Л4Ч-«12— (6) 
Обозначим L= (4\Х\ + 6 р + 2 ^ + 2 ) 1 / 2 . Из (6) и положительности всех 

векторов т , следует, что 

\Fp(X)\^$L^(q+\y-*L^cx(q+\y+\ (7) 

где постоянная с\ зависит лишь от X и q. Из (4), (5), (7) и равенства 
Парсеваля имеем 

W ( * ) | | M G ) < I || I ЯтГ- £ ЯтрХ 

р = 0 т , > 0 ш р > О 

х I / n + m , + . . + m / ' ( n , x ) / ^ W I U ) < . 

p = 0 m i > 0 mp> 0 n e Z ^ V ' 

< ^ l l / W I L ( o I ^ 7 U + i ) p < ^ 3 l l / ( x ) | | L 2 ( 0 ) . (8) 
p = 0 

Лемма 1 доказана. 
Обозначим через Xk(k= 1, 2,...) собственные значения задачи (1), 

- взятые в порядке возрастания и занумерованные без учета кратности. 
Т е о р е м а 1. Порядок полюса резольвенты в точке Xk не превосхо­

дит 2[V^V] + 1. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим r= ]. Из известного нера­
венства 

N 
2 N I xf>( I (9) 

1 = 1 

вытекает, что все целочисленные решения уравнения 

l х?=кк ( 1 0 ) 
/ = 1 

N 
удовлетворяют неравенству | £ JC/| < г + 1 . Отсюда следует, что все ре-

i = l 

N 
шения уравнения (10) лежат на гиперплоскостях Afy: £ xi = j , / = 0 , 

/= i 
± 1 , . . . , ± г . Из положительности векторов mi , . . . , тр вытекает, что 
точки tt + mi + ... + m a и л + mi + ... + mp при аф$ не могут принадле­
жать одной и той же гиперплоскости Mj. Это означает, что в произведении 
FP(Xk) = ( | л | 2 - Л * ) (\n + mx\2-U) • (\n + mi + ... + mp\2-h) обраща­
ется в нуль не более 2 г + 1 сомножителей. Из сходимости ряда (2) 
следует утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы 1 вытекает, что порядок присоединен­
ных функций задачи (1), отвечающих собственному значению А*, не 
превосходит 2 [-\fk^N ] + 1 . 

Пусть ук — граница прямоугольника с центром в точке А* со сторонами, 
параллельными осям координат, длина основания которого равна 1, а 
высота — 2. Обозначим 

Л е м м а 2. Пусть дополнительно известно, что q < 1 / 2 . Тогда 
Ш(х) I L ! ( C ) < c < ( ^ + l ) 1 / 4 | | / ( * ) | | М 0 ) . 

Пусть Y* = Y *UV* . гДе ук— объединение сторон основания прямо­
угольника ук, а у'к—объединение боковых сторон. Легко видеть, что для 
любых р и k 

I \ ^ < 2 . (11) 

dX Оценим интеграл t . Обозначим гк = 4Ы(Хк+1)Щ + 2 . Если 

р^гк, то из [3] и формулы Стерлинга (см., например, [4]) следует, что 

dX 
,i Fp{k) ^ 1 П /4-1-/2ч(р+1)/2 о ( l / 4 . + f 2 ) ( p + 1 ) / 2

 0

J (1 /4 + / 2 ) ( р + ^ 2 ~ 

= ^2p+ir(p/2)/r((p+l)/2)^Cb-2p/^[p~+l. (12) 

Так как в силу рассуждений, проведенных в ходе доказательства теоремы 
1, в каждой из точек Хк — 1, Хк, Хк+1 обращается в нуль не более гк/2 
сомножителей, входящих в произведение FP(X), то при р> гк 

dX <4-2"' . (13) 

4. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я № 12 2073 



Из неравенств (11) —(13) и очевидного равенства 

d\ г dX , г dX г ил г ил г а л 

вытекает, что 

при р < г * и 

dX 

< С 7 - 2 " 

(14) 

(14') 

при р> гк. Из (14), (14') и равенства Парсеваля следует, что 

\\\*№)Щ\ию=\\ I ( - 1 ) " I <7mi... I q m t X 

Ук p = Q m , > 0 m „ > 0 

p = 0 m , > 0 m p > О I у* ГРУК> 

Cb\\f{x)\\L,{G)( I - г = Г + I 2 - - " ) < c 9 ( X t + l ) ' / 4 | | f ( j c ) | | M G ) . 
V p = 0 V P + 1 p = r * + l ' 

Л е м м а 3. Яусгь в произвольной области G пространства за­
даны функции<p,(jt), \ fo (x ) , /=1 , . . . , л, га/ше, ото (<р,-, ify) =Ьц, где (ф(,г|?/) = 
= \ q>i(*)4>/(*)d*. Обозначим ф = {ф|, . . . , фл}, Ф = {^ь .. . , Пусть А = 

G 
= || ац||/, /=i п — невырожденная матрица, и=Лф, v = Bty, где матрица 
В= (А~1)т= \\bij\\it j=\ п- Тогда имеют место равенства 

( U l t V j ) = 6 l h (15) 

£<Рк(х)ук(у)= £ Uk(x)vk(y). (16) 

Равенство (15) проверяется непосредственно. Справедливость (16) вы­
текает из следующей цепочки равенств: 

п п п п 

£ Uk(x)vk(y)= £ ( £ я*/ф/(*)Х £ М > / Ы ) = \ 
6 = 1 * = 1 / = 1 / = 1 

/г п 
= 1 ( 1 а « ) ф ' ( * ) ( X ьф,(у) = 

i , / = 1 j f e = l Дг = 1 

п п 
« , / = 1 Й = 1 

Лемма 3 доказана. 
Пусть S* — корневое подпространство, отвечающее собственному зна­

чению Л*, m* = dirti S* — алгебраическая кратность л * , pk — максимальное 
число линейно независимых собственных функций, отвечающих А*. Пусть 
u)k](x) (где / = 1 , . . . , pky / = 0, I, . . . , mj* ]— 1, m)k] — кратность собственной 
функции и^%(х)) —произвольная каноническая система собственных и 
присоединенных функций краевой задачи (1) (см. [5]) , отвечающая 
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собственному значению A,*, a v)k](x) — каноническая система собственных 
и присоединенных функций сопряженной краевой задачи, нормированная 
таким образом, что 

(и\к\, х%\) = \ u)k](x)vW(x)dx = 6kq6iibl^_x_r. (17) 
G 

Известно [5] , что главная часть-ядра резольвенты Rx оператора (1) 
в окрестности собственного значения А* представляется в виде 

иЩх)у]%(у) , и)к\(х)уМ(у)+иМ(х)уМ(у) 
[к] I [к] , 1 

(x-xkp 
(10) 

Рк ( 

• • • + + • • • + « l % w ? 5 ^ 7 ( y J " ] / ( ^ - ^ ) } • 
Обозначим v * = max т)к\ Собирая в (18) члены с одинаковыми степе-

j=i,...,pk 

нями А, — А,*, получим, что выражение в фигурных скобках в (18) равно 

#vCf3 (х,у)/(Х- + . . . + М*] (* ,* , ) / (*•-**) . ( 1 9) где 

*i*W) = X I ^\(x)vlk]^_l_l(y). (20) 

В каждом из подпространств S* произвольным образом выберем 
ортогональный базис и\к](х), / = 1, .. . , m*. Обозначим и[к]=(и[к\ . . . , ц^1'). 
Обозначим также через W^(JC) вектор, составленный из функций ^ ( х ) 
( / = 1 , . . . , рк, / = 0 , 1 , . . . , т)к] — 1), а через у [* ](х) вектор, составленный 
из функций v)k}(x) (/ = 1 , . . . , рк, 1=0, 1, . . . , т)к] — 1). Так как функции 
*4*]/(х) канонической системы линейно независимы, то uJ-k]=AkUik](k = 
= 1, 2 , . . . ) , где Л* — невырожденные матрицы размера гпкХгпк- Пусть 
вектор v m = (АкХ)Тг^ (v[k]=(v[k\ ..., vffl). Тогда из леммы 3 и равен­
ства (17) вытекает, что {и\к\ v)q]) = 6 * Л . У) = I • 

Отсюда и из леммы 2 и выражений (18) — (20) для главной части ядра 
резольвенты в окрестности полюса Хк следует, что для любой функции 
f W e t 2 ( C ) 

II £ (/• ^* ] )^* 1 IU.«o)< c 'o (^+. l ) , / 4 l l f (Jf) | | t l ( C ) . 
*'= 1 

Отсюда и из ортогональности функций ыР ](х) вытекает, что 

I ( / . v\k]) \ №Чи{0) <си(Хк+ 1) 1 / 4 | | / ( х ) | | L l ( 0 ) . 
Подставляя в последнее неравенство f(x) =v\k](x), / = 1 , ... , m*, полу­
чим, что 

U ^ ] I I M G ) I I ^ ] I I M G ) < ^ I ( ^ + I ) 1 / 4 . (21) 

Таким образом, доказана следующая 
Т е о р е м а 2. Если система собственных и присоединенных функ­

ций задачи (1) {и\к](х)} состоит из объединения ортогональных базисов 
корневых подпространств Sk, отвечающих собственным значениям Хь 
то справедлива оценка (21), где {v\k](x)} — биортогонально сопряженная 
в L2(G) система. 

3 а м е ч а н и е 2. Оценка (21) остается в силе, если система функций 
состоит из объединения ортогональных базисов корневых под­

пространств SI, отвечающих собственным значениям А* задачи, сопря-
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женной к задаче (1), а {иР ](лс)}— соответствующая биортогонально со­
пряженная в L2(G) система. 

Для удобства дальнейших рассуждений при каждом £ = 1 , 2 , ... все 
функции и[к](х) (/ = 1, ... , pk, / = 0 , 1, . . . , т]к] — 1), отвечающие собст­
венному значению А*, разбитые, как указано выше, на pk цепочек, перену­
меруем так, что вначале следуют функции и\к^(х) первой цепочки, за­
тем функции u^i(x) второй цепочки и т. д., причем внутри каждой це­
почки нумерацию будем вести по возрастанию порядка присоединенных 
функций. Договоримся обозначать символом и[к^и^к] тот факт, что 
функции и[к] и и[к] принадлежат одной цепочке. Обозначим также 
v^(x) ту функцию из системы, биортогонально сопряженной к {w^](jt)}, 
которая стоит в паре с и$(х), т.е. (и[к\ v$) = l. 

Для любого а ^ О и любой функции f(x)^L2(G) составим средние 
Рисса порядка а проектора на корневое подпространство 

Pt(x,f,n)= I </ > 0М) i -L * ( i _ b p i U * ) , «™ ,~«™. 

Пусть < ( * , / ) = I Pa

k(x,f,n). 

Т е о р е м а 3. При выполнении условия имеет место равен­
ство 

Нт ЦаУ4(лг, /) —/(х) |L 2 ( G ) = 0 . (22) 
Л-»-оо 

Пусть Гп — граница прямоугольника с вершинами в точках ( — 1, 1), 
( - 1 , - 1 ) , (А.п+1 —1/2 , —1) , - 1/2, 1). Обозначим 

Исходя из выражения (18) для главной части ядра резольвенты Rx в 
окрестности полюса и вычисляя интеграл, стоящий в правой части (23), 
по вычетам, получим 

М * , / ) = а У 4 ( х , / ) . (24) 

Функция FP(X) имеет не более р + 1 различных корней, которые зану­
меруем в возрастающем порядке ... , А^]. Пусть ^ — н а и б о л ь ш е е 
из чисел Хр ] ( /= 1, .. . , г р ) , оказавшееся внутри контура Гп. Очевидно, 
что г р < Г р < р + 1 . Легко видеть, что числа Х р ] ( / = 1 , . . . , гр) можно раз­
бить на / ( / < г р ) непересекающихся групп так, чтобы каждое число, 
входящее в /-тую группу, было меньше каждого числа, входящего в 
у_|_ 1 группу, и если а^] и ЬУ* — соответственно наименьшее и наибольшее 
из чисел £ [ 4 входящих в /-тую группу, то любое целое число из отрезка 
[а)р\ Ь^]] является корнем функции />(А,), а число а^ ]—1 корнем этой 
функции не является. Отсюда следует, что й/ р ] + 2 < а ^ 1 (/== 1, . . . , / — 1 ) . 

Пусть © ? ( / = 1, . . . , / — 1) — граница прямоугольника с вершинами в 
точках ( а И - 1 , - 1 ) , ( а ^ - 1 , 1), (b)p]+l,-1), ( 6 ^ + 1 , 1), а со?— 
граница прямоугольника с вершинами в точках ( а ^ ] — 1 , —1) , (а [ р ] —1, 1), 
(&^ ] +1, - 1 ) , ( * ? ] + 1 , 1 ) , если Fp(b\p]+l)¥-0, и прямоугольника с вер­
шинами в точках ( f l W - i , - 1 ) , ( f l W - i , 1), ( 6 ^ + 1 / 2 , - 1 ) , (b?] + 
+ 1/2,1) в противном случае. Пусть Ц р ] — количество чисел Xi(i = 
= 1,... , г р ) в /-той группе. Тогда длина отрезка [а^] — 1, Ь)р] + 1] равна 
а)р]+1, а периметр Lp%\ прямоугольника со? равен 2at p ] + 6 при / = 1 , . . . 
... , /—1 и не превосходит 2ар ] + 6 при / = /. 
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Из теоремы Коши следует, что 

к \ , / 4 dk ' . /, к \ 1 / 4 dk 
г„ 4 '«л-1-1 / * P\'v/ j = i ш Р \ - - л - 1 - 1 / FP(X) 

Оценим первое слагаемое в правой части (25). Для любого Х,е у ыр 

(25) 

справедливы неравенства 
I/>(*,) | ( l - V ^ + i ) l 1 / 4 < 2 . (26) 

Отсюда следует, что 

/ - 1 к 

< У \ 1 - ^ 
An-f 1 

' / 4 _ d £ _ 

< 2 = 2 £ ( 2 а ^ + 6 ) < 1 6 ( р + 1 ) . (27) 
/=i /=| 

Оценим второе слагаемое в правой части (25). Если Fp(bY]+l) ФО, 
то при Хеш? также выполняются неравенства (26) и, следовательно, 

Рассмотрим случай Fp(b\p] + 1) = 0 . Тогда b\p]+\ является наименьшим 
из полюсов резольвенты Rx, лежащих вне контура Гп, т. е. b\p]+ 1 =K+i-
Пусть со?=со?и<о?, где со? — отрезок, соединяющий точки ( й [ р 3 + 1 / 2 , —1) 
и (b\p]+1/2, 1), а со?— оставшаяся часть контура со?. Легко видеть, 
что при А,^со? имеют место неравенства (26) и, следовательно, 

< 2 Z . „ , ; < 1 6 ( p + l ) . (29) 

к „ , _ , м | f /. X \ , / 4 rfX Так как при Яею? 1 - ^2к~^{\ то ( (1—гМ 

+ , 4 | / ? ' ( Х ) | ' 
Из рассуждений, проведенных в ходе доказательства леммы 2, сле­

дует, что 

J — . < . . , . » 7 : * + Т , (30) 

если р ^ г п , и 

если где r „ = 4 [ 1 / ( U W ] + 2 . Из (25), (27) —(30), (30') 
вытекает, что 

| /я .р1<см(р + У Я ^ 1 < 4 / - ^ + Г ) , (31) 
если и 

| / л , к с , 5 ( р + 2 х - ; { 4 ) , < 3 1 ' ) 
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если р> гп. Из (31), (31') и равенства Парсеваля следует, что 

\\h(x,f)\\L2{0)^-^-\\f(x)\\Ll(0) I I 
р = 0 mi> О 

••• £ l < 7 m J s u p | / n , p | < c 1 6 | | / ( x ) | | M G ) ( n - X n - - ( ! { 4 X 

Из последнего неравенства и (23) вытекает, что для любой функции 
f(x)^L2(G) и любого номера п 

l | a y 4 ( x J ) | | L 2 ( C ) < c i 7 | | / W | | L 2 ( C ) . (32) 

Зафиксируем произвольное е > 0. В силу полноты системы функций 

{и%}(х)} существует такая функция Q(x)= £ £ ck, ти%](х), что 
k= 1 m= 1 

l l f - Q I L a ( c ) < e . (33) 
Легко видеть, что 

К / 4 ( * . О —f(x) h.{a) < K ' V / - Q ) Нмо + 

+ I I Q - / I L , ( 0 , + Н«У 4 (*. Q ) - Q l l w o • (34) 
Из (32) и (33) вытекает, что сумма первого и второго слагаемых в 
правой части (34) не превосходит ( c i 7 + l ) e . Пусть далее п> М. Так 
как для любого k> М Pl

k

/4(x, Q, п) = 0, то 

<тУ4(*, Q)-Q(x)=l Р¥4(х, Q,n)-Q(х) = 

- : и л 4 ( , - £ г Г - , ] ' * « + 

Поскольку (1 — kk/K+i) 1 / 4 - П при п^оо, то первое слагаемое в правой 
части (35) стремится к нулю при я-^оо, а так как при / ^ 1 

то второе слагаемое в правой части (35) стремится к нулю при п-+оо. 
Отсюда и из (34) следует справедливость равенства (22). Теорема Ч 
доказана. 

3 а м е ч а н и е 3. Из работы В. Э. Кацнельсона [6] следует, что 
при # = 2 последовательность корневых подпространств S* задачи (1) 
(без ограничения ^ < 1/2) образует в L2(G) базис, эквивалентный орто­
гональному. X. X. Муртазиным в [7] было показано, что при условии 
\\T\\L2(G) < 1/2, где оператор Tu=q(x)uy корневые подпространства SK 

образуют в L2(G) базис, эквивалентный ортогональному. Если q(x) = 
= qme-i{m> *\ где \qm\ = 1/2, то \\T\\U(G) = 1/2, и, стало быть, данный слу­
чай не охватывается результатами [7]. 

Пусть {ип(х)} — произвольная полная в L2(G) и минимальная система 
функций, где G — произвольная область пространства RN(N^l). Хо­
рошо известно (см., например, [8 ,9 ] ) , что условие 

\\ип\\ыа)\Ш\ь2(0)<С, (36) 
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где { i * n ( * ) } — биортогонально сопряженная в /.2(G) система, является 
необходимым, но не достаточным условием того, чтобы система {и л(х)} 
образовывала базис в L2(G). 

Дополнительно предположим, что система [ип(х)} является системой 
корневых функций оператора 

Lu = u" + p{(x)u' + p2(x)u, (37) 

заданного на некотором интервале (а, Ь) вещественной оси. В. А. Ильиным 
[10] было доказано, что при выполнении некоторых естественных 
условий на спектр оператора (37) и требования, чтобы система {РЯ(*)} 
являлась системой корневых функций оператора L*v = v"— (p\(x)v)'-\-
+ p2(x)v, формально сопряженного к оператору (37), условие (36) 
является достаточным для того, чтобы система {ип(х)} образовывала 
безусловный базис в L2(at b). Е. И. Моисеевым [11, 12] были приведены 
примеры, показывающие, что невыполнение указанного выше требования 
к системе {vn(x)} при сохранении классической асимптотики спектра и 
условия (36) может привести к тому, что система {ип(х)} не будет даже 
обычным базисом в L2(a, b). Вместе с тем, как это следует из [13], система 
{ип(х)} будет обладать свойством базисности на любом компакте К интер­
вала (а, 6 ) . В настоящей работе коснемся аналогичного вопроса в много­
мерном (N^2) случае. 

Пусть (фл(х)} — произвольная полная, ортонормированная в L2(G) 
система функций, а р, — некоторая монотонно возрастающая последова­
тельность целых чисел, причем pi = 0, lim (pi+i — pi) = 00. Несколько 

t - > o o 

модифицируя конструкцию примера 5 из работы Н. К- Бари [8], построим 
систему функций {gn(x)} следующим образом: 

В„+, (х) = — ! — % + 1 (х) * _ ] _ ( 1 - -Jj^A %+к (х), ( 3 8 ) 

/ = 1 , 2 , ... ,p ,+ i - p ; - l , ftf+1 W = ) " Ч + . 1 = 1> 2 > " > Г Д е 

1 / 2 ^ р / ^ 1 , причем числа р, не зависят от области G. Из способа 
построения видно, что система {gn(x)} полна. 

Следуя [8], можно показать, что система [gn(x)} гильбертова и, кроме 
того, числа р/ могут быть подобраны таким образом, что биортогонально 
сопряженная система {tM*)} имеет следующий вид: 

%t+i (х) = I V H Ф Р < + 1 (*), / = 1 , 2 , . . . , 
/ - 1 Д 7 — ( 3 9 > 

/ = 2, 3, ... , p/+i — Рь 
и нормированна в L2(G). Легко видеть, что {*фл(х)} полна. Из гильберто-
вости {gn(x)} вытекает (см. [8]) бесселевость {tM*)}. Отсюда следует, 
ч т о \\gn\\L2(G) < ^ i 8 и, следовательно, системы {*фп} и {gn} равномерно мини­
мальны. Рассуждая аналогично [8], можно доказать, что {t|?„} не образует 
базис в L 2 (G) . 

Рассмотрим действующий в некоторой области G пространства RN 

оператор Лапласа с краевыми условиями, обеспечивающими существова­
ние полной ортонормированной системы собственных функций и неогра­
ниченный рост кратности собственных значений X*. Такими, в частности, 
будут периодические краевые условия ( # > 2 ) , условия Дирихле в N-
мерном ( # > 3 ) шаре и т. д. Преобразуя по формулам (38) и (39) орто-
нормированные базисы {ф*, t(x)}(k= 1, 2, . . . , / = 1 , . . . , dim Sk) корневых 
подпространств Sk, отвечающих собственным значениям А*, получим 
полную, нормированную, бесселеву систему {tykj(x)} собственных функ­
ций оператора Лапласа с теми же краевыми условиями, причем биорто-
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тонально сопряженная к ней в L 2 (G) система {#*,/(*)} также является 
полной системой собственных функций оператора Лапласа. Из наших 
рассуждений вытекает, что система {ф*,/(*)} н е образует базис в L 2 (G) . 

Далее рассмотрим следующую краевую задачу для оператора Лап­
ласа с периодическими краевыми условиями: 

Au + Xu = 0, J C G = G = ( — 2я, 2л)", 
(40) 

и L - _ 2 я = и U = 2 * • ди/дхЛХ1вш _2л = ди/дхА^ъ. 
Пусть {ы п (*)}— ортонормированная в L 2 (G) система собственных функ­
ций задачи (40). Очевидно, систему функций {ип(х)} можно предста­
вить в виде объединения двух систем: [уп(х)}(п = 1, 2,...) и {тт(х)}(т= 
= 1,2, . . . ) , где {ф л (*)} — система собственных функций краевой задачи 

Д<р + Адр=0, Х Е 6 0 = ( - Л , я)", 
(41) 

q > L — я = <PU=*, вф/вхЛх,—J. =d<f>/dXi\Xl=int 

а (т т (х)} — остальные функции системы {ип(х)}. Система {ф„(х)} явля­
ется объединением ортогональных в L2(Go) базисов <fk,i(x) ( Л = 1 , 2, ... , 
/ = 1, ... , dim S*) корневых подпространств Sk, отвечающих собствен­
ным значениям Xk задачи (41). 

Преобразуя по формулам (38) и (39) базисы {фл,/(*)}> получим две 
системы функций: {tyk,i(x)} и {#*,/(*)}• Из [8] следует, что система 
{ф*, /}и{т т } является полной, нормированной в L 2 (G) , бесселевой системой 
собственных функций задачи (40), а { g * , / } | J { T m } — биортогонально со­
пряженной к ней в L 2 (G) полной, гильбертовой системой собственных 
функций той же краевой задачи. 

Нам также потребуется следующее элементарное утверждение. 
Л е м м а 4. Если }(х) —произвольная суммируемая, 2п-периодиче-

ская по всем переменным функция, то 

\f(x)dx = 2N \ f(x)dx. 
G Go 

Легко видеть, что куб G может быть представлен как объединение 
кубов d ( / = ! , . . . ,2V) со сторонами, параллельными осям координат и 
равными 2л. Стандартной заменой переменных доказывается, что для 
любого i J f(x)dx= J f(x)dx. Отсюда вытекает утверждение леммы. 

Из леммы 4 следует, что | |ф« | | 1 я ( 0 . ) = l | t M L 2 ( G o ) =2rN'2. Обозначим 
ф п ( х ) = 2 ^ 2 ф л ( л : ) , я р ы ( * ) = 2 " / Ч м ( * ) , gkj(х) = 2N^gkJ(x). Тогда систе­
ма {ф п(*)} является ортонормированным базисом в L 2(Go), а система 
$k,i(x)} — полной, нормированной в L 2(Go), бесселевой системой функ­
ций, не образующей базис в L 2(Go) ({gu(x)}— биортогонально сопря­
женная в L 2(Go) система). Следовательно, существует функция F(x)^ 

e L 2 ( G 0 ) , для которой ряд £ (Ff gkj)Go^kj(x) расходится в L 2 ( G 0 ) . 
п=\ 

Очевидно, 
Р(х)=£сф(х), (42) 

/ = 1 

где Ci=(F9<pi)Go. В силу периодичности функций ф<(х) ряд в правой 
части (42) сходится в L 2 (G) , следовательно, функция F*(x) = 

0 0 

= £ Ciq>i(x) ( j ceG) принадлежит классу L 2 (G) . 
/ = 1 
Легко видеть, что для любого m = 1, 2 , . . . 

(F\ x m ) G = I с , ( ф / , т т ) с = 0 . (43) 

2080 



Из леммы 4 следует, что при x^Go 

/ = 1 

°° ~ °° ~ ~ ~ 
= 2" £ CI (U.£M)G.*«. / ( * ) = I ft(i»ft/)G.*i/W = №fe/ )c l **, /W. 

(44) 

Из равенств (43) и (44) вытекает, что при x e G o разложение функции 
F*(JC) в биортогональный ряд по системе {фмЛНтт} совпадает с разло­
жением функции F(x) в биортогональный ряд по системе {ф*,/} и, стало 
быть, система { ф м } и { т т } н е обладает Свойством базисности на компакте 
Go области G. 

Автор выражает глубокую благодарность В. А. Ильину и Е. И. Моисе­
еву за стимулирующие беседы. 
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