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÷ÌÁÄÉÍÉÒÕ é×ÁÎÏ×ÉÞÕ óÍÉÒÎÏ×Õ Ë ÅÇÏ 130-ÌÅÔÉÀõóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø ÷óïâïìå÷óëïí ðòïó�òáîó�÷å óïóãéììéòõàýéí ðïëáúá�åìåí

© ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷áéÚÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÆÆÅËÔÁ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ⊂ R
dÓ "-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p"(x) = p(x="), " ∈ (0; 1℄. äÏËÁÚÁÎÁÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ∇u", �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ïÒÌÉÞÁ{ìÅÂÅÇÁ Lp"( · )(
) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï " ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍ

‖∇u"‖Lp"( · )(
). áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ-ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ. üÔÉÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ divA(x=";∇u") = divF , ÇÄÅ "-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ�Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ A(x="; �) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �Ï �ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p"(x).ðÏÄÏÂÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÜÌÅË-ÔÒÏÒÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ É ÔÅÒÍÏÒÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÖÉÄËÏÓÔÅÊ ÉÌÉ × ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÒ-ÍÉÓÔÏÒÁ.
§1. ï ÍÅÔÏÄÁÈ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ó ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ1.1. ÷ ÒÑÄÅ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÅÈÁÎÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, × ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ë ÔÏÞËÅ. üÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÏÇÕÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, É ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÁÈ Ó ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ, Ä×Õ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ, ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ Ä×Õ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÅÌÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ íÉÎÉÓÔÅÒÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òæ (ÚÁ-ÄÁÎÉÅ � 1.3270.2017/ðþ). 114



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 115ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ. �ÁËÏ×Ù, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÙ ×É-ÄÁ f(x; �) = |�|p(x); (1.1)ÇÄÅ p(x) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ � É �, 1 < � 6� < ∞. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ �, ÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÁÒÉÁ-�ÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ � = (�1; : : : ; �d), �ÒÏÂÅÇÁÀÝÉÊ R
d, ÁÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÕÇÏÓÔÉ ÉÌÉ ÇÉÄÒÏÍÅÈÁÎÉËÉ | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑÍÁÔÒÉ�Á � = {�ij}. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ (1.1) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ{ìÁÇÒÁÎÖÁÓÏÄÅÒÖÁÔ p( · )-ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ. ÷ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ p = 2, ÉÍÅÅÍ ÏÂÙÞ-ÎÙÊ ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ � = div∇. ðÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÍ p > 1 ×ÏÚÎÉËÁÅÔp-ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ �p, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �pu = div(p|∇u|p−2∇u), É ÜÔÏ�ÒÁ×ÉÌÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ × ÓÉÌÅ × ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ p.÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÌÁ-ÇÒÁÎÖÉÁÎ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÁÌÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ " É ÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ \ÉÍÅÀÝÉÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ" �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ �ÒÉ"→ 0, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ.ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ (Ô.Å. Ó 70-ÙÈ ÇÏÄÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ) × ÔÅÏÒÉÉ ÕÓÒÅÄÎÅ-ÎÉÑ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ, �ÒÉÔÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓ�ÅÛÎÏ, ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. éÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÔÁËÉÅ ËÁË �-ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ,Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÍ�ÅÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÏÂÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÁÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ [1℄ É ÓÓÙÌËÉ × ÎÅÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏ-×ÏÌØÎÏ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ ÕÓÒÅÄÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ ×Ù�ÕËÌÙÅ �Ï � É "-�Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ �Ï x ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÙ f(x="; �), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊÏ�ÅÎËÅ ËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ
1|�|� − 
0 6 f(y; �) 6 
0 + 
2|�|�; 
1 > 0; � > 1;ÄÌÑ �.×. y ∈ R

d É ×ÓÅÈ � ∈ R
d. ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÌÁÓÓ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ Ï�ÅÎËÏÊ
1|�|� − 
0 6 f(y; �) 6 
0 + 
2|�|� ; 
1 > 0; 1 < � < � <∞;× ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÑÔ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÙ (1.1) Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅ-ÌÅÍ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ É ×ÎÅÛÎÅ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ, ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÙ ÔÉ-�Á (1.1) ×ÙÚÙ×ÁÌÉ ÓÅÒØÅÚÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. õËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÉÕÓÒÅÄÎÅÎÉÉ ÏÂÝÉÈ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎÏ× ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉÅ �ÒÉÅÍÙ, ÓËÏÌØËÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ [2, 3, 4℄.1.2. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÚÁ ÒÁÍËÉ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÏÓÔÁÎÏ×ÏË ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÓÉÌØÎÏÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ, ÍÅÎÑÀÝÅÊ ÏÔÔÏÞËÉ Ë ÔÏÞËÅ ÓÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ë ÎÉÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÒ-ÍÉÓÔÏÒÁ [5, 6℄, ÜÌÅËÔÒÏÒÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÔÅÒÍÏÒÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÅÊ



116 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷á[8, 7℄, ÄÌÑ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÉÓØ ÎÏ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÞÅÍ p( · )-ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÄÅÓØ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁ div A", ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÚ �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á × ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÇÄÅA" = A(x=";∇u) É ÓÉÍ×ÏÌ A(y; �) : R
d × R

d → R
d ÅÓÔØ ËÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉÅ×Á×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ, 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ �Ï y É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ �Ï � ÕÓÌÏ×ÉÀËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ó ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ�ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p(y), Á ÉÍÅÎÎÏ,A(y; �) · � > 
0|�|p(y) − 1; 
0 > 0;

|A(y; �)|p′(y) 6 
1|�|p(y) + 1; p′(y) = p(y)=(p(y)− 1): (1.2)õÓÒÅÄÎÅÎÉÅ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÔÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚÕÞÁÌÏÓØ × [9℄ É [10℄.÷ [9℄ ÄÌÑ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÌÅËÔÒÏÒÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ × [11℄ ÏÓÏÂÙÅ �ÒÉ£ÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÒÅÄÅÌÕ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ îÁ×ØÅ{óÔÏËÓÁ, Á ÔÁËÖÅ Á��ÁÒÁÔ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂ-ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. (òÁÎÅÅ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒÓÉÑÈ�ÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ × ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÉ ÛÉÒÏËÏ É ÕÓ�ÅÛÎÏ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ �ÏÞÔÉ ÔÒÉÄ-�ÁÔÉ ÌÅÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.) ÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÎÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ p× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÉ�Á (1.2) ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ïÄÎÏÉÚ ÎÉÈ ÄÉËÔÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÉÁ�ÁÚÏÎ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ p ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÚÏË:� 6 p(y) 6 �; � < �∗; (1.3)ÇÄÅ �∗ | ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ �Ï óÏÂÏÌÅ×Õ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ×ÏÚ-ÎÉËÁÌÏ É ÒÁÎÅÅ �ÒÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÉ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ(ÓÍ. [1, 2, 3℄)÷ [10℄ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á Ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÆÆÅËÔÁ ìÁ×ÒÅÎ-ÔØÅ×Á. ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁÔÉ�Á (1.2) Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p(y), �ÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍÄ×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ (1.3)1, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ � > 1 É � > � �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙ. ðÒÉ ÔÁËÉÈ ×ÅÓØÍÁ ÏÂÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ p(y) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÚÁÄÁÞÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÍÏÖÎÏ ××Å-ÓÔÉ ÓÁÍÏÅ ÕÚËÏÅ É ÓÁÍÏÅ ÛÉÒÏËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ ÞÅÒÅÚ HÉ W ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÇÌÁÄ-ËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × W: üÆÆÅËÔÏÍ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÓÏ×�Á-ÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: H 6= W: éÍ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÁ ÏÓÏÂÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ: ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ, �Ï



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 117ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×. üÔÏ H- É W -ÒÅÛÅÎÉÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÏ-×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ìÀÂÏ�ÙÔÎÏ ÚÁ-ÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ËÒÏÍÅÎÉÈ, ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÌÁÂÙÈ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ. þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÜÆÆÅËÔ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØlog-Ç£ÌØÄÅÒÏ×ÏÓÔØ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ p. òÁÚÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÏ-ÇÏ ÓÏÒÔÁ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÏÂÚÏÒÅ [12℄.÷ [10℄ × �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÜÆÆÅËÔÁ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑÄ×ÕÈ ÔÉ�Ï×: H- É W -ÒÅÛÅÎÉÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉ�Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁÊÄÅÎÁ Ó×ÏÑ�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ. åÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÌÅÍÍÙ Ï ËÏÍ�ÅÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏËÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ�ÒÉ ÔÁËÏÍ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ �, ÞÔÏ ×ÙÛÅ (Ô.Å. �<�∗).éÄÅÉ ÉÚ [9℄ É [10℄ �ÏÄÈ×ÁÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [13℄, ÇÄÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉÉ ÒÏÓÔÁ ÔÉ�Á (1.2), × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÍÅÓÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ |�|p(y) ÚÁÄÅÊ-ÓÔ×Ï×ÁÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ N -ÆÕÎË�ÉÑ M(y; �), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÉ�Á log-Ç£ÌØÄÅÒÏ×ÏÓÔÉ �Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ y. á×ÔÏÒÙ [13℄ ÄÅËÌÁÒÉÒÕÀÔ Ï ÎÏ×ÏÊ ÔÅÈÎÉËÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÔ ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÎÏÊ ÉÚ [10℄ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ�ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë Ó×ÏÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. üÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÄ×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ.1.3. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÛÁ �ÅÌØ | ÁÄÁ�ÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÈÎÉËÕ Ä×ÕÈÍÁÓ-ÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, × ÔÏÍÞÉÓÌÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÉÓÁÎÙ × �ÕÎËÔÅ 1.2. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÔÅÈÎÉ-ËÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎ × [10℄, ÄÏÌÖÅÎÂÙÔØ �ÅÒÅÎÅÓ£Î ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÑ (1.3) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÕÚÏÓÔÉ ÄÉÁ�ÁÚÏÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ p(y) × ÕÓÌÏ-×ÉÉ ËÏÜÒ�ÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ ÔÉ�Á (1.2).éÔÁË, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏÍ ÄÌÑ ÎÁÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁdivA(x=";∇u") = divF × 
;u" = 0 ÎÁ �
; (1.4)ÇÄÅ 
 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R
d, u" : 
 → R

n (n ∈ N) | ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, F : 
 → R
d×n É A : R

d × R
d×n → R

d×n ÄÁÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎ�ÉÑ A(y; �) ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉ�Á, ËÁË × (1.2). ïÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ p(y)ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁ-ÒÅ ÄÌÑ 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á ÎÁ



118 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷áÑÞÅÊËÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ (ÓÍ. (2.15)). �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓ-ÌÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ, ÞÔÏ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ (ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÍ. �ÕÎËÔ 2.4).äÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ, × ËÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " ÒÅÛÅÎÉÅ u" �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍÕ ÏÔ " �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á W = W 1;p"( · )0 (
),p"(x) = p(x="), ÉÌÉ ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ H = H1;p"( · )0 (
) (ÓÍ. ÉÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ × §2) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÕÎÁ �ÒÏÂÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ÉÌÉ H ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ. ÷ÚÑ× ÓÁÍÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÁË �ÒÏÂÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ÜÔÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Å, �ÏÌÕÞÉÍÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ËÏÒ�ÉÔÉ×ÎÏ-ÓÔÉ É ÒÏÓÔÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ �Ï " ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ∇u" É �ÏÔÏËÁ z"(x) = A(x=";∇u"):
∫
 |∇u"|p"(x) dx 6 C; ∫
 |z"|p′"(x) dx 6 C:ïÔÔÁÌËÉ×ÁÑÓØ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÈ �ÒÅÄÅÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ∇u" É z" Ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÆÆÅËÔÁ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á, Ô.Å. ÏÔÓÌÅÖÉ×ÁÑ ÔÉ� ÒÅÛÅ-ÎÉÑ u". îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Å ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÌÕÞÉÔØ × �ÒÅÄÅÌÅ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀÕÓÒÅÄÎÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉ�Á ÒÅÛÅÎÉÑ. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎ-ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÁÎÏ × [10℄. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ïÒÌÉÞÁ ÓÏÓ�ÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p"(x) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3 É 6.4). ðÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÂÏ-ÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÅ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÓÙÌÏËÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÈÏÔÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ p > 1 Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ É ÒÁÎÅÅ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÔÅÎÉÑ × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÓÏÂÒÁÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÚÁÄÁÞÅ ÔÉ�Á (1.4) ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈÔÅÏÒÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ,�ÒÉÞÅÍ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ �ÒÉ£ÍÏ× É ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÒÁÖÅÎÙ ÕÖÅ ×ÒÁÂÏÔÁÈ [9℄ É [10℄.úÁÍÙÓÅÌ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ×ÏÚÎÉË ÌÅÔÏÍ 2016 ÇÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁËÏÎÏÄÁÔÅÌØ ×ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ Ó ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÒÏÓÔÁ ÷ÁÓÉÌÉÊ ÷ÁÓÉÌØÅ-×ÉÞ öÉËÏ× ÂÙÌ �ÏÌÏÎ ÓÉÌ, Ô×ÏÒÞÅÓËÉÈ �ÌÁÎÏ× É ÚÁÄÕÍÏË. âÅÚ×ÒÅÍÅÎÎÁÑËÏÎÞÉÎÁ ÏÂÏÒ×ÁÌÁ ÎÁÛÅ ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÅÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï. îÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÉ×ÔÅËÓÔÁ ÉÚ §§2{6 ÂÙÌ × �ÅÌÏÍ ÇÏÔÏ× Ë ÄÅËÁÂÒÀ 2016 Ç., ÷ÁÓÉÌÉÊ ÷ÁÓÉÌØÅ×ÉÞÕÓ�ÅÌ �ÒÏÞÉÔÁÔØ É ÏÄÏÂÒÉÔØ ÅÇÏ. éÍÅÀÝÉÊ ××ÏÄÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ §1 ÎÁ�ÉÓÁÎ



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 119ÕÖÅ �ÏÓÌÅ ÕÈÏÄÁ ÷. ÷. öÉËÏ×Á ÉÚ ÖÉÚÎÉ. üÔÏÔ �ÁÒÁÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÍÉÎÉÏÂÚÏÒ �Ï ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÅ.
§2. ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ïÒÌÉÞÁåÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁ É óÏÂÏÌÅ×ÁÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. �ÁË ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ïÒÌÉÞÁ{ìÅÂÅÇÁ É ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á. îÁ�Ï-ÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [14, 15, 12℄).2.1. ðÕÓÔØ 
 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R

d Ó ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ É�ÕÓÔØ p : R
d → R | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ;1 < � 6 p(x) 6 � <∞: (2.1)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Lp( · )(
) ËÌÁÓÓ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u : 
 → R

n (n ∈ N),ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∫
 |u(x)|p(x) dx <∞:îÁÄÅÌÉ× ËÌÁÓÓ ÎÏÒÍÏÊ
‖u‖Lp( · )(
)= inf {� > 0 : ∫
 |�−1u|p(x)dx 61} (ÎÏÒÍÁ ìÀËÓÅÍÂÕÒÇÁ); (2.2)�ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ÷ÌÏÖÅÎÉÅL�(
)n ⊂ Lp( · )(
) ⊂ L�(
)n×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ

∫
 (|u(x)|� − 1) dx 6

∫
 |u(x)|p(x) dx 6

∫
 (1 + |u(x)|�) dx: (2.3)åÓÌÉ ËÏÎÅÞÅÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ∫
 |u(x)|p(x) dx; ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ × (2.2) ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, Ô.Å.
‖u‖Lp( · )(
) = �⇐⇒

∫
 ∣∣�−1u∣∣p(x) dx = 1:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ
‖u‖Lp( · )(
) 6 1 ⇐⇒

∫
 |u|p(x) dx 6 1;
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‖u‖�Lp( · )(
) − 1 6

∫
 |u|p(x) dx 6 ‖u‖�Lp( · )(
) + 1; (2.4)ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ Ä×Á �ÏÎÑÔÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ: × ÓÍÙÓÌÅÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ∫
 |u|p(x) dx É × ÓÍÙÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÍÕÎÏÒÍÙ ìÀËÓÅÍÂÕÒÇÁ.óÈÏÄÉÍÏÓÔØ × Lp( · )(
) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ Ä×ÏÑËÏ, �Ï ÎÏÒÍÅ É ×ÓÍÙÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ:
‖u" − u‖Lp( · )(
) → 0 ⇐⇒

∫
 |u" − u|p(x) dx→ 0: (2.5)üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
‖u‖�Lp( · )(
) 6

∫
 |u|p(x) dx 6 ‖u‖�Lp( · )(
); ÅÓÌÉ ‖u‖Lp( · )(
) 6 1: (2.6)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë Lp( · )(
) ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Lp′( · )(
),ÇÄÅ p′(x) = p(x)p(x)−1 | ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ �Ï ç£ÌØÄÅÒÕ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÏÔÏÞÅÞÎÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2.1), ÉÍÅÅÍ1 < �′ 6 p′(x) 6 �′ <∞; (2.7)ÇÄÅ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Ù { ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ �Ï ç£ÌØÄÅÒÕ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ Ë� É �.õÞÉÔÙ×ÁÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ (2.7), ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁLp′( · )(
) ÉÍÅÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ (2.6) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ,
‖u‖�′Lp′( · )(
) 6

∫
 |u|p′(x) dx 6 ‖u‖�′Lp′( · )(
); ÅÓÌÉ ‖u‖Lp′( · )(
) 6 1: (2.8)ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ∫
 v · u dx 6 2‖v‖Lp( · )(
)‖u‖Lp′( · )(
) (2.9)(ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÄÅÓØ ÚÁÇÒÕÂÌÅÎÁ É ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÔÏÞÎÁ).2.2. �Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×ÁW =W 1;p( · )0 (
) = {u ∈W 1;10 (
) : ∫
 |∇u(x)|p(x) dx <∞} (2.10)Ó ÎÏÒÍÏÊ
‖u‖W 1;p( · )0 (
) = ‖∇u‖Lp( · )(
): (2.11)



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 121úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ W 1;
0 (
) (
 > 1) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï óÏÂÏÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
 É ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÌÅÄ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �
.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C∞0 (
) ÎÅ �ÌÏÔÎÏ ×W 1;p( · )0 (
), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ.ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÝ£ ÏÄÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×ÁH = H1;p( · )0 (
) | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ C∞0 (
) × W: (2.12)÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ H 6= W É, ÅÓÌÉ 
odimW H>1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á V , �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÍÅÖÄÕ H É W; H ⊂ V ⊂W .÷ÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÏÇÄÁ H = W . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÅÓ×ÏÊÓÔ×Á �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ p; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ, Ô.Å.
|p(x)− p(x′)| 6

kln(1=|x − x′|) ; x; x′ ∈ 
; |x− x′| 6
12 ;ÔÏ H =W , ÓÍ. [16, 17, 12℄.2.3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ïÒÌÉÞÁ{ìÅÂÅÇÁ Lp( · )(�)�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÑÞÅÊËÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ � = [−12 ; 12 )d, ÎÏÒÍÕìÀËÓÅÍÂÕÒÇÁ ‖u‖Lp( · )(�) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × (2.2), ÚÁÍÅÎÉ× 
 ÎÁ �.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á ÎÁ ÑÞÅÊËÅ � (ÛÉÒÏËÏÅ É ÕÚËÏÅ) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÙÞÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á 1-�ÅÒÉ-ÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ W 1;1(�):W 1;p( · )(�)={u ∈W 1;1(�) : ∫

�

|∇u(y)|p(y) dy <∞; ∫

�

u(y) dy = 0};H1;p( · )(�) | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ C∞per (�) × W 1;p( · )(�); (2.13)�ÒÉ ÜÔÏÍ ××ÏÄÉÔÓÑ ÎÏÒÍÁ
‖u‖W 1;p( · )(�) = ‖∇u‖Lp( · )(�):÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ H1;p( · )(�) 6=W 1;p( · )(�).2.4. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á (ÓÍ. (2.10), (2.11))ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÅÇÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ïÒÌÉÞÁ{ìÅÂÅÇÁ Ó ÔÅÍ ÖÅ �ÏËÁ-ÚÁÔÅÌÅÍ p ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÏÄ ×Ï�ÒÏÓÏÍ. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ W 1;p( · )0 (
) ⊂ Lp( · )(
) ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï æÒÉÄÒÉÈÓÁ

‖u‖Lp( · )(
) 6 CF ‖∇u‖Lp( · )(
); u ∈W 1;p( · )0 (
): (2.14)



122 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷ááÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÅÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×W 1;p( · )(�) ⊂ Lp( · )(�), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ
‖u‖Lp( · )(�) 6 CP ‖∇u‖Lp( · )(�); u ∈W 1;p( · )(�): (2.15)÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2.14) ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [12℄ÉÌÉ [14℄), ÅÓÌÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ p ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ 
. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏ�Õ-ÓÔÉÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍËÏÌÅÂÁÎÉÅ p ÎÁ 
 | ×ÅÌÉÞÉÎÁ os

 p. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉ-ÒÉÔØ, ÄÏ�ÕÓËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 ÎÁ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
i, ÔÁË ÞÔÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ os

i p. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ p ∈ L∞(�), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏðÕÁÎËÁÒÅ (2.15).

§3. ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L1(
)3.1. ðÕÓÔØ 
 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × R
d. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M (
)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÙÈ ÍÅÒ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ 
. éÚÕÞÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÕÀ × L1(
) = L1(
; dx) (dx { ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ × R

d) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÊ u", ∫
 |u"| dx 6 K <∞: (3.1)îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÉ�Ù ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊÉÚ L1(
).ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ u" ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ u ∈ L1(
),u" * u, ÅÓÌÉ lim"→0∫
 u"(x)'(x) dx = ∫
 u(x)'(x) dx (3.2)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ L∞(
) = (L1(
))′.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ u" (ÓÌÁÂÏ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÅÒÅ � ∈ M(
),u" dx * d�, ÅÓÌÉ lim"→0∫
 u"(x)'(x) dx = ∫
 '(x) d� (3.3)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ C(
).óÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ �ÒÉÎ�É�Õ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ [18℄, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (3.1)ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {"′} ⊂ {"} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ u"′ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÅ � ∈ M (
).ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (3.2) ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (3.1) É ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ.



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 123TeoÒeÍÁ 3.1 (ÓÍ. [19, ÇÌ. VIII℄). ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (3.1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ:(i) ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u" ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ u ∈ L1(
);(ii) ∀�>0 ∃ �>0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ∫B |u"| dx 6 � ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï " ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ |B| 6 �.ó×ÏÊÓÔ×Ï (ii) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ.1◦ åÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ � = [−12 ; 12)d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÞÅÊËÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ 1-�Å-ÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ R
d. ðÕÓÔØ

〈 · 〉 = ∫

�

· dy − ÓÒÅÄÎÅÅ �Ï ÑÞÅÊËÅ.þÅÒÅÚ L�(�), 1 6 � 6 ∞, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÅÂÅÇÁ 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓ-ËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ:ÅÓÌÉ b ∈ L�(�) (1 6 � <∞); b"(x) = b(x=");ÔÏ b" * 〈b〉 × L�(
) �ÒÉ "→ 0: (3.4)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
∫B |b"|� dx 6 2|B|〈|b|�〉 (3.5)ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ". úÄÅÓØ B| ÌÀÂÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × R

d. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3.4) É (3.5) ÄÏËÁÚÁÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [1, ÇÌ. I, §1℄.÷ ÓÉÌÕ (3.4), �ÒÉÍÅÒ ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × L1(
) ÄÁ£ÔÆÕÎË�ÉÑ b"(x) = b(x" ); b ∈ L1(�). òÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÜÔÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3.5) �ÒÉ � = 1.2◦ �Å�ÅÒØ �ÕÓÔØb"(x) = "−db(x− x0" ); b ∈ C∞0 (Rd); ∫

Rd b dx = 1; x0 ∈ 
; ">0:�ÏÇÄÁ b"(x) ÅÓÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÏÂÒÁÚÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:b"(x) dx * d� �ÒÉ " → 0, d� = Æ(x − x0) dx, ÇÄÅ Æ(x − x0) | ÓÏÓÒÅ-ÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ × ÔÏÞËÅ x0 ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ.



124 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷á3.2. ÷×ÅÄ£Í Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u"∈L1(
),ÏÂÏÂÝÁÀÝÕÀ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÒ (ÓÍ. (3.3)). äÁÌÅÅ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ S �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ  (x; y), x ∈ 
, y ∈ R
d, ËÏÔÏÒÙÅ1-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÙ �Ï y É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ �Ï ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ó ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖S = ‖ · ‖C(
×�). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, S | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ËÏÍ�ÁËÔÁ 
 Éd-ÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ. þÅÒÅÚ M (
 × �) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈÂÏÒÅÌÅ×ÙÈ ÍÅÒ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ 
× R

d, 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u" ÓÌÁÂÏ Ä×ÕÈÍÁÓ-ÛÔÁÂÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÅÒÅ � ∈ M (
× �), u"(x) dx 2* d�(x; y), ÅÓÌÉlim"→0∫
  (x; x")u"(x) dx = ∫
 ∫

�

 (x; y) d�(x; y) (3.6)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ∈ S.�É�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ �ÒÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × (3.6) | ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ'(x)b(y), ' ∈ C(
), b ∈ C∞per (�) ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÓÏÒÔÁ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ∑i 'i(x)bi(y). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÂÎÏÊ ÎÅ ÚÁ-×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ y ÆÕÎË�ÉÀ '(x), �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÅÄÅÌ × ÓÍÙÓÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÅÒu"(x) dx * d�0(x) (ÓÍ. (3.3)) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÙ �0 ∈ M (
). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ Ó Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÍ, ÉÍÅÅÍ∫
 '(x) d�0(x) = ∫
 '(x)∫
�

d�(x; y);ÏÔËÕÄÁ d�0(x) = ∫
�
d�(x; y):ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÎ�É� ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ÷ÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ × L1(
) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÁÂÏ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,�ÒÅÄÅÌÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÁ ÉÚ M (
× �).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S̃ ÓÞÅÔÎÏÅ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÅ × S ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï É ÉÚÕÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌI"( ) = ∫
 u"(x) (x; x") dxÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ∈ S̃. ðÏÓËÏÌØËÕ

|I"( )| 6 maxx∈
 ∣∣∣ (x; x")∣∣∣
∫
 |u"(x)| dx (3:1)

6 Kmax
×�
| (x; y)|; (3.7)



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 125�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ I"( ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Å£ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÞÅÒÅÚ ") ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ I"( ) → I( )ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  ∈ S̃. ÷ÅÒÎÁ ×ÙÔÅËÁÀÝÁÑ ÉÚ (3.7) Ï�ÅÎËÁ
|I( )| 6 Kmax
×�

| (x; y)|:óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ I( ) ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÅÎ �Ï  ∈ S̃ × ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖S , ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔÉ ÎÁ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S É ÚÁÄÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÙ � ∈ M(
× �), I( ) = ∫
 ∫

�

 (x; y) d�(x; y): (3.8)÷×ÉÄÕ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ S̃ × S ÉÍÅÅÍlim"→0∫
 u"(x) (x; x") dx = lim"→0 I"( ) = I( ) = ∫
 ∫

�

 (x; y) d�(x; y);  ∈ S:ðÏÌÕÞÅÎÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.6), ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØu"(x) dx 2* d�(x; y): �

§4. ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × L�(
) �ÒÉ �>14.1. âÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÕÓÉÌÉ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (3.1)ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u" Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (3.8) ×ÏÚÎÉËÌÁ ÁÂ-ÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÍÅÒÁ. óÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ u" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ×L�(
), 1<�<∞, Ô.Å. ∫
 |u"|� dx 6 K <∞: (4.1)�ÏÇÄÁ �ÏÍÉÍÏ Ï�ÅÎËÉ (3.7) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ I"( ) ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ (�ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ç£ÌØÄÅÒÁ É × ÓÉÌÕ (4.1)), ÞÔÏ
|I"( )| 6

(∫
 |u"(x)|� dx) 1�(∫
 ∣∣∣ (x; x")∣∣∣
�′ dx) 1�′

6 K 1�(∫
 ∣∣∣ (x; x")∣∣∣
�′ dx) 1�′ ; (4.2)
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|I( )| 6 K 1�(∫
 ∫

�

| (x; y)|�′ dx dy) 1�′ : (4.3)úÄÅÓØ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÏÒÍÅ: lim"→0∫
 �(x; x") dx = ∫
 ∫

�

�(x; y) dx dy (4.4)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ � ∈ S: üÔÏ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ×ÙÛÅ (ÓÍ.(3.4)) Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. õÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ× (4.4) ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÏËÁÌØÎÏ-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÒÅÄÎÅÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÅ (4.4) É ÄÁÖÅ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑÎÉÖÅ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 4.1).ï�ÅÎËÁ (4.3) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ I( ) | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖L�′ (
×�). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S �ÌÏÔÎÏ × L�′(
× �),ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ I( ), ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ S, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁL�′(
× �) Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÎËÉ (4.3). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÄÏ�ÕÓËÁ-ÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ I( ) = ∫
 ∫

�

 (x; y)u(x; y) dx dy (4.5)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ u ∈ L�(
× �).éÚ (3.8) É (4.5) �ÏÌÕÞÁÅÍ d� = u(x; y) dx dy; Ô.Å. ÍÅÒÁ � ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ dx dy Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ u(x; y) ÉÚ L�(
×�).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (4.1) ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÓÌÁÂÏÊ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L�(
) Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ1<�<∞, (ÏÎÁ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [22℄, Á �ÒÉ � = 2 × [20, 21℄),u"(x) 2* u(x; y) × L�(
); (4.6)ÇÄÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ L�(
 × �), Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.6) �ÒÉÎÉÍÁÅÔÆÏÒÍÕlim"→0∫
  (x; x")u"(x) dx = ∫
 ∫

�

 (x; y)u(x; y) dx dy;  ∈ S: (4.7)ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ (4.7) ×ÌÅÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á: u"(x)* 〈u(x; · )〉 × L�(
); (4.8)
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 |u"(x)|� dx >

∫
 ∫

�

|u(x; y)|� dx dy: (4.9)4.2. ÷×ÅÄ£Í ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÅ (4.1) É ×ÍÅ-ÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ, Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉp ∈ C(
); 1 < � 6 p(x) 6 � <∞; (4.10)Á ÉÍÅÎÎÏ, ∫
 |u"(x)|p(x) dx 6 K <∞: (4.11)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ (4.11) ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á (4.1) × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ (2.3). âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (4.11) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × (4.6) ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ,ÞÅÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÅ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ I"( ),  ∈ S Ï�ÅÎÉÍ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï àÎÇÁ,I"( ) = ∫
 u"(x) (x; x") dx 6

∫
 |u"(x)|p(x)p(x) dx+ ∫
 | (x; x" )|p′(x)p′(x) dx: (4.12)ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÙ Ï�ÅÎËÕ (4.11), Á ËÏ×ÔÏÒÏÍÕ | Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (4.4), ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÆÕÎ-Ë�ÉÏÎÁÌÁ I( ) (4:10)
6

1�K + ∫
 ∫

�

| (x; y)|p′(x)p′(x) dx dy:ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ I( ), ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎ-ÎÙÊ ÎÁ  ∈ S, �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Ó �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SÎÁ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÅÂÅÇÁ{ïÒÌÉÞÁ Lp′( · )(
×�), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ (x; y) Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ
∫
 ∫

�

| (x; y)|p′(x) dx dy:ðÏÜÔÏÍÕ I( ) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (4.5), × ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ u �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Lp( · )(
×�), ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÍÕ Ë Lp′( · )(
×�).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (4.11) �ÏÌÕÞÉÌÉ Ä×ÕÈÍÁÓ-ÛÔÁÂÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ u"(x) 2* u(x; y) × Lp( · )(
) Ó �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍu ∈ Lp( · )(
× �). úÄÅÓØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ�ÅÒ×ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, p = p(x).



128 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷á4.3. �Å�ÅÒØ ÉÚÕÞÉÍ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉu"(x), �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ Ó ÏÓ�ÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ �ÏËÁÚÁ-ÔÅÌÅÍ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ,
∫
 |u"(x)|p"(x) dx 6 K <∞; (4.13)ÇÄÅp"(x) = p("−1x); p(y) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ;1 < � 6 p(y) 6 � <∞: (4.14)�ÁË ÖÅ, ËÁË × (4.12), Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á àÎÇÁ ÚÁ�ÉÛÅÍ Ï�ÅÎËÕI"( ) =∫
 u"(x) (x; x") dx 6

∫
 |u"(x)|p"(x)p"(x) dx+∫
 | (x; x" )|p′"(x)p′"(x) dx(4:13)
6

1�K+∫
 | (x; x" )|p′"(x)p′"(x) dx;  ∈ S; p′"(x) = p"(x)p"(x)− 1 : (4.15)äÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÒÅÄ-ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÅ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(x; y), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ 
×� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÒÁÔÅ-ÏÄÏÒÉÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ: �(x; y) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �Ï x ∈ 
 ÄÌÑ�.×. y ∈ �; �(x; y) ÉÚÍÅÒÉÍÁ �Ï y ∈ � �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ∈ 
. éÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ �(x; x" ) ÅÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ìÅÍÍÁ 4.1 ([22, ìÅÍÍÁ 3.1℄). åÓÌÉ ËÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ �(x; y) 1-�Å-ÒÉÏÄÉÞÎÁ �Ï y É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÅÎËÅ |�(x; y)| 6 �0(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�0 ∈ L1per (�); ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.4).æÕÎË�ÉÀ �(x; y) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.1 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ. äÏ�ÕÓÔÉ-ÍÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ � ∈ S, É ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ × �. 4.1.ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.1 ×Ù×ÏÄÉÍ ÉÚ (4.15) Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁI( ) = lim"→0 I"( ) 6
1�K + ∫
 ∫

�

| (x; y)|p′(y)p′(y) dx dy;  ∈ S;(ÚÄÅÓØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ | (x;y)|p′(y)p′(y) 6 1�′ (1 + m�′), ÇÄÅ m =max
×� | (x; y)|, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÚ (4.14)). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌ I( ), ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ  ∈ S, �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÒÏÄÏÌÖÅÎ Ó �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÎÁ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÅÂÅÇÁ{ïÒÌÉÞÁ
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×�) Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ p′ = p′(y). ðÏÜÔÏ-ÍÕ I( ) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (4.5), × ËÏÔÏÒÏÍ u| ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÉÚ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë Lp′( · )(
× �) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp( · )(
× �), p = p(y).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u"(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓ-ÌÏ×ÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (4.13). �ÏÇÄÁ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÏÄ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØu"(x) 2* u(x; y) × L�(
);u ∈ Lp( · )(
× �); p = p(y); (4.16)× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.7).äÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÂÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×�ÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (4.7) ÄÌÑ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ-×ÉÉ (4.13).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. åÓÌÉ ' ∈ C(
), b ∈ Lp( · )(�), b"(x) = b(x" ), ÔÏ b"' ∈Lp"( · )(
) É
‖b"'‖�Lp"( · )(
) 6 
(‖b‖�Lp( · )(�) + 1); 
 = 
onst(�;
; '): (4.17)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3.5) Ë 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ w(y) = |b(y)|p(y); w ∈ L1(�), ÉÍÅÅÍ

∫
 |b"'|p"(x) dx 6 C ∫
 |b"|p"(x) dx 6 2C|
|∫
�

|b(y)|p(y) dy;ÇÄÅ C = (max
 |'|)� + 1. ïÔÓÀÄÁ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÎÏÛÅÎÉÊ ÔÉ�Á (2.4) ÓÌÅÄÕÅÔÏ�ÅÎËÁ (4.17). �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u"(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓ-ÌÏ×ÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (4.13) É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ (4.16). �ÏÇÄÁlim"→0∫
 u"(x)�(x; x") dx = ∫
 ∫

�

u(x; y)�(x; y) dx dy; (4.18)ÅÓÌÉ �(x; y) = '(x)b(y), ÇÄÅ ' ∈ C(
) É b ∈ Lp′( · )(�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × (4.18) ËÏÎÅÞ-ÎÙ, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ç£ÌØÄÅÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ïÒÌÉÞÁ (ÓÍ. (2.9)). ðÒÉÜÔÏÍ × ÄÏ�ÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÉÍÅÅÍ �(x; x" ) ∈ Lp′"( · )(
), ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ



130 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷áÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÆÕÎË�ÉÉ �(x; y) É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3 (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇ Ó ÆÕÎË-�ÉÅÊ b ÉÚ Lp′( · )(�)).þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.18) ÎÁ �ÒÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ�(x; y) = '(x)b(y)ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á, ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÉÅ bÆ ∈ C∞per (�), ÞÔÏ
∫

�

|b(y)− bÆ(y)|p′(y) dy 6 Æ;ÇÄÅ Æ > 0 ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ. úÁ�ÉÛÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅI(") := ∫
 u"(x)�(x; x") dx−

∫
 ∫

�

u(x; y)�(x; y) dx dy= ∫
 u"(x)'(x)(b(x")
− bÆ(x")) dx+ [ ∫
 u"(x)'(x)bÆ(x") dx−

∫
 ∫

�

u(x; y)'(x)bÆ(y) dx dy]+ ∫
 ∫

�

u(x; y)'(x)(bÆ(y)− b(y)) dx dy=: I1(") + I2(") + I3:
(4.19)

îÁÛÁ �ÅÌØ | �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim"→0 I(") = 0.ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ I1(") É I3 �ÒÉÍÅÎÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ç£ÌØÄÅÒÁ ÔÉ�Á (2.9).îÁ�ÒÉÍÅÒ,
|I3| 6 2
'‖u‖Lp( · )(
×�)‖bÆ − b‖Lp′( · )(
×�); 
' = 
onst('):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÎÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÉ�Á (2.8) ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp′( · )(
×�),ÉÍÅÅÍ

‖bÆ − b‖�′Lp′( · )(
×�) 6

∫
×�

|bÆ(y)− b(y)|p′(y) dx dy= |
|∫
�

|bÆ(y)− b(y)|p′(y) dy 6 |
|Æ
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|I1(")| 6 2
'‖u"‖Lp"( · )(
)‖bÆ(x")

− b(x")
‖Lp′"( · )(
);

∥∥∥bÆ(x")
− b(x")∥∥∥

�′Lp′"( · )(
) 6

∫
 ∣∣∣bÆ(x")
− b(x")∣∣∣

p′(x" ) dx:÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë (4.19), ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ï�ÅÎÏË É × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (4.13), ×Ù×ÏÄÉÍ
|I(")| 6 
(∫
 ∣∣∣bÆ(x")

− b(x")∣∣∣
p′(x" ) dx) 1�′ + |I2(")| + 
Æ 1�′ ;
 = 
onst(K;
; '; ‖u‖Lp( · )(
×�)):ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.1 É ×ÙÂÏÒÕ bÆlim"→0∫
 ∣∣∣bÆ(x")

− b(x")∣∣∣
p′(x" ) dx = |
|∫

�

|bÆ(y)− b(y)|p′(y) dy 6 |
|Æ;Á �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ lim"→0 I2(") = 0.óÕÍÍÉÒÕÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÉÍÅÅÍlim"→0 |I(")| 6 CÆ 1�′ ; C = 
onst(K;
; '; ‖u‖Lp( · )(
×�));É × ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÌÏÓÔÉ Æ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.18), ÞÔÏ É ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÌÏÓØ. �

§5. ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ óÏÂÏÌÅ×Á5.1. óÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄ£Í Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÊ.îÁÚÏ×£Í z∈L1(
)d ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÊ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÉÛÅÍdiv z = divx z = 0;ÅÓÌÉ ∫
 z · ∇'dx = 0 ∀' ∈ C∞0 (
):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÚÏ×£Í 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÀ z ∈ L1(�)d,
� = [−12 ; 12 )d | ÑÞÅÊËÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÊ (�ÉÛÅÍ divy z=0),ÅÓÌÉ

〈z · ∇'〉 = ∫

�

z · ∇'dy = 0 ∀' ∈ C∞per (�):îÁ�ÏÍÎÉÍ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ �Ï ÑÞÅÊËÅ 〈 · 〉=∫
�

· dy:



132 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷áðÕÓÔØ W 1;�(�) (1<�<∞) | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C∞per(�) �Ï ÎÏÒÍÅ
‖u‖W 1;�(�) = 〈|u|� + |∇u|�〉 1� . ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ

〈|u|�〉 6 
P 〈|∇u|�〉; u ∈W 1;�(�); 〈u〉 = 0; (5.1)ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÏÒÍÕ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
{u ∈W 1;�(�) : 〈u〉 = 0}×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ 〈|∇u|�〉 1� É ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×V �pot (�) = {∇u : u ∈W 1;�(�)}: (5.2)îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ (5.1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:i) V �pot (�) ÚÁÍËÎÕÔÏ × L�(�)d;ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏii) V �pot (�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {∇u : u ∈ C∞per(�)} ×L�(�)d.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V �pot (�) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ, 〈v〉 = 0.ðÕÓÔØ V �sol (�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ L�(�)d. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ V �pot (�)⊥ = V �′sol (�) (5.3)× ÓÍÙÓÌÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L�(�)d É L�′(�)d, �′ = ��−1 . úÁÍÅ-ÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ (V �pot (�)⊕ R

d)⊥ = {z ∈ V �′sol (�) : 〈z〉 = 0}: (5.4)5.2. éÚÕÞÉÍ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÓÏÂÏÌÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W 1;�(
) (�>1). ðÕÓÔØ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × W 1;�(
), Ô.Å.
∫
 (|u"|� + |∇u"|�) dx 6 K <∞; (5.5)É �ÕÓÔØ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ)u" * u × W 1;�(
); u" → u × L�(
); ∇u"(x) 2* z(x; y) × L�(
)d: (5.6)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ (5.5), (5.6) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ

∇u"(x) 2* ∇u(x) + v(x; y); v(x; y) ∈ L�(
; V �pot (�)); (5.7)
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;W 1;�(�)), ÞÔÏ
∇u"(x) 2* ∇u(x) +∇yU(x; y):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÚÑ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ' ∈ C∞0 (
); b ∈ V �′sol (�); 〈b〉 = 0; (5.8)ÉÚÕÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌI(")=∫
 ∇u"· b"'dx=∫
 ∇(u"') · b" dx−∫
 u"∇' · b" dx=: I1(")+I2("); (5.9)ÇÄÅ b"(x) = b(x" ). éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏ-ÒÁ b :∫

�

b(y)·∇�(y) dy = 0 ∀� ∈ C∞per (�) =⇒∫
 b"(x)·∇�(x) dx = 0 ∀� ∈ C∞0 (
):ðÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÂÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ÉÚ W 1;�0 (
). ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ × (5.9) I1(") = 0, ÔÁË ËÁË u"' ∈W 1;�0 (
). äÁÌÅÅ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÓÌÁÂÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ b" * 0 × L�′(
) (ÓÍ. (3.4)) ÉÓÉÌØÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ u" → u × L�(
) (ÓÍ. (5.6)), ÎÁÈÏÄÉÍ lim"→0 I2(") = 0.÷ ÉÔÏÇÅ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × (5.9), �ÏÌÕÞÁÅÍ lim"→0 I(") = 0. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ∇u"(x) 2* z(x; y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏlim"→0 I(") = ∫
 ∫

�

z(x; y)b(y)'(x) dx dy:ïÔÓÀÄÁ 0 = ∫
 ∫

�

z(x; y)b(y)'(x) dx dyÉ × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ' É b (ÓÍ. (5.8)) ÉÍÅÅÍ0 = ∫

�

z(x; y)b(y) dy =⇒ z(x; · ) ∈ V �pot (�)⊕ R
d;ÇÄÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (5.4).÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ z(x; · ) ÚÁ�ÉÛÅÍ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ z(x; y) = 〈z(x; · )〉+ v(x; y); v(x; y) ∈ L�(
; V �pot (�)):ðÏÓËÏÌØËÕ 〈v(x; · )〉 = 0, ÔÏ �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ(ÓÍ. (4.8))

∇u"(x)* 〈z(x; · )〉 × L�(
)d:



134 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷áó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∇u"(x) * ∇u(x) × L�(
)d (ÓÍ. (5.6)). ðÏÜÔÏÍÕ
〈z(x; · )〉 = ∇u(x) É, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ
∇u"(x) 2* ∇u(x) + v(x; y); v(x; y) = ∇yU(x; y); U ∈ L�(
;W 1;�(�));ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1 ÄÏËÁÚÁÎÏ. �5.3. �Å�ÅÒØ ÉÚÕÞÉÍ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÌÅ-ÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× z", ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

‖z"‖L�′ (
)d 6 K <∞: (5.10)Á ÔÁËÖÅ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ div z" = g" (× ÓÍÙÓÌÅ D′(
)),g" * g × L�′(
); z"(x) 2* z(x; y) × L�′(
)d: (5.11)�ÏÇÄÁ divy z(x; y) = 0;divx〈z(x; · )〉 = g (× ÓÍÙÓÌÅ D′(
)): (5.12)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÌÑ z" ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
∫
 z" · ∇� dx = −

∫
 g"� dx; � ∈ C∞0 (
): (5.13)ïÔÓÀÄÁ, ×ÚÑ× ' ∈ C∞0 (
); w ∈ C∞per (�), w"(x) = w(x" ), ÉÍÅÅÍ∫
 z" · ∇("w"') dx=∫
 z" · (∇yw)(x")'(x) dx+"∫
 w"z" · ∇'dx=−"∫
 g"w"'dxÉ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
∫
 ∫

�

z(x; y) · ∇yw(y)'(x) dx dy = 0 =⇒ ∫

�

z(x; y) · ∇yw(y) dy = 0:óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5.12)1 ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ.úÁ�ÉÛÅÍ z(x; y) = 〈z(x; · )〉 + p(x; y), p(x; · ) ∈ V �′sol (�), 〈p(x; · )〉 = 0,É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ z"(x) * 〈z(x; · )〉 × L�′(
)d �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Å (5.13) Ó ÕÞÅÔÏÍ (5.11)1,�ÏÌÕÞÁÅÍ
∫
 〈z(x; · )〉 · ∇�(x) dx = −

∫
 g� dx; � ∈ C∞0 (
);ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5.12)2. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 ÄÏËÁÚÁÎÏ. �
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)) É z"(x) 2* z(x; y) × L�′(
)d;ÔÏ divx〈z(x; · )〉 = 0 (× ÓÍÙÓÌÅ D′(
)); z(x; · ) ∈ V �′sol (�):
§6. ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á ÓÏÓ�ÉÌÌÉÒÕÀÝÉÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ6.1. éÚÕÞÉÍ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ïÒ-ÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á W 1;p"( · )0 (
) É H1;p"( · )0 (
) (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ× �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ " × (2.10){(2.12)). õÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÊ "-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ p"(x) ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ × (4.14). ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, p"(x) �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ 1-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ p(y) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÖÁÔÉÑÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, p"(x) = p(x" ).÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ïÒÌÉÞÁ{óÏÂÏÌÅ×Á W 1;p( · )(�) É H1;p( · )(�) ÎÁÑÞÅÊËÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ � (ÓÍ. (2.13)) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊV (1)pot (�) = {∇u : u ∈W 1;p( · )(�)};V (2)pot (�) = {∇u : u ∈ H1;p( · )(�)}: (6.1)(÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÔ �ÏËÁÚÁÔÅ-ÌÑ p( · ), ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÉÚÌÉÛÎÅÊ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔÉ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏV (2)pot (�) ⊂ V (1)pot (�) ⊂ V �pot (�):ïÔÍÅÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (6.1), ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉÓ×ÏÊÓÔ× i), ii) ÄÌÑ V �pot (�) (ÓÍ. �ÕÎËÔ 5.1):(i) V (1)pot (�) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Lp( · )(�)d;(ii) V (2)pot (�) ÅÓÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ {∇u : u ∈ C∞per (�)} �Ï Lp( · )(�)d-ÎÏÒÍÅ.÷ Lp′( · )(�)d ×ÙÄÅÌÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÛÉ-ÒÏËÏÅ É ÕÚËÏÅ):V (1)sol (�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ L1(�)d Ó ËÏÎÅÞÎÏÊLp′( · )(�)d-ÎÏÒÍÏÊ,V (2)sol (�) | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÌÁÄËÉÈ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏLp′( · )(�)d-ÎÏÒÍÅ.éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉV (2)pot (�)⊥ = V (1)sol (�); V (1)pot (�)⊥ = V (2)sol (�) (6.2)



136 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷á× ÓÍÙÓÌÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Lp( · )(�)d É Lp′( · )(�)d.üÔÏ | ÁÎÁÌÏÇÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.3). íÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6.2)2ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [10℄.6.2. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u"(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × W 1;p"( · )0 (
), Ô.Å.
‖u"‖W 1;p"( · )0 (
) 6 K <∞: (6.3)îÁÛÁ �ÅÌØ | ÉÚÕÞÉÔØ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÁ-ÄÉÅÎÔÏ× ∇u"(x).ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ (6.3), �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u"(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × W 1;�0 (
)É ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (5.6), (5.7), Á ÉÍÅÎÎÏ,u" * u × W 1;�(
); u" → u × L�(
);

∇u"(x) 2* ∇u(x) + v(x; y); v(x; y) ∈ L�(
; V �pot (�)): (6.4)îÏ ÔÅ�ÅÒØ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ v(x; y) ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÂÏÌØÛÅÅ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÍ (4.9) Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÏÌÕÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ-ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.ìÅÍÍÁ 6.1 ([22, �ÅÏÒÅÍÁ 7.1℄). ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË-�ÉÊ w"(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × L�(
)n É w"(x) 2* w(x; y) × L�(
)n, Á ÉÎÔÅÇÒÁÎÔf(y; �) (y ∈ R
d; � ∈ R

n) ÔÁËÏ×, ÞÔÏi) f( · ; �)ÉÚÍÅÒÉÍ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÎ Ó ÑÞÅÊËÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ �=[−12 ; 12 )d�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ � ∈ R
n;ii) f(y; �) ×Ù�ÕËÌÙÊ �Ï �, 0 6 f(y; �) 6 f0(�); ÇÄÅ f0(�) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ;iii) f(y; 0) = 0.�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlim inf"→0 ∫
 f(x" ;w"(x)) dx >

∫
 ∫

�

f(y;w(x; y)) dx dy: (6.5)óÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÎÔ f(y; �) = |�|p(y) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 6.1Ó n = d É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (6.3), (6.5), ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ∇u" ÉÚ (6.4) ÉÍÅÅÍ
∞ > lim inf"→0 ∫
 |∇u"|p(x" ) dx >

∫
 ∫

�

|∇u(x) + v(x; y)|p(y) dx dy:ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏv(x; · ) ∈ V (1)pot (�) ÄÌÑ �.×. x ∈ 
: (6.6)



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 1376.3. �Å�ÅÒØ ÉÚÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u" ∈ H1;p"( · )0 (
), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (6.3), (6.4). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÅÎ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÎÙÓ×ÏÊÓÔ×Á (6.6) ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ:v(x; · ) ∈ V (2)pot (�) ÄÌÑ �.×. x ∈ 
: (6.7)ïÔ×ÅÔ ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ (2.15). äÌÑÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÛÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 6.2. ðÕÓÔØ b ∈ V (1)sol (�), 〈b〉 = 0 É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁ-ÒÅ (2.15). �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á B={Bij}16i;j6d;ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Bij ∈ Lp′( · )(�) ÉdivB = b; Ô.Å. ��xjBij = bi; 1 6 i 6 d: (6.8)òÁ×ÅÎÓÔ×Á (6.8) �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ D′(Rd) ÌÉÂÏ × ÓÍÙÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ∫

�

Bij �'�xj dx = −

∫

�

bi'dx; ' ∈ C∞per (�): (6.9)÷ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (6.8), (6.9), Á ÔÁËÖÅ ×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ �Ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅË-ÓÁÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÔ 1 ÄÏ d.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ b = {bi}di=1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÑÞÅÊËÅ div(|∇�i|p( · )−2∇�i) = bi; 1 6 i 6 d: (6.10)ðÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ �i ∈W 1;p( · )(�), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ
〈|∇�i|p( · )−2∇�i · ∇'〉 = −〈bi'〉; ' ∈W 1;p( · )(�); 1 6 i 6 d: (6.11)âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ðÕÁÎËÁÒÅ (2.15) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅW 1;p( · )(�) ⊂ Lp( · )(�);É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (6.11) ÚÁÄÁ£Ô ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ W 1;p( · )(�), ÔÁË ËÁË

〈bi'〉 6 2‖bi‖Lp′( · )(�)‖'‖Lp( · )(�) 6 2CP ‖bi‖Lp′( · )(�)‖∇'‖Lp( · )(�):òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (6.10) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [12, ÒÁÚÄÅÌ 2℄).éÓËÏÍÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ B = {Bij}16i;j6d Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÅÒÅÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÏÔÏ-ËÁ × ÚÁÄÁÞÅ (6.10), Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍ Bij = |∇�i|p(x)−2 ��i�xj . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏBij ∈ Lp′( · )(�) É divB = b. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÁÔÒÉ�Á B ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ,ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ×ÅËÔÏÒ b ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌÅÎ.



138 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷á÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÌÁÇÁÑ × (6.11) ' = ���xi , � ∈ C∞per (�), ÉÍÅÅÍ
−〈b · ∇�〉 = −

〈bi ���xi〉 = 〈Bij ��xj ( ���xi)〉 = 〈Bij �2��xj�xi〉;ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÓÔÉ b ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
〈B · ∇2�〉 = 0: (6.12)úÄÅÓØ ∇2� = { �2��xi�xj }16i;j6d É �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ x × ËÁÞÅÓÔ×Å ∇2�(x) ÍÏÖÅÔ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ïÔÓÀÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Á�-�ÁÒÁÔ ÔÏÞÅË ìÅÂÅÇÁ, �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ∇2� × x0 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ìÅÂÅÇÁ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù B | ×Ù×ÏÄÉÍÉÚ (6.12) �ÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ: B(x) · S = 0 ÄÌÑ �ÏÞÔÉ×ÓÅÈ x, ÇÄÅ S | ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. õÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ-ÓÔÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ×ÌÅÞ£Ô ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù B (ÓÍ. ÏÂ ÜÔÏÍ�ÏÄÒÏÂÎÅÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.6). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.2 ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 6.2, ×ÚÑ× ' ∈ C∞0 (
); ÉÍÅÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ'(x)b(x") = div("'(x)B(x"))

− "B(x")
∇'(x) × ÓÍÙÓÌÅ D′(
); (6.13)× ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÅÓÔØ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ÓÍÙÓÌÅ D′(
),Ô.Å. ∫
 div("'(x)B(x"))

· ∇� dx = 0; � ∈ C∞0 (
): (6.14)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ (6.8) ÉÍÅÅÍ b(y)=divy B(y) É b(x" )=div ("B(x" )),ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (6.13). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6.14) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁ-ÓÔÑÍ:∫
 div('(x)B(x"))
· ∇�(x) dx = −

∫
 '(x)B(x")
· ∇2�(x) dx = 0:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÕÌÀ ×ÅÒÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ B(x" ) · ∇2�(x) = 0 ÄÌÑ �.×.x ∈ 
 ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ∇2� É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 6.2 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ b ∈ L2(�)d Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄ-ÎÉÍ 〈b〉 × ×ÉÄÅ ÄÉ×ÅÒÇÅÎ�ÉÉ ÏÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù, b = divB, B ∈W 1;2(�)d×d, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [1, ÇÌ. I, §1℄.



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 1396.4. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ (2.15), ×ÅÒÎ£ÍÓÑË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ u" ∈ H1;p"( · )0 (
), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×É-ÑÍ (6.3), (6.4), É ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ Å£ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ∇u(x)+v(x; y)Ó×ÏÊÓÔ×Ï (6.7). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H1;p"( · )0 (
)ÆÕÎË�ÉÑ u" ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÁ × ÎÏÒÍÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÁËÕÇÏÄÎÏ ÔÏÞÎÏ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÉÚ C∞0 (
).óÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÁÍÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁÄËÁÑ, Ô.Å. u" ∈C∞0 (
). �ÏÇÄÁ, ×ÚÑ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ' ∈ C∞0 (
) É b ∈ V (1)sol (�), 〈b〉 = 0,ÚÁ�ÉÛÅÍ∫
 '(x)b(x")
· ∇u" dx(6:13)= ∫
 div("'(x)B(x"))

· ∇u" dx− "∫
 B(x")
∇'(x) · ∇u" dx(6:14)= −"∫
 B(x")

∇'(x) · ∇u" dx(2:9)
6 2"‖∇u"‖Lp"( · )(
)d∥∥∥B(x")

∇'∥∥∥Lp′"( · )(
)d = O("); (6.15)
ÇÄÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÕÞÌÉ Ï�ÅÎËÕ (6.3) É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ �Ï " ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÓÔØ B(x" )∇'(x) × Lp′( · )(
)d × ÓÉÌÕ (3.5). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÒÅÄÅÌlim"→0∫
 '(x)b(x")

· ∇u" dx = 0É ÅÇÏ ÖÅ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ∇u" ÎÁ �ÒÏÂÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(x)b(x" ), ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 4.4. �ÏÇÄÁ
∫
 ∫

�

'(x)b(y) · (∇u(x) + v(x; y)) dx dy = 0=⇒ ∫
 ∫

�

'(x)b(y) · v(x; y) dx dy = 0 (6.16)(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ | × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 〈b〉 = 0), É ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (6.2)1 �ÏÌÕÞÁÅÍ (6.7).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄ£Í Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÀ ũ" ∈ C∞0 (
), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
‖u" − ũ"‖H1;p"( · )0 (
) 6 ":



140 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷áïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u" É ũ" ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ Ä×ÕÈÍÁÓ-ÛÔÁÂÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ. úÁ�ÉÛÅÍ �Å�ÏÞËÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÉ�Á (6.15) ÄÌÑ ũ" É ×�ÒÅÄÅÌÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6.16) Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ×Ù×ÏÄÏÍ (6.7).÷ ÉÔÏÇÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.TeoÒeÍÁ 6.3. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ u" ∈W 1;p"( · )0 (
) �ÏÄ-ÞÉÎÅÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (6.3), (6.4). �ÏÇÄÁ Ä×ÕÈ-ÍÁÓÛÔÁÂÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ∇u(x) + v(x; y) Å£ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ∇u"(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ (6.6).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ u" ∈ H1;p"( · )0 (
), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (6.7) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ,ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ (2.15).6.5. �Å�ÅÒØ ÉÚÕÞÉÍ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÌÅ-ÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× z", ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
. óÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÓÔØ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ D′(
), Ô.Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Ï ∫
 z" · ∇'dx = 0; ' ∈ C∞0 (
): (6.17)ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ
‖z"‖Lp′"( · )(
)d 6 K <∞; (6.18)É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ z"(x) 2* z(x; y) × L�′(
)d: (6.19)ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ë ÎÅÍÕ, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏdivy z(x; y) = 0;divx〈z(x; · )〉 = 0 (× ÓÍÙÓÌÅ D′(
)):ðÏ ÌÅÍÍÅ 6.1 �ÏÌÕÞÁÅÍlim inf"→0 ∫
 |z"|p′(x" ) dx >

∫
 ∫

�

|z(x; y)|p′(y) dx dy;ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏz(x; · ) ∈ V (1)sol (�) ÄÌÑ �.×. x ∈ 
: (6.20)ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (6.18) ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (6.17) ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ �Ï ÚÁÍÙËÁÎÉÀÎÁ �ÒÏÂÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ H1;p"( · )0 (
). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ (6.17)×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÁ ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÒÏÂÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ,ÄÌÑ ' ∈ W 1;p"( · )0 (
). üÔÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÁË z" ∈ Lp′"( · );(2)sol (
); (6.21)



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 141ÍÏÖÅÔ ÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÔØÓÑ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ z(x; y). á ÉÍÅÎÎÏ,z(x; · ) ∈ V (2)sol (�) ÄÌÑ �.×. x ∈ 
 (6.22)�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ (2.15).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÚÑ× ' ∈ C∞0 (
) É w ∈ W 1;p( · )(�) ⊂ Lp( · )(�), ÚÁ�ÉÛÅÍ�Å�ÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×
∫
 '(x)(∇w)(x")

· z" dx= ∫
 ∇
("'(x)w(x"))

· z" dx− "∫
 ∇'(x)w(x")
· z" dx= −"∫
 ∇'(x)w(x")

· z" dx = O("): (6.23)
õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ '(x)w(x" ) �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ W 1;p"( · )0 (
) É z" { ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (6.21). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ∇'(x)w(x" ) É z" �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ Lp"( · )(
)d É Lp′"( · )(
)d, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏ �Ï " ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÏÒÍÁÈ. �ÏÇÄÁ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õç£ÌØÄÅÒÁ (2.9) �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (6.23) ÉÍÅÅÔ Ï�ÅÎËÕ

∫
 ∇'(x)w(x")
· z" dx 6 2‖∇'(x)w(x")

‖Lp"( · )(
)d‖z"‖Lp′"( · )(
)d 6 C:ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ × (6.23), �ÏÌÕÞÁÅÍ
∫
 ∫

�

'(x)∇w(y) · z(x; y) dx dy = 0(ÚÄÅÓØ ÓÙÇÒÁÌ Ó×ÏÀ ÒÏÌØ ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.4 ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ × Lp′"( · )(
)), ÏÔËÕÄÁ �Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÆÕÎË�ÉÉ wÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (6.2)2 ×Ù×ÏÄÉÍ (6.22).éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.TeoÒeÍÁ 6.4. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× z", ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ× ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ 
, �ÏÄÞÉÎÅÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÓÔÉ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (6.18), (6.19). �ÏÇÄÁ Ä×ÕÈÍÁÓÛÔÁÂÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ z(x; y)ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (6.20).åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÕÁÎËÁÒÅ (2.15), ÔÏ ÓÏÌÅÎÏÉÄÁÌØÎÏÓÔØ×ÅËÔÏÒÏ× z" × ÕÓÉÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (6.21) ×ÌÅÞÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (6.22).



142 ÷. ÷. öéëï÷ , C. å. ðáó�õèï÷á6.6. ðÏÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á B, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÁÑ (6.12).ìÅÍÍÁ 6.5. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á B ∈ L
lo
 (Rd)d×d (
 > 1) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ
∫

Rd B · ∇2� dx = 0; ∇2� = { �2��xi�xj}16i;j6d; (6.24)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � ∈W 2;∞(Rd) Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ B = {Bij}16i;j6d ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; jÉÍÅÅÍ Bij(x) = −Bji(x), x | ÌÀÂÁÑ Å£ ÔÏÞËÁ ìÅÂÅÇÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ Qr = Qr(x0) ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÔÏÞËÅ x0, ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁ×ÎÙ r, 0<r61.âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ × Qr(x0) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×É-ÄÁ 'r(x) = '(r−1(x− x0)); supp ' ⊂ Q1(0); ∫Q1 'dx 6= 0:îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ L
lo
 (Rd), 
 > 1, ÔÏ ÄÌÑ �. ×. x0limr→0 r−d ∫Qr |f(x)− f(x0)|
 dx = 0 (6.25)É ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ ìÅÂÅÇÁ ÆÕÎË�ÉÉ f . éÚ (6.25) ÓÌÅÄÕÅÔlimr→0 r−d ∫Qr f(x)'r(x) dx = f(x0)∫Q1 '(x) dx; Qr = Qr(x0); (6.26)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 'r(x) ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉ�Á.ðÕÓÔØ x0 | ÔÏÞËÁ ìÅÂÅÇÁ ÄÌÑ B. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ(ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ), ÞÔÏ x0 = 0. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (6.24) × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÒÏÂÎÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÕÀ × Qr(0) ÆÕÎË�ÉÀ�(x) = �ij(x) = xixj'r(x); 'r(x) = '(x=r); supp' ⊂ Q1(0);ÇÄÅ i; j | ÌÀÂÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×, 1 6 i 6 j 6 d. ðÒÉ ÜÔÏÍ�ÕÓÔØ '(x) = �(x1) · · ·�(xd), supp � ⊂ [−12 ; 12 ℄ ≡ I; ÆÕÎË�ÉÑ �(t) É Å£�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �′(t), �′′(t) ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ
〈�〉I 6= 0; 〈�′〉I = 0; 〈�′t〉I = 0; 〈�′′t2〉I = 0; (6.27)ÇÄÅ 〈 · 〉I = ∫I · dt. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(t) �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÎÉÖÅ.



õóòåäîåîéå é ä÷õèíáóû�áâîáñ óèïäéíïó�ø 143éÚÕÞÉÍ ÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � ÍÁÔÒÉ�Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÄÉÎÔÁ ∇2�. å£ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 1 6 k 6 m 6 d ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË�2��xk�xm = ÆikÆjm'r(x) + Æik xjr (�m')(xr )+ Æjkxir (�m')(xr )+ Æimxjr (�k')(xr )+ Æjmxir (�k')(xr )+ xir xjr (�k�m')(xr ); (6.28)ÇÄÅ Æik | ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, �m'(y) = �'(y)�ym .ðÕÓÔØ eij | ÍÁÔÒÉ�Á, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ i; j ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÅ É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ. íÁÔÒÉ�Ù ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (6.28) É Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎË-�ÉÉ ' ÎÁÊÄ£Í �ÒÅÄÅÌlimr→0 r−d ∫Qr B · ∇2� dx = limr→0 r−d ∫Qr B(x) · eij'r(x) dx(6:26)= B(0) · eij ∫Q1 '(x) dx: (6.29)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ (6.24) ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ
∫Q1 '(x) dx = 〈�〉dI 6= 0;ÔÏ ÉÚ (6.29) ÓÌÅÄÕÅÔ B(0) · eij = Bij(0) + Bji(0) = 0. éÎÄÅËÓÙ i; j �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù B(0) �ÒÏ×ÅÒÅÎÁ.ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(t) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (6.27).ðÏÌÏÖÉÍ �(t) = �(t)−(a2t2+a4t4)�(t), ÇÄÅ �(t) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÅÔÎÁÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, supp � ⊂ I (×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ Å£ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÉÖÅ), Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÎÔÙ a2; a4 ∈ R Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï �(t) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù-�ÏÌÎÑÌÉÓØ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (6.27). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 〈�′〉I = 0 ××ÉÄÕÞÅÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �(t). äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ a2; a4 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Å£ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(t), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �(t) = 0 �ÒÉ t 6 −1=2,�(t) = 8(t+1=2)2 �ÒÉ −1=2 < t 6 −1=4 É �(t) = −8t2+1 �ÒÉ −1=4 6 t 6 0.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ × (6.27). �ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ öÉËÏ× ÷. ÷., ëÏÚÌÏ× ó. í., ïÌÅÊÎÉË ï. á., õÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ×, îÁÕËÁ, í., 1993.[2℄ öÉËÏ× ÷. ÷., ÷Ï�ÒÏÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁ-ÌÏ× ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. 47 (1983), �5, 961{998.
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