
тельности цилиндров можно выделить подпоследовательность (сохра­
ним за ней обозначение {u>hs(t, *)}), обладающую всеми указанными 
выше свойствами сходимости в любом цилиндре Q r

6 . Пусть {Uhv(t, х)} 
сходится к функции u(t, х). Для u(t, х) будут выполняться оценки 
(11), (15), (17), (18). В силу оценки (17) функция u(tf х) вместе со 

своими производными их. будет равномерно-непрерывной в любом 
слое П 0 7. 

Легко видеть, что функция u(t, х) почти всюду в Пт удовлетворяет 
уравнению (1;). Из представления решения задачи (8), (9) (с учетом 
оценок (15), (16)) через фундаментальное решение (или же из резуль­
татов [5]) вытекае^ что функция u(t, х) равномерно по x^Rn принима­
ет начальные значения. 

З а м е ч а н и е 1. Близкие результаты устанавливаются в работе[6]. 
З а м е ч а н и е 2. Результаты настоящей работы могут быть раз­

виты для случая растущих решений: \u(t, х) | < c o n s t ( l + | * | ) . 
З а м е ч а н и е 3. Все полученные результаты переносятся на слу­

чай первой и второй краевых задач, а теорема 3, кроме того, обобща­
ется для случая переменных коэффициентов ац = ац^, х)^С°>1(Пт). 

Автор приносит глубокую благодарность профессору С. Н. Круж-
кову за постановку задачи и помощь в работе. 
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С. Б. Гашков 

О СЛОЖНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ 
НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
С ПОМОЩЬЮ СХЕМ И ФОРМУЛ В НЕКОТОРЫХ БАЗИСАХ, 
СОСТОЯЩИХ ИЗ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

Настоящая работа продолжает цикл [1—3], посвященный изуче­
нию сложности приближенной реализации непрерывных функций схе­
мами и формулами в «непрерывных» базисах. Введем нужные опреде­
ления и обозначения, выделив их знаками Df и • . 
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Df Замкнутый /i-мерный интервал / =in — это П[а/> ЬДсЯ", a | / | = 
i=i 

п п 

— П 1Л1 —П \ai~bt\ — его объем. • 
Df Схема S в базисе В—такая произвольная последовательность функ­

ций . . . ,fL(x), зависящих, возможно фиктивно, от переменных 
-X ==X-^i • • • , Хп, что 

( ( V l e U ) ( f , ( х ) =х,))&. ( (V /е=п + 1, L)Glxе 1, / - 1 ) . . 
. . . Q / m e 1, G £ ( < / i i r j е В) (f, (х) = 

= ^ W . . . . . f i m ( x ) ) ) ) . П 

D f Если ft(x)eC(/»), то ||/jj|<;</)=max'|/t(a)|. • 

Df Так же как и в [1, 2], LB(f, е)—это min L B ( S ) . • 
•llfs-ЛКе 

Df Если /( с С (/»), то L B (/С, е) = max L B (/, в). • 
/6/С 

Df Для случая реализации формулами (схемами без ветвлений} 
аналогично определяем е) , L * B ( K , е) . Вместо £ ( в( / , 0) пишем 

££>(/). Е с л и О = { ^ ( х ) , . . . , ^ ( х ) } , то 

(полагаем, что все gi различны). • 
Df Если v , w e R n — «векторы, то 

п 

IIVH = max |о , | , |v | = Y ; 

П 

ПУ=П^» VXW = (tl 1tt! 1,... ,VnWn)EE Rn, 
1=1 

(v>w)<=> t(Vi(«/>«;/)), i(v>w)<=> (\/l(vi>Wt)). • 

Df j e Z n — мультииндексы. • 
Df Ебли {$i(x)\l^Z} или { 9 / ( x ) | t e N } — произвольная система 

функций, то 

Z=I 

STd (ф) ={f |f = £ а к ф к , flkeRj; 
-d<k<d 

если 
г sin /х, / > 0, 

<М*)= 1/2, / = 0 , 
; [ c o s ' < 0, 

то вместо £Td(<p) пишем <57V> если Ф/Ос)—.^, / ^ 0, то вместо £7*d(<p) пи­
шем c^d- • 
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Df Введем следующие обозначения для операторов на пространств 
ве С (/**) • 

Ef=f, Tif(x)=f(xv... ,x, + t,...,xn\ 

Af/ = (7?-£ ) f , Dif = lim Г 1 

j 1 . . . dx*n 

Df Модуль непрерывности: 

M M ) = sup |A?/(x)|. • 
x,h 

\h\<t 

Df [x] = max{Az|ft<=Z, ж * } , ] j c [=min{n |neZ, • 

Df Пусть r, M e R", J V e R + ; тогда 

— = , ri=\ri—\[, at==ri—rh a = ( a , ) e ( 0 , 1]*. 

i--(lW')'. 
(f e Я и „ (a, M)) Д ( V / (a>, (/, 0 < Л - j ^ T f ) ) . • 

df 

Df (f <= F x (r, M, JV, /")) <=*((/:/"-*-[—JVr N]) & 

& ( V / ( D ? / e f f i > / B ( o f M ) ) ) ) . • 

Df (f e IP, (г, M, , /")) <S « | | / | | С ( / Я ) < JV) & 

& (V к (((к < ? ) & П (к < ?)) ) =Ф (VI № =n) =4 Ф к / е H, ,n (a, M))))))). Q" 
df 

Df (/ €= tf, (r, M, N, / » ) ) < * ( ( | | / | Г С ( Л < Л0 & 

& (V/((r, = r e R+) & (M, = M e R + )&(/ ,= / с R))) & 

N" & (V к ((I к I =7) (V / (D k / <= Hun (a, M)))))). • 

З а м е ч а н и е : W2(r, M, JV, / Л ) cz W±(r, M, JV, In). 
Ф 

Произвольные константы обозначаем буквами a, b, с; если они за­
висят от каких-то параметров, то последние указываем в индексах. 
Одинаковые символы не обязательно обозначают равные числа. Далее 
всюду е положительно и достаточно мало. В [4, 5 ] доказано (в других 
обозначениях), что 

а 1 И 1 ( ( ^ у 1 / Ч 1 о § ^ ) < Я Л ^ ) < С ( - ^ ) 1 / Р + | | г | Г 1 о § ^ - + 6 № (1> 
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где He(W) — е-энтропия класса W 0 ( r , М, Л/1, / п ) , а = 1 , 2 , 3 

(если 0 = 3, т о р ^ М , -~- =-у> 1И1=^. , А* 

Использовав (1), докажем следующее утверждение. 
Т е о р е м а . Если ||г||, р, п фиксированы, 0^1п, то существует ео= 

= е(М, N\ /, г), такое, что для любого е<ео 

l o g # e ( № a ) 

здссб Б — базис | х — у , ху, W a — класс № a (r, М, Л/1, 7 я ) , 

а = 1 , 2, 3; # e ( W a ) — его г-энтропия; константы в знаках X (равенст­
ва по порядку) зависят лишь от \\т\\, п, р. 

Если а = 2 или а = 3 , то утверждение теоремы справедливо уже для 
любого 6 < б ( М , /, г). 

Сформулированная теорема обобщает теоремы из [2, 3]. Далее 
приведено доказательство для случая л > 2 . Для случая п=1 оно дано 
в [2, 3]. Нижние оценки следуют из теоремы 1(1]. Метод доказательства 
верхних оценок близок к методам [2, 3], и в нем используются идеи, 
восходящие к работе О. Б.' Лупанова [6]. Для его реализации понадо­
бится несколько лемм; замечания относительно их доказательств от­
мечены знаками • . 

Ш В! = [ х — ^ B x i H N b £ s = £ i U { c o s x } , в 4 = 5 2 и в 3 - п 

Df Если / e ^ d ( < p ) , то coeff/ — вектор, составленный из коэф-
фициейтов многочлена f. • 

Л е м м а 1. Пусть / £ [ — 1 , lJ"c=R n. 

(О Если р е Д mo ||coeff р\\ < ( ^ j - ) ^ \\Р\\*сип) • 

(и) Если T G ^ d , mo ||coeff т|| < ) " 1М1с<[-я,я]") • 

Щ L*Bt(р, е )<а (ГМ) ( l o g i S 2 ^ L + logП d + п) , 

*4(р, e ) < a ( d e g > + ft)" (log ( j + degp |log | / | | + n l o g ( l + d e g p ) ) . 

(t'V) £а/ш / е ^ а ( ф ) " | |ф /Н<я при любом /, mo 

E*Bl (/, е) < 6" (П d) (log ( + п т а х L*Bl ( Ф / > б) + logl ld) , 
\ \ е / |/|<М / 

где 6^ — . 
^Hcoeff /II П<1 

(V) Ll(x9e)<cn ( b g ( Ы с ( [ - « > п ^ ) + l o g n d ) n d . 

Л е м м а 2. Пусть InaJn — замкнутые интервалы, / п Л д / п = 0 г 

/е=№<,(г, М, Л», / п ) , а = 1 , 2, 3. Тогда найдется ge=Wa(r, сМ, cN9 /*), 
где с = (сцг|ц,у)л, такая, что g\1n=f. 

С) Доказательство следует из теоремы о продолжении [7]. • 
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Л е м м а 3: 
. I g j (1^ (Г, М, tf,7»), 8) < 

<L$l(W1(r,<%iM,c№,J«),B) + c(n + £ | l o g | / , | | ) . 

где Jn = [— 1, 1]», / = 1,2, 3, 4. ' = ' 

• Доказательство можно провести с помощью леммы 2. • 
Далее всюду считаем, что In=[— 1, 1] п , если это необходимо. 

Л е>м м а 4: 

(О ( V < r e { 2 , 3 } ) ( V / * e r 0 ( r , M , i V ) ) ( 3 / ; e ^ r + 1 ) ( 3 T e 

е И?„ (г, М, с» р | | ) ) ( ( / = р + Ф ) & (||coeff р| | < cW+» (||М|| + AO)), 

где 1 = ( 1 , . . . , l ) e R " . 

(u) (V(T€={2, 3 } ) ( V / e { l , 2, 3, 4 } ) ( I B , 0*V(r, M, A/), e ) < 

< ^ ( Ц 7 с ( г . М , с » | | М | | ) , 8 - 8 2 ) + а ( | | г | Ц - 1 ) » ( | г | + n + log + * ) ) & 

& (LBl (Wa (г, M, AO, e ) < L B , ( У , (r, M, cn ||M||), e - e 2 ) + 

log — 

+ (а(\П + 1)" (|rI + n + log Ж + ijp)). 
8 log log — 

• Используется формула Тейлора, лемма 1 и теорема 5 [1]. • 

Df / е Wy. (г, М, АО й (f е Wx (г, М, N, [- л, я]») & (V / (Д?7 = 0))). • 

Л е м м а 5 (вариант теоремы Джексона): 

(0 (V d е= N») (V / е= Wx (г, М, АО) (3 g е STd П # i (г, с*+ вА1, А/ + б)) 

/==1 

<й) ( V d в N«) ( V / е ^ (ггЖ, Л 0 ) ! ( 3 « е Л П ^ ( г , <ft (||М|| + JV), iV + б)) 

(II/—ёГИса-1Л^> < S) & (б = с - , ^ d- r/ (Л1, + iV)). 

• Эта лемма — обобщение лемм 8[2] и 10[2]. • 
Л е м м а 6. Для любых h e R n + и f^Wi(r, М, AJ) можно построить 

гладкий интерполяционный сплайн g ( x ) = S ( x , h, f) (см. [8]), такой, что 

. I l /-gllc[-u]* < 6 = <& Е К1 (х) s ^ (г, М, # + б). 

i = \ 

• Доказательство следует из результатов [8, глава III]. • 
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Л е м м а 7: 

(V e € R+) (V/ €= W1(г, М, Л/)) (3 g е № х (г, с» A i , N + в)) 

(Н / - г11 С [ _ М ] *<в )a ( £ i t e ) < с и , Р , „ ( - ^ ) 1 / р ( l o g ( - ^ ) 1 / P

 + l o g f ) ) ) . 

• Используем леммы 1, 6 и результаты [8]. • 
З а м е ч а н и е . Для мер сложности L B 4 И L B , М О Ж Н О доказать, 

использовав леммы 2 и 5, несколько более слабое, но достаточное для 
дальнейшего изложения утверждение. 

С л е д с т в и е : 

Lg (W, (г, М, N), е) < 1 2 ( Г х (г, су», е (log ^-) 3VnrM,p). * ) + 

т1/р ч , 
1 ^ 
l o g — 

l o g ( f ) 2 log 
j %||,я.р 

Df Пусть v = (i>k) e R z", h = (/*,)]<= R+, а е Л / (A:;) — лагранжев сплайн [5], 

который на каждом отрезке* [vhh ( v + l)ht], v < - ^ г,, совпадает с поли-
Н 

номом p-v^/), таким, что 

(<iegPv='i)A((VS-e5 0, ^ ( M f v + Q A i ) ^ V « > ) . ' 

где б/,/ — дельта Кронекера, а на интервале (1—п&/, +оо) совпадает! 

с полиномом P\jhr^l

 п Р и ч е м ~ " е N, 1 Е 1 , / I . 

Тогда 
Sr,h(v, х) = J ]v k e k (x) , x = X i , " . . . 9 x h . 

k 
Л e м м a 8: 

( V ^ e R z") ( V / e W^r, M, iV)) | | / - 2 г * ( Л > х ) | | с < [ - 1 , . ] " > < 

< cwi (E Л'Г/ ̂ + max (k x h) 1) • 
• Лемма 8 — многомерный аналог леммы 13[2]. • 
Далее будем считать, что hi, mi, т таковы, ч т о 4 

в е 
8 * 4 

& ( m < = N ) & ^ l l 2 - m e = 

& (V / ((ЛГ1 = 2mi = ( е - 'Л^и) '" ' с,) & (с, е [ 1/2, 1]) & (m, е N))) & 

Мс«Ел<'м<<е/4)-
* Если r i < l , то вместо г / = 0 везде должна стоять единица. Аналогичное заме­

чание касается также [2] . 
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Df w / ^ R n — это вектор, у которого /-я координата рлвна единице, 
а остальные координаты равны нулю. • 

Df Сп= - биномиальный коэффициент. • 

k\(n — k)\ 

' Df 9К(6, Af)—множество всех векторов V E R , таких, что* 

( V k e Z ^ ) ( ( 2 > e Z ) & ( | o k | < A 0 & ( G ' ( l * i l >2mi))^(vk=0)) & 

&(yi((-2mi.+ ]rl[<kl<2mi)-> 
]Г;[ 

*>(\Vk~L ( - i r l C \ r i [ v k 4 W l \ < б ) ) ) ) . П 

п 
Л е м м а 9. Для любых к е П [ — 2 m / , 2т<] и y e R + можно по-

i=\ 
строить функцию е £ , т ( х ) , такую, что 

suppe k f V =suppekEJk , ^ c z R " , 

| / k | < ( | | r | | + 2)nnh f l k k , v - e k | | c ( / k ) < Y ) 

£в 2 (ekiY) < %y (1'og ^ j 1 / P + у + n2 + л I log у I J . 

• Лемма 9 — аналог леммы 15 [2]. • 

Df S r , h ,v(v, x ) = ^ y k ^ k ; Y ( x ) . • 
к 

Df Sr,h,v W = {2r,h,v (v, X ) | V G 3 R } . • 

С л е д с т в и е . Можно выбрать константы с и с\\г\\ так, чтобы при 
<6=ес1|Гц и у=—-— множество 2 r,h,v(® Ю) было г-сетью в 

Wx (г, M,W) . 
Выберем произвольные параметры q и 5 / , / е л — 9 + 1 , л, так, чтобы 

foe 1, n-l)&((\/l€En-q+l9n)(Sl<=E2, 2 ' —1)). 

Зафиксируем произвольную / е Sr,h,Y (® (б, #)) и представим ее в 
виде ' .... . ^Jk\ 

г д е 

X = (Xv . . . , X = ( X n - ^ i , . . . , хп), х = (х, х ) , к = (kv . . . , ^-<7), 

j = (jn-q+u • • • , /л ) , i = ( ln-f-И > • • • » S = (si-<7+l, • • • » s / i ) i 

j x s < i < s + j x s 

= / (^1^1, • • • , kn-qhn-q, ln-q+\ hn-q\\, - - - , *V*„). 

* Если то вместо ] r / [ = l везде должно стоять ]г/[ = 2. 
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Df Поставим в соответствие каждому V E R проекцию Рг^. (v) == 

= (РО е R так, чтобы pi = v~v если j х s < i < ( j x s) + s, и ft = 0 в про­
тивном случае. • 

Df Обозначим [~] st через s. • 

Л е м м ^ 10. Используя в предыдущих определениях вместо х пе­
ременные х = (ха1, . . . , ) лра надлежащем выборе индексов, мож­
но считать, что 

card I U U P r r , ( » ( * , i V ) ) l < Q - — ^ 8 ' / 8 ' 

• Доказательство можно получить с помощью рассуждений, ана­
логичных проведенным при доказательстве леммы 19 [2]. • 

Л е м м а 11: 

*4 Шъ ( х ) } ) <L1^Qs[nq^ + ± + q \ o g ^ + log ( J L ) V p ) cm. 

• Используем леммы 9 и 10. • 
Л е м м а 1.2: 

LBi ф < L l + ^ ( Ж ) т - иг (_L + io g £ . + i o g ( i ) I / p ) . 

• Используем (2) и леммы. 9 и 11, • 
Df Временно обозначим второе слагаемое в лемме 12 через L 2 . • 

Перенумеруем все различные функции из множества {/-.(*)} в неко-
тором порядке ^ ( х ) , g e l , [Q]. Тогда равенство (2) можно переписать 
таким образом: 

/'м=Е*б® £ ^ v ( x ) , (3) 

где 

^ с Г ? п П [ - Л ^ £ c a r d | a ^ | < L 2 . 

Л е м м а 13: 

*4 (/) <Z,x + £Q + с |И1 L 2 (log ( J L ) I / p + я ( я + 2. + log j J . 

• Используем (3) и леммы 9 и 11. • 
Л е м м а 14: 

(0 LBs(Wv e ) < L 3 + L 4 + L 2 с^ + с ^ Ш . у ~ ^ х 

X (log(^y / P
 + l o g l o g - ^ + q l r | u , p j ; 
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МР 

(Й) L\ (WV e ) < L 3 + L 4 + 4[L2 (log ( J L ) ' / P + log l o g ^ - + qn,n^ , 

где W^W^r, M, N, I ) , 

• Применяем леммы 3, 12, 13 и следствия из лемм 7, 8, 9. О 
С л е д с т в и е : 

(О (3 8 0 = е (М, N, г, /)) (V е < е0) {{СВг (W,, е) < L 6) & ( Г х , в) < L,)), 

(й) (V <у s {2, 3}) G ^ = е (М, г, /)) (V е < 

((LBT(W0, S)<L5 + ЬШпlog ^ & ( l B , ( Г 0 > e ) < L e + ^ , .„ ) ) 

где 

• Положим 9 = 1, s = J^-i-0||r|| lpg ("^"У / Р | и применим лемму 4. • ? 

Верхние оценки для Ьв1(№а, е), объявленные в теореме, непосред­
ственно вытекают из (1) и предыдущего следствия. Более того, еслш 
а е { 2 , 3}, то при любом е<е(М, /, г) 

Г вЛ^а, в) Ж max f ( ^ ) 1 / P , log-*-} . 

где константы в знаках X зависят лишь от ||г||, /г, р. 
З а м е ч а н и е . В доказательстве следствия леммы 14 не исполь­

зована лемма 5. Но с помощью леммы 5 (без использования лемм 6» 
7) можно найти порядки роста для функции Шеннрна 

LBAWO,*), LBAWO,*), LBAW^B) 

с точностью до мультипликативных констайт, зависящих, возможно, от 

llrll, п, р, N + m (в случае а ^ { 2 , 3} - от ||г||, /г, р, ||МЦ/|»). Без ис-

пользования лемм 5—7, но используя лемму 4; можно доказать, что* 
если . - ц ^ 

/ " = [ - 1 , i]»f | | М | | < с 1 И 1 р , / г>4 | | г | | 2 + 4||гЦ, а е { 2 ; 3 } , 

то при любом 8 < e ( r , М) 
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LB,(Wc, e ) < 
l o g ( ( i / e ) 1 / p 

6 ( | | r | | + l ) » logiV/e 

l og log iV/e 

Lk (Wo, e ) < ( < f t | i / e ) 1 / p + ft (1Й1 + 1)" l o g 
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