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Аннотация. Установлено существование одновременного продолжения с мажо-
рирующей подрешетки в классах регулярных полилинейных операторов и регу-
лярных однородных полиномов, действующих в векторных решетках. Под одно-
временным продолжением с подрешетки понимается правый обратный к линейно-
му положительному оператору ограничения на эту подрешетку, который является
порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом. Обобщаются аналогичные
факты, полученные ранее для ортогонально аддитивных полиномов и ортосиммет-
ричных полилинейных операторов. Доказательства опираются на линеаризацию
посредством тензорного произведения Фремлина и существование правого обрат-
ного к порядково непрерывному оператору со свойством Магарам.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена проблеме существования одновременного
продолжения в классах регулярных полилинейных операторов и регулярных од-
нородных полиномов, действующих в векторных решетках. Всюду ниже
E,E1, . . . , En и F — архимедовы векторные решетки.

Используются обозначения и терминология из [1–3]. В частности, однород-

ным полиномом степени n (или n-однородным полиномом) называется отобра-
жение P : E → F , для которого существует n-линейный оператор ϕ : En → F
такой, что P (x) = ϕ(x, . . . , x) (x ∈ E). При этом полилинейный оператор ϕ на-
зывается порождающим для P . Для каждого однородного полинома существует
единственный порождающий симметричный полилинейный оператор P̌ , называ-
емый ассоциированным.

Напомним также, что n-линейный оператор T : E1× · · · ×En → F называют
положительным и пишут T ≥ 0, если T (x1, . . . , xn) ≥ 0 для всех 0 ≤ xk ∈ Ek

(k = 1, . . . , n); n-однородный полином P : E → F называют положительным

(и обозначают P ≥ 0), если положительным является ассоциированный с ним
n-линейный оператор P̌ : En → F . Полилинейный оператор T (полином P )
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именуют регулярным, если он представим в виде разности двух положительных
n-линейных операторов (n-однородных полиномов). Пространства регулярных
n-линейныхоператоровизE1×· · ·×En вF ирегулярныхn-однородныхполиномов
из E в F обозначают символами L r(E1, . . . , En;F ) и Pr(nE,F ) соответственно.
Если решетка F порядково полна, то L r(E1, . . . , En;F ) и Pr(nE,F ) — порядко-
во полные векторные решетки. При этом Pr(1E,F ) — пространство линейных
регулярных операторов, обозначаемое через L r(E,F ).

Предположим, что F — порядково полная векторная решетка,G— мажори-

рующая подрешетка в E, т. е. G — векторная подрешетка и для произвольного
x ∈ E существует g ∈ G со свойствомx ≤ g. ОбозначимсимволомR отображение
из Pr(nG,F ) в Pr(nE,F ), ставящее в соответствие полиному P ∈ Pr(nE,F )
его ограничение P |G на G. В [4, следствие 22] для однородных положитель-
ных полиномов, действующих в векторных решетках, установлен вариант тео-
ремы Канторовича о продолжении линейных положительных операторов: если
0 ≤ P0 ∈ Pr(nG,F ), то существует такой полином 0 ≤ P ∈ Pr(nE,F ), что
P |G = P0. Привлекая аксиому выбора и разложение P = P+ − P−, отсюда без
труда можно вывести существование (нелинейного) правого обратного к опера-
тору R, т. е. такого отображения E : Pr(nG,F ) → Pr(nE,F ), что R ◦ E —
тождественный оператор на P(nG,F ) или, другим словами, E (P0)|G = P0 для
всех P0 ∈P(nG,F ).

Пусть теперьGk — мажорирующая подрешетка векторной решетки Ek (k =
1, . . . , n), F — по-прежнему порядково полная векторная решетка. Имеет место
аналог упомянутой теоремы Канторовича для n-линейных положительных опе-
раторов: положительный полилинейный оператор S0 ∈ L r(G1, . . . , Gn;F ), ма-
жорируемый положительнымполилинейнымоператоромT ∈ L r(E1, . . . , En;F ),
допускает продолжение до n-линейного оператора на всеE1 × · · · ×En с сохране-
нием положительности и мажорируемости (см. [4, теорема 20]). По аналогичным
соображениям существует (нелинейное) отображение E из L r(G1, . . . , Gn;F ) в
L r(E1, . . . , En;F ), являющееся правым обратным для оператора ограничения
R : T 7→ T |G1×···×Gn

.
ЕслиотображениеE линейно, то егоназывают оператором продолженияили

одновременным продолжением сG на E или сG1 × · · · ×Gn на E1 × · · · ×En.
С использованием понятия степени векторной решетки из [5] в [6, теорема 4]

доказано существованиеодновременногопродолжениярегулярныхортогонально
аддитивныходнородныхполиномов с мажорирующей подрешетки. Ранее для ре-
гулярныхбилинейныхоператоров существованиеодновременногопродолженияс
декартовапроизведениямажорирующихподрешетокустановленов [7, теорема3];
аналогичный результат для регулярных билинейных ортосимметричных опера-
торов получен в [8, теорема 4.3]. Банаховыаспектыодновременного продолжения
однородных полиномов см. в обзоре [9].

Цель заметки — показать, что упомянутые результаты об одновременном
продолжении можно распространить на произвольные регулярные n-линейные
операторы и регулярные однородные полиномы, действующие в векторных ре-
шетках, если вместо линеаризации с помощью степени привлечь линеаризацию
посредством тензорного произведения Фремлина (см. [10, 11]).

2. Формулировка основных результатов

Перечисленные ниже результатыутверждают существованиеодновременно-
го продолжения регулярных полилинейных и полиномиальных операторов, дей-
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ствующих из мажорирующей подрешетки векторной решетки в порядково пол-
ную векторную решетку.

Теорема А. ПустьE1, . . . , En,G1, . . . , Gn, F — векторные решетки, причем

Gk — мажорирующая подрешетка в Ek (k = 1, . . . , n), а F порядково полна. То-

гда существует одновременное продолжение n-линейных операторов E , являю-

щееся порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом из L r(G1, . . . , Gn;F )
в L r(E1, . . . , En;F ).

Если в теореме А положить n = 1, то приходим к следующему известному
результату для линейных регулярных операторов из [7].

Следствие 1. Если G — мажорирующая подрешетка векторной решетки

E, а F — порядково полная векторная решетка, то существует одновременное

продолжение E : L r(G,F ) → L r(E,F ) регулярных линейных операторов, яв-

ляющееся порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом.

Напомним, что n-линейный оператор T : E × . . . × E → F называют сим-

метричным, если для любой перестановки σ множества индексов {1, . . . , n} и
для всех (x1, . . . , xn) ∈ En выполняется T (x1, . . . , xn) = T (xσ(1), . . . , xσ(n)), и
ортосимметричным, если T (x1, . . . , xn) = 0 всякий раз, когда |xi| ∧ |xj | = 0
для какой-нибудь пары индексов 1 ≤ i, j ≤ n. Пусть L r

s (nE;F ) и L r
o (nE;F )

обозначают части L r(En;F ), состоящие из симметричных и ортосимметричных
полилинейных операторов соответственно.

В [5, теоремы3.2и3.3] установлено, чтосуществуетединственнаясточностью
до решеточного изоморфизма пара (En⊙,⊙n), где En⊙ — архимедова векторная
решетка, а ⊙n : En → En⊙ — ортосимметричный n-линейный оператор, которая
обладает следующим универсальнымсвойством: для любого ортосимметричного
n-линейного оператора T ∈ L r

o (nE;F ) существует единственный линейный опе-
ратор T⊙ ∈ L r(En⊙, F ) такой, что T = T⊙⊙n. Более того, отображение T 7→ T⊙

служит решеточным изоморфизмом из L r
o (nE,F ) на L r(En⊙, F ). Из этих фак-

тов выводится следующий результат, в случае билинейных операторов (n = 2)
установленный в [8, теорема 3.4].

Следствие 2. Пусть G — мажорирующая подрешетка в E, а F — поряд-

ково полная векторная решетка. Тогда существует одновременное продолже-

ние регулярных ортосимметричных n-линейных операторов E : L r
o (nG;F ) →

L r
o (nE;F ), являющееся порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом.

ПолиномP ∈Pr(nE,F ) называют ортогонально аддитивным, еслидлялю-
бой пары дизъюнктных элементов x, y ∈ E выполняется P (x+ y) = P (x) + P (y).
Обозначим символом Pr

oa(
nE,F ) часть Pr(nE,F ), состоящую из ортогональ-

но аддитивных полиномов. Если векторная решетка F порядково полна, то
Pr(nE,F )иPr

oa(
nE,F )такжепорядковополныевекторныерешетки(см., напри-

мер, [6, лемма 3]). Известно также, что положительный полином P ∈Pr(nE,F )
ортогонально аддитивен в том и только в том случае, когда ассоциированный с
ним n-линейный оператор P̌ : En → F ортосимметричен (см. [2, лемма 5.1]).

Теорема Б. Для любой тройки (E,F,G), где G — мажорирующая подре-

шетка векторной решетки E, а F — порядково полная векторная решетка, суще-

ствует одновременное продолжение регулярных n-однородных полиномов, явля-

ющееся порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом E из Pr(nG,F )
в Pr(nE,F ). Более того, E сохраняет свойство ортогональной аддитивности,

т. е. E (Pr
oa(

nG,F )) ⊂Pr
oa(

nE,F ).
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Замечание 1. В теореме А нельзя гарантировать, что E сохраняет сим-
метричность, т. е. что E

(
L r

s (nG,F )
)
⊂ L r

s (nE,F ) (см. пример 1 ниже). Тем не
менее, как следует из теоремы Б, в классе регулярных симметричныхn-линейных
операторов одновременное продолжение существует, так как векторные решетки
L r

s (nE,F ) и Pr(nE,F ) решеточно изоморфны.
Укажем еще два результата, вытекающие непосредственно из теоремы Б.

Следствие 3. Пусть G — мажорирующая подрешетка в E, а F — поряд-

ково полная векторная решетка. Тогда существует одновременное продолжение

E : L r
s (nG,F ) → L r

s (nE,F ) регулярных n-линейных симметричных операто-

ров, являющееся порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом.

Следствие 4. Пусть G — мажорирующая подрешетка в E, а F — по-

рядково полная векторная решетка. Тогда существует одновременное продол-

жение n-однородных ортогонально аддитивных полиномов E : Pr
oa(

sG,F ) →
Pr

oa(
sE,F ), являющееся порядково непрерывным решеточным гомоморфизмом.

Этот результат получен в [6, теорема 4].

3. Фремлиновское тензорное произведение

Рассмотрим (архимедовы) векторные решетки E1, . . . , En. n-Линейный опе-
раторT изE1×· · ·×En вF называют решеточным n-морфизмом, если линейный
оператор x 7→ T (x1, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , xn) является решеточным гомоморфиз-
мом при любом выборе 1 ≤ j ≤ n и xk ∈ Ek, j 6= k ≤ n (x−1 и xn+1 опускаются).

Тензорным произведением по Фремлину или фремлиновским тензорным

произведением векторных решеток E1, . . . , En называют пару (E1 ⊗ . . .⊗ En, φ),
удовлетворяющую следующим условиям:

(1) E1 ⊗ . . .⊗ En — архимедова векторная решетка;
(2) φ : E1 × . . .× En → E1 ⊗ . . .⊗ En — решеточный n-морфизм;
(3) для любой векторной решетки G и любого решеточного n-морфизма ψ

из E1 × . . . × En в G существует единственный решеточный гомоморфизм T :
E1 ⊗ . . .⊗ En → G, для которого T ◦ φ = ψ.

Теорема 1. Для любых векторных решеток E1, . . . , En существует тен-

зорное произведение (E1 ⊗ . . . ⊗ En, φ), единственное с точностью до решеточ-

ного изоморфизма. Если Gk — векторная подрешетка Ek (k = 1, . . . , n), то

G1 ⊗ . . .⊗Gn можно отождествить с векторной подрешеткой E1 ⊗ . . .⊗ En.

Решеточный n-морфизм φ принято обозначать символом ⊗; используется

такжеобозначение
n⊗

k=1

Ek := E1⊗. . .⊗En. Теорема 1 установлена в [10, 11]. В этих

же работах можно найти следующее универсальное свойство продолжения.

Теорема 2. Пусть E1, . . . , En и F — векторные решетки, причем F поряд-

ково полна. Отображение T 7→ T⊗ осуществляет линейный и порядковый изо-

морфизм между векторными решетками L r(E1⊗. . .⊗En, F ) и L r(E1, . . . , En;F ).

В частности, для каждого регулярногоn-линейного оператораB изE1× . . .×
En в F существует единственный линейный регулярный оператор T : E1 ⊗ . . . ⊗
En → F такой, что B = T⊗.

Приведем несколько вспомогательных утверждений, непосредственно выте-
кающих из теорем 1 и 2.
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Лемма 1. Пусть Gk — мажорирующая подрешетка векторной решетки Ek

(k = 1, . . . , n), F — порядково полная векторная решетка и A : E1 × . . .× En →
F — положительный n-линейный оператор. Предположим, что n-линейный опе-

ратор B0 : G1 × . . .×Gn → F удовлетворяет неравенствам 0 ≤ B0(x1, . . . , xn) ≤
A(x1, . . . , xn) для всех xk ∈ Gk (k = 1, . . . , n). Тогда B0 можно продолжить до

n-линейного оператора B : E1× . . .×En → F такого, что 0 ≤ B ≤ A. Если, сверх

сказанного, A и B0 симметричны, то B также можно выбрать симметричным.

Доказательство. Этот результатполучен в [12, теорема 3.4, следствие 3.5]
(см. также [4, теорема 16, следствие 17]). Здесь приведем другое доказатель-
ство, основанное на теоремах 1 и 2. В силу свойств фремлиновского тензорного

произведения
n⊗

k=1

Gk служит векторной подрешеткой решетки
n⊗

k=1

Ek (см. [10,

следствие 4.5]). По теореме 2 существуют операторы S0 ∈ L r

( n⊗
k=1

Gk, F

)
и

T ∈ L r

( n⊗
k=1

Ek, F

)
такие, что B0 = S0 ◦ ⊗, A = T ◦ ⊗ и S0u ≤ Tu для всех

u ∈
n⊗

k=1

Gk. В силутеоремыопродолжениилинейныхположительныхоператоров

[1, теорема 1.26] оператор S0 допускает продолжение до линейного положитель-

ного оператора S из
n⊗

k=1

Ek в F такого, что 0 ≤ S ≤ T . Как видно, B := S ◦ ⊗ —

искомый n-линейный оператор.
Если A и B0 симметричны и B — существующее по уже доказанному выше

положительное n-линейное продолжение B0 на E1 × . . .× En такое, что 0 ≤ B ≤
A, то симметризация Bs оператора B удовлетворяет требуемым условиям: Bs

симметричен, продолжаетB0 и 0 ≤ Bs ≤ A. �

Лемма 2. Пусть Gk — мажорирующая подрешетка векторной решетки Ek

(k = 1, . . . , n), F — порядково полная векторная решетка и B0 : G1× . . .×Gn →
F — положительный n-линейный оператор. Тогда B0 допускает n-линейное

положительное продолжение B : E1× . . .×En → F . Если при этом оператор B0

симметричен, то и продолжение B можно выбрать симметричным.

Доказательство. Работают те же соображения,что и выше,но вместо тео-
ремыомажорированномпродолжении [1, теорема1.26] нужноприменитьтеорему
Канторовича о продолжении положительного оператора [1, теорема 1.32]. �

Замечание 2. Лемма 2 верна и в том случае, когда Gk — мажорирующее
подпространство векторной решетки Ek (см. [12, теорема 3.15, следствие 3.16] и
[4, теорема 20, следствие 21]). Однако такая общность нам не потребуется.

Пример 1. Покажем, что во втором утверждении леммы 1 нельзя, вообще
говоря, опустить предположение о симметричности оператора A. Пусть E :=
C([0, 1]) — векторная решетка непрерывных функций на единичном отрезке и
возьмем пару чисел r, t ∈ [0, 1], r 6= t. Подрешетку G ⊂ C([0, 1]) определим
формулой G := {x ∈ C([0, 1]) : x(r) = x(t)}. Рассмотрим положительную били-
нейную форму A : E × E → R, где A(x, y) := x(r)y(t) для всех x, y ∈ E. Если B0

обозначает ограничение A на подрешетку G ×G, то B0 — симметричная форма.
Предположим, что B0 допускает симметричное продолжение B на все E × E та-
кое, что 0 ≤ B ≤ A. Учитывая, что E ⊗ E равномерно плотна в C([0, 1]× [0, 1]),
из теоремы 2 получаем существование линейного ограниченного функционала
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f : C([0, 1]× [0, 1]) → R такого, что B(x, y) = f(x ⊗ y) для всех x, y ∈ E, причем
0 ≤ f ≤ ε(r,t), где ε(r,t) — мера Дирака, сосредоточенная в точке (r, t) ∈ [0, 1]2. Но
тогдав силуизвестнойхарактеризациирешеточныхгомоморфизмов,установлен-
ной С. С. Кутателадзе (см. [1, теорема 2.50]), должно быть f = λε(r,t) для некото-
рого 0 < λ ∈ R, следовательно, B(x, y) = f(x ⊗ y) = λε(r,t)(x ⊗ y) = λx(r)y(t), а
это противоречит симметричноcти B.

Учитывая, что между пространством регулярных n-однородных полиномов
Pr(nE,F ) и пространством регулярных симметричных линейных операторов
L r

s (En, F ) имеется сохраняющее порядок взаимно однозначное соответствие, по-
лучаем

Следствие 5. Пусть E, F и G — векторные решетки, причем F порядково

полна, а G является подрешеткой E. Если положительные n-однородные поли-

номы 0 ≤ P0 ∈Pr(nG,F ) и 0 ≤ Q ∈Pr(nE,F ) таковы, что P0 ≤ Q|G, то суще-

ствует продолжение P0 до n-однородного регулярного полинома P ∈Pr(nE,F )
такого, что 0 ≤ P ≤ Q.

Доказательство. Этот результат получен в [4, следствие 3.6]. �

Следствие 6. Пусть G — мажорирующее подпространство векторной ре-

шетки E и F — порядково полная векторная решетка. Положительный n-

однородный полином P0 ∈ Pr(nG,F ) допускает продолжение до положитель-

ного n-однородного полинома P ∈Pr(nE,F ).

4. Доказательство основных теорем

Доказательство опирается на тот факт, что при определенных условиях опе-
ратор ограничения R порядково непрерывен и сохраняет интервалы, а такой опе-
ратор имеет правый обратный оператор. Доказательство разобьем на ряд вспо-
могательных фактов.

Говорят, что линейный оператор T : E → F сохраняет интервалы, или
обладает свойством Магарам, если T ([0, x]) = [0, T x], т. е. для любых x ∈ E+

и 0 ≤ f ≤ Tx ∈ F+ существует 0 ≤ e ≤ x такой, что f = Te. Скажем, что
оператор T обладает свойством Леви, если T (E)⊥⊥ = F и для произвольной
возрастающей сети (xα) в E+ порядковая ограниченность сети (Txα) в F влечет
существование supα xα.

Лемма 3 (теорема о существованииправого обратного). Пусть E и F — по-

рядково полные векторные решетки, а R : E → F — положительный порядково

непрерывный оператор. Если R обладает свойствами Леви и Магарам, то су-

ществует порядково непрерывный решеточный гомоморфизм S : F → E такой,

что R ◦ S = IF .

Доказательство см. в [13, теорема 3.4.10]. �

Лемма 4. Если оператор T0 из (E1)+ × . . . × (En)+ в G+ аддитивен и

положительно однороден по каждому из аргументов, то существует и притом

единственный положительный полилинейный оператор T : E1 × · · · × En → G,

продолжающий T0.

При этом для xk ∈ Ek (k = 1, . . . , n) из формулы xk := x+
k − x−k следует, что

значение T (x1, . . . , xn) допускает представление

T (x1, . . . , xn) =
∑

σ

(−1)c(σ)T0

(
x
σ(1)
1 , . . . , xσ(n)

n

)
,
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где сумма берется по всем функциям σ : {1, . . . , n} → {+,−} и c(σ) обозначает
число элементов в прообразе σ−1(−).

Доказательство см. в [12, теорема 2.3]. �

Лемма 5. Оператор ограничения R : T 7→ T |G1×···×Gn
, действующий из

L r(E1, . . . , En;F ) в L r(G1, . . . , Gn;F ), линеен, строго положителен и порядково

непрерывен. Более того, R обладает свойством Леви и свойством Магарам.

Доказательство. Линейность и положительность оператораR очевидны.
Допустим, что 0 ≤ T ∈ L r(E1, . . . , En;F ) и T |G1×···×Gn

= 0. Для произвольных
xk ∈ Ek подберем такие g′k, g

′′
k ∈ Gk, что−g′k ≤ xk ≤ g′′k . Тогда в силу положитель-

ности T имеем |T (x1, . . . , xn)| ≤ T (g′1, . . . , g
′
n) ∨ T (g′′1 , . . . , g

′′
n) = 0, следовательно,

T (x1, . . . , xn) = 0. Отсюда видно, что оператор R строго положителен.
Если убывающая сеть положительных операторов (Tα) порядково сходится

к нулю в L r(E1, . . . , En;F ), то сеть (Tα(x1, . . . , xn)) также убывает и порядково
сходится к нулю для любых 0 ≤ xk ∈ Ek (k = 1, . . . , n). Но тогда то же верно
и при замене xk на 0 ≤ gk ∈ Gk (k = 1, . . . , n), значит, сеть (R(Tα)(g1, . . . , gn))
также порядково сходится к нулю, что и показывает порядковую непрерывность
оператора R.

Тот факт, что оператор R обладает свойством Магарам, следует непосред-
ственно из леммы 1. Остается проверить свойство Леви. Заметим, что опера-
тор R сюръективен в силу леммы 2. Предположим, что сеть (Tα) возрастает в
L r(E1, . . . , En;F ), а сеть R(Tα) ограничена оператором T0 в L r(G1, . . . , Gn;F ).
Для 0 ≤ xk ∈ Ek подберем gk ∈ Gk так, что xk ≤ gk. Тогда для любого индекса
α выполняются неравенства Tα(x1, . . . , xn) ≤ R(Tα)(g1, . . . , gn) ≤ T0(g1, . . . , gn),
следовательно, существует T (x1, . . . , xn) := supα Tα(x1, . . . , xn) в F . Легко про-
веряется, что оператор T : (E1 × · · · × En)+ → F+ аддитивен и положительно
однороден, стало быть, допускает единственное продолжение до положительного
n-линейного оператора на всем E1 × . . .× En по лемме 4. Обозначив это продол-
жение тойже буквойT , видим, чтоT = supα Tα выполняетсяв L r(E1, . . . , En;F ),
что и требовалось. �

Лемма 6. Оператор ограничения R : T 7→ T |G1×···×Gn
, действующий из

L r
s (En;F ) в L r

s (Gn;F ), линеен, строго положителен и порядково непрерывен.

Более того, R обладает свойством Леви и свойством Магарам.

Доказательство повторяет те же рассуждения, что и выше. �

Лемма 7. ЕслиE и F — векторные решетки, причем F порядково полна, то

L r
o (nE;F ) является полосой порядково полной векторной решетки L r

s (nE;F ),
а Pr

oa(
nE,F ) — полосой порядково полной векторной решетки Pr(nE,F ).

Доказательство. Сначала заметим, что если T ∈ L r
o (nE;F ), то верно

также |T | ∈ L r
o (nE;F ). В самом деле, если x1, . . . , xn ∈ E+, то |T |(x1, . . . , xn)

совпадает с точной верхней границей направленного вверх семейства
{ ∑

i1,...,in

|T (u1,i1 , . . . , un,in)| : (uk,ik)mk

ik=1 ∈ �(xk), 1 ≤ k ≤ n, mk ∈ N
}
,

где �(xk) состоит из таких векторов (uk,1, . . . , uk,mk
), что xk = uk,1 + · · · + uk,mk

и uk,ik ∈ E+ для всех 1 ≤ k ≤ n и 1 ≤ ik ≤ mk. Если xi ∧ xj = 0, то ui,l ∧ uj,l′ = 0
для всех 1 ≤ l, l′ ≤ n. Отсюда видно, что T (u1,i1 , . . . , un,in) = 0 в силу ортосим-
метричности оператора T , поэтому |T |(x1, . . . , xn) = 0. Возьмем S ∈ L r

s (nE,F ),
T ∈ L r

o (nE,F ) и допустим, что |S| ≤ |T |. Если xi∧xj = 0, то |T |(x1, . . . , xn) = 0 в
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силу уже доказанного, поэтому |S|(x1, . . . , xn) = 0. Тем самымL r
o (nE;F ) являет-

ся порядковым идеалом в L r
s (nE;F ). Рассуждения, аналогичные приведенным

выше, убеждают в том, что L r
o (nE;F ) содержит супремумы направленных вверх

семейств. Таким образом, L r
o (nE;F ) — полоса в L r

s (nE;F ).
Второе утверждение вытекает из первого ввиду следующих замечаний. Из

определения однородного полинома следует непосредственно, что пространства
L r

s (nE;F ) иPr(nE,F ) изоморфныкакупорядоченные векторныепространства.
Известно также, что положительный полином P ∈ Pr(nE,F ) ортогонально ад-
дитивен в том и только в том случае, когда ассоциированный с ним n-линейный
оператор P̌ : En → F ортосимметричен (см. [2, лемма 5.1]). Следовательно,
L r

o (nE;F ) и Pr
oa(

nE,F ) также решеточно изоморфны. �

Лемма 8. Если T ∈ L r
s (nE;F ) и R(T ) ⊥ L r

o (nG;F ), то T ⊥ L r
o (nE;F ).

Доказательство. Заметим, что ограничение ортосимметричного операто-
ра ортосимметрично, т. е. R

(
L r

o (nE;F )
)
⊂ L r

o (nG;F ). Еслибытребуемое утвер-
ждение было ложно, то для некоторых 0 ≤ T ∈ L r

s (nE;F ) и S ∈ L r
o (nE;F ) было

бы R(T ) ⊥ L r
o (nG;F ) и 0 < S ≤ T . Следовательно, с учетом строгой положи-

тельностиоператораограниченияRпришлибыкпротиворечивымсоотношениям
0 < R(S) ≤ R(T ) и R(S) ⊥ R(T ), так как R(S) ∈ L r

o (nG;F ). �

Доказательство теорем А и Б. Теорема А следует непосредственно из
лемм 3 и 5: нужно в лемме 3 взять R := R и заметить, что правый обратный
к оператору ограничения R является искомым оператором одновременного про-
должения; применимость леммы 3 обеспечивается леммой 5. Первая часть тео-
ремы Б равносильна следствию 3 ввиду решеточного изоморфизма L r

s (nE;F ) ≃
Pr(nE,F ), а следствие 3, в свою очередь, вытекает непосредственно из лемм 3
и 6. Остается показать, что одновременное продолжение сохраняет ортогональ-
ную аддитивности полиномов. Пусть Es (соответственно Eo) — одновременное
продолжение в классе регулярных симметричных (соответственно ортосиммет-
ричных) n-линейных операторов, существующее в силу уже доказанной первой
части теоремы Б (соответственно следствия 2). Возьмем порядковый проек-
тор π в L r

s (nG;F ) на полосу L r
o (nG;F ), существование которого гарантиро-

вано леммой 7. Определим оператор E : L r
s (nG;F ) → L r

s (nE;F ) формулой
E (T ) := Eo(πT ) + Es(π′T ), где π′ — порядковый проектор, дополнительный к π.
Тогда E — искомый операторпродолжения. Действительно, если T ∈ L r

o (nG;F ),
тоπT = T иπ′T = 0, поэтомуE (πT ) = Eo(π2T )+Es(ππ′T ) = Eo(πT ) ∈ L r

o (nE;F ).
Далее,

E (T )|G = Eo(πT )|G + Es(π′T )|G = πT + π′T = T,

т. е. E (T ) продолжает T . Учитывая, что по лемме 8 Eo(πT ) ⊥ ǫs(π′T ), выводим

|E (T )| = |Eo(πT )|+ |Es(π′T )| = Eo(π|T |) + Es(π′|T |) = E (|T |),

значит, E сохраняет модуль. Остальные свойства E очевидны. �

Замечание 3. В том случае, когдаE и F — банаховы решетки, а простран-
ства операторов (полиномов) рассматриваются с регулярной нормой, оператор
продолжения с мажорирующей подрешетки непрерывен, так как всякий положи-
тельный оператор (полином) в банаховых решетках автоматически непрерывен.
В то же время сохраняющий норму оператор продолжения с произвольной за-
мкнутой подрешетки— явление довольно редкое (см., например, теоремуАндо об
одновременном продолжении функционалов [14, гл. 6, теорема 3]). Возможность
изучения подобных вопросов для операторов и полиномов связана с сочетанием
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описанного выше подхода с другой теоремой Андо о существовании проекций на
замкнутые идеалы банаховой решетки (см. [14, гл. 1, теорема 4]).
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