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© 2005 ã. Â. Ô. ÑÎÊÎËÎÂ, ä-ð �èç.-ìàò. íàóê(Îòäåë ìàòåìàòèêè ÊÍÖ ÓðÎ �ÀÍ, Ñûêòûâêàð)ÈÒÅ�ÀÒÈÂÍÛÉ ÑÈÍÒÅÇ �ÎÁÀÑÒÍÛÕ �Å�ÓËßÒÎ�ÎÂÏ�È ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÍÎ�ÌÀÕ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ1�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿìíîãîìåðíîãî ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî íîìèíàëüíîãî îáúåêòà ñ îïåðàòîðíûìèâîçìóùåíèÿìè ïî âûõîäó è óïðàâëåíèþ è îãðàíè÷åííûì âíåøíèì âîçìóùå-íèåì. Íîðìû (âåñà) âñåõ âîçìóùåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèçâåñòíûìè è ïîäëå-æàùèìè îöåíèâàíèþ ïî äàííûì èçìåðåíèé. Ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà çàìêíóòîéñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñëóæèò íàèõóäøåå â êëàññå äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé çíà-÷åíèå ℓ∞ íîðìû âûõîäà îáúåêòà. Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà äëÿ ðàññìàòðè-âàåìûõ îáúåêòîâ â êëàññå ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿ-òîðîâ îêàçûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé �óíêöèåé êàê èíäóöèðîâàííûõ íîðì ïåðå-äàòî÷íûõ ìàòðèö çàìêíóòîé ñèñòåìû, òàê è íîðì âîçìóùåíèé. Â ýòîì ñëó÷àåêëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà ïðè èç-âåñòíûõ íîðìàõ âîçìóùåíèé ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å ℓ1 îïòèìèçàöèè,à çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ íîðì âîçìóùåíèé � ê çàäà÷åëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü èòåðàòèâíîå ïîî÷å-ðåäíîå ðåøåíèå çàäà÷ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðà è îöåíèâàíèÿ íîðì âîçìóùåíèé âêà÷åñòâå ýâðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãó-ëÿòîðà ïðè íåèçâåñòíûõ íîðìàõ âîçìóùåíèé. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñâè-äåòåëüñòâóþò îá ý��åêòèâíîñòè ýòîãî ìåòîäà.1. ÂâåäåíèåÊëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî èëè ñóáîïòèìàëüíîãî (ò.å. áëèçêî-ãî ê îïòèìàëüíîìó ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ) óïðàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå àïðè-îðíîé èí�îðìàöèè î ìîäåëè íîìèíàëüíîãî îáúåêòà è ìíîæåñòâàõ äîïóñòèìûõ îïå-ðàòîðíûõ è âíåøíèõ âîçìóùåíèé. Ýòè ìíîæåñòâà îáû÷íî îïèñûâàþòñÿ ïîñðåäñòâîìòåõ èëè èíûõ îãðàíè÷åíèé íà íîðìû âîçìóùåíèé è ïîðîæäàþò ñîîòâåòñòâóþùååèì íàïðàâëåíèå òåîðèè ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ñòàòüå çàäà÷à ñèíòåçà ñóáîïòè-ìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ℓ1 ïîñòàíîâêå, ñîîòâåòñòâóþùåéîñíîâíîìó ñèãíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ℓ∞ îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé. Ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà çàìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñëóæèò íàèõóäøååçíà÷åíèå ℓ∞ íîðìû âûõîäà ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñ îïåðàòîðíûìè âîçìó-ùåíèÿìè ïî âûõîäó è óïðàâëåíèþ è ñ îãðàíè÷åííûì âíåøíèì âîçìóùåíèåì.Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ ñëîæíûõ íåâûïóêëûõ çàäà÷ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè âñïîìî-ãàòåëüíîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿòîðîâ, ãàðàíòèðóþùèõ çàðàíåå ïðåäïèñàííóþ1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò � 02-01-00474).110



âåðõíþþ îöåíêó ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà. Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé îï-òèìàëüíîé çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ ïîèñêîì íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíèöû ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ. Â [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé âåðõíåé îöåíêè ïî-êàçàòåëÿ êà÷åñòâà â ðàìêàõ ℓ1-òåîðèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñïåêòðàëü-íûé ðàäèóñ îïðåäåëåííîé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ℓ1 íîðì èìïóëüñíûõ îòêëèêîâçàìêíóòîé ñèñòåìû, áûë ìåíüøå åäèíèöû (ïðè ýòîì èí�îðìàöèÿ îá îãðàíè÷åíèÿõíà íîðìû âîçìóùåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè óêàçàííîé ìàòðèöû). Íà îñíî-âàíèè ýòîãî â [2℄ áûëî ïðåäëîæåíî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, îñíîâàííîå íàñåòî÷íîì ïîèñêå â ïðîñòðàíñòâå ñïåöèàëüíûõ øêàëèðóþùèõ äèàãîíàëüíûõ âåùå-ñòâåííûõ ìàòðèö. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþäî ε íåîáõîäèìî ðåøèòü ïîðÿäêà (
1

ε

)n+1 çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå
n � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðíûõ âîçìóùåíèé.Íåíàäåæíîñòü, íåïîëíîòà èëè îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè, òðåáóþùåé-ñÿ äëÿ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ â ðàìêàõ òîé èëè èíîé òåîðèè ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ,âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè èëè îáîãàùåíèÿ èí�îðìàöèè îá óïðàâëÿåìîì îáú-åêòå íà îñíîâå äàííûõ èçìåðåíèé. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðÿä íîâûõ âñïîìîãàòåëüíûõçàäà÷, ê êîòîðûì, â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè, îòíîñÿòñÿ:� çàäà÷à âåðè�èêàöèè ìîäåëè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïðîâåðêå íåïðîòèâîðå÷èâîñòèàïðèîðíîé èí�îðìàöèè è äàííûõ èçìåðåíèé;� îöåíèâàíèå íîðì âîçìóùåíèé ïî äàííûì èçìåðåíèé ïðè çàäàííîé ìîäåëè íî-ìèíàëüíîãî îáúåêòà;� èäåíòè�èêàöèÿ, ò.å. ïîñòðîåíèå ìîäåëè íîìèíàëüíîãî îáúåêòà è îöåíèâàíèåíîðì âîçìóùåíèé ïî äàííûì èçìåðåíèé.Àêòóàëüíîñòü ýòèõ çàäà÷ áûëà ïðèçíàíà åøå â íà÷àëå 90-õ ãã. ïðîøëîãî ñòî-ëåòèÿ (ñì., íàïðèìåð, ñïåöâûïóñêè Automati
a è IEEE Transa
tions on Automati
Control [3, 4℄) è âîçðîñëà ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè (àíîíñèðîâàíû ñïåöâûïóñêè ýòèõæóðíàëîâ â 2004�2005 ãã., ïîñâÿùåííûå ïðîáëåìàì èäåíòè�èêàöèè). Çàäà÷è âåðè-�èêàöèè ìîäåëè è îöåíèâàíèÿ íîðì âîçìóùåíèé ðàññìàòðèâàëèñü â îñíîâíîì âðàìêàõ H∞-òåîðèè ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ [5, 6℄. Îäíàêî äàæå áîëåå ïðîñòàÿ çà-äà÷à âåðè�èêàöèè ìîäåëè îñòàåòñÿ äàëåêîé îò ïîëíîãî ðåøåíèÿ [7, 8℄. Â îòëè÷èåîò H∞-òåîðèè, çàäà÷à âåðè�èêàöèè ìîäåëè â ðàìêàõ ℓ1-òåîðèè îêàçûâàåòñÿ äîñòà-òî÷íî ïðîñòîé, è åå ðåøåíèå äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ íîìèíàëüíûõ ìîäåëåéñî ñòðóêòóðèðîâàííûìè âîçìóùåíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ,ïîðîæäåííûõ àïðèîðíîé èí�îðìàöèåé è äàííûìè èçìåðåíèé [9℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîäåëü íîìèíàëüíîãî îáúåêòà èçâåñòíà (âû-áðàíà êîíñòðóêòîðîì ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ), à âåðõíèå ãðàíèöû íîðì âîçìóùåíèéíåèçâåñòíû èëè ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì ãðóáûìè. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿâåðõíèõ ãðàíèö íîðì âîçìóùåíèé ïî äàííûì èçìåðåíèé ðåøàåòñÿ â êîíòåêñòå çàäà-÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå îïòèìàëüíûå îöåíêè âåðõíèõãðàíèö ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî íîðìàìè âîçìóùåíèé). Ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû ê èäåí-òè�èêàöèè è, â ÷àñòíîñòè, ê îöåíèâàíèþ íîðì âîçìóùåíèé áàçèðóþòñÿ íà èäåíòè-�èêàöèîííûõ êðèòåðèÿõ, ýêñïëóàòèðóþùèõ èäåþ ìèíèìèçàöèè íîðì âîçìóùåíèé âòîì èëè èíîì ñìûñëå. Õîðîøî èçâåñòíîé ïðîáëåìîé â çàäà÷àõ èäåíòè�èêàöèè äëÿðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà èäåíòè�èêàöèîííîãî êðèòåðèÿ,ïðîèñòåêàþùàÿ èç íåîáõîäèìîñòè îöåíêè îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà ðàçëè÷íûõ âîçìó-ùåíèé. Òèïè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ñîñòîÿò â ìèíèìèçàöèè íîðìûâíåøíåãî âîçìóùåíèÿ ïðè íàëîæåíèè �èêñèðîâàííûõ îãðàíè÷åíèé íà îïåðàòîðíûåâîçìóùåíèÿ äëÿ ñîáëþäåíèÿ óñëîâèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìûèëè â ìèíèìèçàöèè ìàêñèìóìà íîðì âíåøíåãî è îïåðàòîðíûõ âîçìóùåíèé [5, 6℄.Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå îöåíêè íîðì âîçìóùåíèé ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïðè-111



åìëåìûìè, åñëè äëÿ íèõ îêàæóòñÿ íàðóøåííûìè óñëîâèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè.Ñ ñåðåäèíû 90-õ ãã. ïðåäïðèíèìàëèñü çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ðàç-ðûâà ìåæäó ìåòîäàìè ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ è òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìèèäåíòè�èêàöèè ñèñòåì. Ýòè óñèëèÿ áûëè ñâÿçàíû â îñíîâíîì ñ H∞-òåîðèÿìè ðî-áàñòíîãî óïðàâëåíèÿ è ñ�îðìèðîâàëè íîâûå íàïðàâëåíèÿ â èäåíòè�èêàöèè (�iden-ti�
ation for robust 
ontrol�, �
ontrol-oriented identi�
ation�) [10℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåèñïîëüçóåòñÿ �ýêñòðåìàëüíûé� ïîäõîä ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ïîêàçàòåëüêà÷åñòâà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò â ðîëè èäåíòè�èêàöèîííîãî êðèòåðèÿ äëÿîöåíèâàíèÿ íîðì âîçìóùåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå òàêîé ïîäõîä ñ÷èòàåòñÿ íåðåàëèçóå-ìûì, ïîñêîëüêó âåäåò ê ñëèøêîì ñëîæíûì íåâûïóêëûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè è êíåðàçðåøèìûì çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîáëåìàì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîääàþùèõñÿ ðåøåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì ìû ðàññìàòðè-âàåì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü íîìèíàëüíîãî îáúåêòà ñ âîçìóùåíèÿìè íåñî-êðàòèìûõ ìíîæèòåëåé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû è ñ îãðàíè÷åííûì âíåøíèì âîçìó-ùåíèåì. Äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ âîçìóùåíèÿ íåñîêðàòèìûõ ìíîæèòåëåé ïåðåäàòî÷íîéìàòðèöû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîðíûå âîçìóùåíèÿ ïî âûõîäó è óïðàâ-ëåíèþ. Ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèçâåñòíûìè ℓ∞ íîðìà âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ è èíäóöèðî-âàííûå íîðìû (âåñà) äèàãîíàëüíî âçâåøåííûõ íà ñâîèõ âõîäàõ îïåðàòîðíûõ âîçìó-ùåíèé. Òàêàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè âàæíûìè äîñòî-èíñòâàìè. Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé�óíêöèåé êàê èíäóöèðîâàííûõ íîðì ïåðåäàòî÷íûõ ìàòðèö çàìêíóòîé ñèñòåìû, òàêè íîðì (âåñîâ) âîçìóùåíèé. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâà, ê ïðîâåðêå êîòîðûõ ñâîäèò-ñÿ çàäà÷à âåðè�èêàöèè ìîäåëè, îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî íîðì âîç-ìóùåíèé. Áëàãîäàðÿ äðîáíî-ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà îò íîðìïåðåäàòî÷íûõ ìàòðèö ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãó-ëÿòîðà ïðè èçâåñòíûõ íîðìàõ âîçìóùåíèé ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å ℓ1 îïòè-ìèçàöèè, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ε äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïîðÿäêà
ln(1/ε) çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ èç-ëèøíèì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñèíòåçà ðåãóëÿòîðà ñ ïîìîùüþ çàòðàòíî-ãî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñåòî÷íîãî ïîèñêà [2℄. Ñâîäèìîñòü çàäà÷ ñèíòåçàñóáîïòèìàëüíûõ ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëÿõ êà÷åñòâà èñïîëüçîâàëàñü â çàäà÷àõ ðåãóëèðîâà-íèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì [11, 12℄, â ñïåöèàëüíîé çàäà÷å ñëåæåíèÿ [13℄ è â çàäà÷àõñèíòåçà ñî ñïåöèàëüíûì ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà [14℄.Â ñèëó äðîáíî-ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà îò íîðì âîçìóùåíèéçàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ íîðì âîçìóùåíèé ïðè �èêñèðîâàííîì ðåãóëÿòîðåòàêæå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòüìåòîä èòåðàòèâíîãî ïîî÷åðåäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèíòåçà è îöåíèâàíèÿ äëÿ ïîñòðî-åíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ èçâåñòíîãî íîìèíàëüíîãî îáúåêòàñ àïðèîðè íåèçâåñòíûìè èëè ãðóáûìè âåðõíèìè îöåíêàìè íîðì âîçìóùåíèé. Õîòÿòåîðåòè÷åñêè èòåðàòèâíàÿ ïîî÷åðåäíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì íåãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà, ðåçóëüòàòûìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò îá ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà. Ïðåäëàãàåìûé èòåðà-òèâíûé àëãîðèòì ñèíòåçà ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà ïîïóòíî ðåøàåò äâå âàæíûå äî-ïîëíèòåëüíûå çàäà÷è: âû÷èñëÿåò îïòèìàëüíûå îöåíêè íîðì âîçìóùåíèé, íå ïðî-òèâîðå÷àùèå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè è äàííûì èçìåðåíèé, è çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿêà÷åñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîñòðîåííîìó ðåãóëÿòîðó è ïîëó÷åííûì îöåíêàì.Îáîçíà÷åíèÿ

|x|∞ := maxi |xi| äëÿ âåêòîðà x = (x1, . . . , xn)∗ ∈ Rn.
ℓn � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x(0),

x(1), . . .) ñ ýëåìåíòàìè x(k) ∈ Rn; xt
0 := (x(0), x(1), . . . , x(t)).112



ℓn
∞ � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé ‖x‖∞ := sup

k

|x(k)|∞.
ℓ1 � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé

‖x‖1 ::=
∑
k

|x(k)|.Îòîáðàæåíèå H : ℓp → ℓq íàçûâàåòñÿ ℓ∞-óñòîé÷èâûì (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, óñòîé-÷èâûì), åñëè îíî ïðè÷èííîå, îòîáðàæàåò ℓp
∞ â ℓq

∞ è
‖H‖ := sup

x 6=0

‖H(x)‖∞
‖x‖∞

< +∞(1)(‖H‖ íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì óñèëåíèÿ H â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî îòîáðàæå-íèÿ H). Òåðìèíû îòîáðàæåíèå è ñèñòåìà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ëþáàÿ ëè-íåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïðè÷èííàÿ ñèñòåìà H : ℓp → ℓq ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ââèäå ñâåðòêè
Hx(t) :=

t∑

k=0

H(k)x(t − k) , H(k) := (Hij(k)),â êîòîðîé òî æå îáîçíà÷åíèå H èñïîëüçîâàíî äëÿ q × p ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èçèìïóëüñíûõ îòêëèêîâ Hij ∈ ℓ îò j-ãî âõîäà ê i-ìó âûõîäó. Ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿñèñòåìà H ℓ∞-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hij ∈ ℓ1 äëÿ âñåõ i, j. Èíäóöè-ðîâàííàÿ íîðìà óñòîé÷èâîé ñèñòåìû H îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (1) è ðàâíà
‖H‖ = max

1≤i≤q

p∑

j=1

‖Hij‖1.Ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ H(λ) :=
∞∑

k=0

H(k)λk, λ ∈ C, íàçûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåéñèñòåìû H . ×èñëî ‖H(λ)‖ := ‖H‖ íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé ïåðåäàòî÷íîéìàòðèöû. 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, èçîáðàæåííóþ íàðèñ. 1. Ñèñòåìà G íà ðèñóíêå îáîçíà÷àåò ëèíåéíûé ñòàöèîíàðíûé îáúåêò óïðàâëå-íèÿ, íàçûâàåìûé íîìèíàëüíûì, K � ëèíåéíûé ñòàöèîíàðíûé ðåãóëÿòîð, z � óïðàâ-ëÿåìûé âûõîä îáúåêòà, y � èçìåðÿåìûé âûõîä, u � óïðàâëåíèå è w � íåèçâåñòíîå
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âíåøíåå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ
‖w‖∞ ≤ 1.Íåîïðåäåëåííîñòü âíóòðåííåãî îïèñàíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåèç-âåñòíûì îïåðàòîðíûì âîçìóùåíèåì ∆, èí�îðìàöèÿ î êîòîðîì îãðàíè÷èâàåòñÿâêëþ÷åíèåì

∆ ∈ ∆ := {∆ = diag (∆1, · · · , ∆n) | ∆i : ℓqi
∞ → ℓpi

∞− ñòðîãî ïðè÷èííûé, ‖∆i‖ ≤ 1}.Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ∆ âêëþ÷àåò íåëèíåéíûå íåñòàöèîíàðíûå îïåðàòîðíûå âîç-ìóùåíèÿ, íî âñå ñ�îðìóëèðîâàííûå äàëåå óòâåðæäåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè èâ ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçìóùåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ íåëèíåéíûìè ñòàöèîíàðíûìè èëè ëèíåé-íûìè íåñòàöèîíàðíûìè [15℄. Îòîáðàæåíèÿ ∆i ðàçìåðíîñòåé pi×qi, i = 1, . . . , n, îïè-ñûâàþò íåçàâèñèìûå îïåðàòîðíûå âîçìóùåíèÿ, è ðàññìîòðåííàÿ íåîïðåäåëåííîñòüíàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðèðîâàííîé. Ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû Ww è Wp õàðàê-òåðèçóþò âåñà âíåøíåãî è îïåðàòîðíîãî âîçìóùåíèé è â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõçàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.Çàäà÷åé ℓ1-îïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäàííîãî îáúåêòàG áóäåìíàçûâàòü çàäà÷ó
inf
K

J(K, G, Ww, Wp),(2)
J(K, G, Ww, Wp) := sup

∆∈∆
sup

‖w‖∞≤1

‖z‖∞.Åñëè èí�èìóì äîñòèãàåòñÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðåãóëÿòîð íàçûâàåòñÿ ℓ1-îïòè-ìàëüíûì ðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðîì.�àññìîòðåííàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíî óñòîé÷èâîé, åñëè çíà-÷åíèå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà J(K, G, Ww, Wp) êîíå÷íî. Åñëè îïåðàòîðíîå âîçìóùåíèåâ ñèñòåìå îòñóòñòâóåò (∆ = 0), ðàññìîòðåííàÿ îïòèìàëüíàÿ çàäà÷à èçâåñòíà êàêçàäà÷à ℓ1-îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [16, 17℄.Çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé íåâûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñòàí-äàðòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè ñåìåéñòâà âñïî-ìîãàòåëüíûõ çàäà÷
J(K, G, Ww, Wp) ≤ γ(3)ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íàèìåíüøåé âåðõíåé îöåíêè γ. Êàê îòìå-÷àëîñü âî ââåäåíèè, ðåøåíèå çàäà÷è (3) ïðè èçâåñòíûõ âåñàõ âîçìóùåíèé Ww è Wpïðåäëîæåíî â [2℄ è òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïîðÿäêà (

1

ε

)n+1 çàäà÷ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåñà Ww è Wp íåèçâåñòíû,íî èçâåñòíû äàííûå èçìåðåíèé
(zt

0, y
t
0, u

t
0),ïîëó÷åííûå íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, t]. Ïðè îöåíèâàíèè âåñîâ âîçìóùåíèé âîçíè-êàåò øèðîêî èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà âûáîðà èäåíòè�èêàöèîííîãî êðèòåðèÿ. Íàèáîëååïîñëåäîâàòåëüíûé ïîäõîä ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ â êîíòåêñòå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ çà-êëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà J çàäà÷è (2) â êà÷åñòâå èäåíòè�èêàöèîí-íîãî êðèòåðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç WNC ìíîæåñòâî ïàð (Ww, Wp), íå ïðîòèâîðå÷àùèõ114



àïðèîðíîé èí�îðìàöèè è äàííûì èçìåðåíèé (ñì. �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå â ðàç-äåëå 4). Òîãäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíûõ âåñàõâîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
inf

(Ww,Wp)∈WNC

inf
K

J(K, G, Ww, Wp).(4)Ïî ñðàâíåíèþ ñ (2) çàäà÷à (4) óñëîæíåíà äîïîëíèòåëüíîé ìèíèìèçàöèåé ïî âåñàìâîçìóùåíèé è íå ðàññìàòðèâàëàñü â ëèòåðàòóðå ïî ðîáàñòíîìó óïðàâëåíèþ â ñèëóåå ñëîæíîñòè. Äîïîëíåíèå ñåòî÷íîãî ïîèñêà, èñïîëüçîâàííîãî â [2℄ äëÿ ðåøåíèÿ çà-äà÷è (2), ñåòî÷íûì ïîèñêîì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âåñîâ Ww è Wp ìíîãîêðàòíîóâåëè÷èâàåò îáúåì âû÷èñëåíèé è ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðàêòè÷åñêè íåïðèåìëåìûì.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé, íî äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññîáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü èòå-ðàòèâíîé ïîî÷åðåäíîé ìèíèìèçàöèåé ïî K è ïî (Ww , Wp), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâî-äèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ è ïîýòîìó ëåãêî ðåàëèçóåìà ñîâðåìåííûìèâû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè. À èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì íîìèíàëüíûå îáúåêòûñ âîçìóùåíèÿìè íåñîêðàòèìûõ ìíîæèòåëåé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû è ñî ñòàòè÷å-ñêèìè äèàãîíàëüíûìè âåñàìè, êîòîðûå â ýòîì ñëó÷àå �àêòè÷åñêè õàðàêòåðèçóþòíîðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé. Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà â çàäà÷å (4) äëÿ òàêèõîáúåêòîâ îêàçûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé �óíêöèåé êàê èíäóöèðîâàííûõ íîðì ïåðå-äàòî÷íûõ ìàòðèö çàìêíóòîé ñèñòåìû, òàê è íîðì âîçìóùåíèé. Êðîìå òîãî, íåðà-âåíñòâà, çàäàþùèå ìíîæåñòâî WNC âåñîâ âîçìóùåíèé, íå ïðîòèâîðå÷àùèõ àïðèîð-íîé èí�îðìàöèè è äàííûì èçìåðåíèé, îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî âåñîââîçìóùåíèé. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à äðîáíî-ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ïðèëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ [18, 19℄, èòåðà-òèâíàÿ ïîî÷åðåäíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî K è ïî (Ww, Wp) â çàäà÷å (4) ñâîäèòñÿ ê ðåøå-íèþ ñåìåéñòâà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Õîòÿ òåîðåòè÷åñêè îïèñàííûéìåòîä íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ê èí�èìóìó â çàäà÷å (4), ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-âàíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 5, ñâèäåòåëüñòâóþò îá ý��åêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãîìåòîäà ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ îáúåêòîâ ñ íåèçâåñòíûìè íîðìàìè âîç-ìóùåíèé. 3. Ìíîãîìåðíûé îáúåêò ñ âîçìóùåíèÿìè íåñîêðàòèìûõìíîæèòåëåé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû�àññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ
M̃(q−1)y = Ñ(q−1)u + d , u = Ky,(5)ãäå M̃(q−1) è Ñ(q−1) � íåñîêðàòèìûå ñëåâà [17℄ ïîëèíîìèàëüíûå ìàòðèöû, ðàçìåðîâ

ny×ny è ny×nu ñîîòâåòñòâåííî, îò îïåðàòîðà ñäâèãà íàçàä q−1 (q−1x(t) := x(t−1)), è
K � ðàöèîíàëüíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà ðåãóëÿòîðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïåðåäàòî÷-íóþ ìàòðèöó îò óïðàâëåíèÿ ê âûõîäó îáúåêòà: P (λ) = M̃−1(λ)Ñ (λ) (det M̃(0) 6= 0).Ñóììàðíîå âîçìóùåíèå d â îáúåêòå P èìååò âèä

d := ∆1Wyy + ∆2Wuu + δww,(6)ãäå ∆1 è ∆2 � íîðìèðîâàííûå îïåðàòîðíûå âîçìóùåíèÿ ïî âûõîäó è óïðàâëåíèþ ñîñòàòè÷åñêèìè âåñàìè, çàäàâàåìûìè äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè
Wy = diag (δ1

y, . . . , δny
y ), Wu = diag (δ1

u, . . . , δnu
u ).Âåùåñòâåííûå ÷èñëà δw, δ1

y , . . . , δ
ny
y , δ1

u, . . . , δnu
u áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëà-ãàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè è ïî ñóùåñòâó õàðàêòåðèçóþò íîðìû âíåøíåãî è îïåðà-115



òîðíûõ âîçìóùåíèé. Îïåðàòîðíûå âîçìóùåíèÿ ∆1Wy è ∆2Wu íàçûâàþòñÿ âîçìó-ùåíèÿìè íåñîêðàòèìûõ ìíîæèòåëåé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû íîìèíàëüíîãî îáúåêòàóïðàâëåíèÿ P â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ
(M̃ − ∆1Wy)y = (Ñ + ∆2Wu)u + δww.(7)�àññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ òèïà îïåðàòîðíûõ âîçìóùåíèé:à) ñòðóêòóðèðîâàííîå âîçìóùåíèå (ñòðóêòóðèðîâàííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü)
∆ =

[
∆1 0
0 ∆2

]
, ‖∆1‖ ≤ 1, ‖∆2‖ ≤ 1;á) íåñòðóêòóðèðîâàííîå âîçìóùåíèå (íåñòðóêòóðèðîâàííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü)

∆ = [∆1, ∆2], ‖ [∆1, ∆2] ‖ ≤ 1.Â ëèòåðàòóðå ïî ðîáàñòíîìó óïðàâëåíèþ îáúåêòû (7) îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñíåñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ. Ñòðóêòóðèðîâàííàÿ íåîïðåäåëåííîñòüñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìûì îïåðàòîðíûì âîçìóùåíèÿì ïî âûõîäó è óïðàâëåíèþè ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîé è äàþùåé áîëåå òî÷íóþ ìîäåëü óïðàâëÿåìîéñèñòåìû.Ââåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ âñåõ óñòîé÷èâûõ ïåðåäàòî÷íûõ ìàòðèö Gyd è Gud îòñóììàðíîãî âîçìóùåíèÿ d ê âûõîäó y è óïðàâëåíèþ u ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü P =
= NM−1 � ïðàâàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ �àêòîðèçàöèÿ îáúåêòà P , è ïî-ëèíîìèàëüíûå ìàòðèöû X è Y ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåçó

M̃X − ÑY = I.Òîãäà âñå óñòîé÷èâûå ïåðåäàòî÷íûå ìàòðèöû Gyd è Gud, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàáè-ëèçèðóþùèì ðåãóëÿòîðàì K (ò.å. ðåãóëÿòîðàì, îáåñïå÷èâàþùèì àñèìïòîòè÷åñêóþóñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû áåç âîçìóùåíèé), èìåþò âèä
Gyd = X − NQ , Gud = Y − MQ,ãäå Q � ïðîèçâîëüíàÿ óñòîé÷èâàÿ (ò.å. íå èìåþùàÿ ïîëþñîâ â çàìêíóòîì åäèíè÷-íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè) ðàöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìå-ðà [17℄. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðåãó-ëÿòîðîâ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2℄ èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûåïðèáëèæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ìàòðèö Q(λ). Cèñòåìà óïðàâëåíèÿ (5) ïðèíèìàåò âèä,èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1, åñëè ïîëîæèòü
z = y, Ww := δwI, Wp :=

[
Wy 0
0 Wu

]
.Òå î ð åì à 1. Äëÿ ñèñòåìû (5) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

J(K, G, Ww, Wp) =
δw‖Gyd‖

1 − ‖WyGyd‖ − ‖WuGud‖
(8)â ñëó÷àå ñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòè è

J(K, G, Ww, Wp) =
δw‖Gyd‖

1 − max{ ‖WyGyd‖, ‖WuGud‖ }
(9)â ñëó÷àå íåñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòè. Ñèñòåìà (5) ðîáàñòíî óñòîé÷è-âà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëåí çíàìåíàòåëü â �îðìóëå, ñîîòâåò-ñòâóþùåé òèïó íåîïðåäåëåííîñòè.116



Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû 6 â [20℄, ïðèìåíåííîé ê ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìå. Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå äðîáíî-ëèíåéíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïî-êàçàòåëÿ êà÷åñòâà J ïîëó÷àþòñÿ áëàãîäàðÿ äèàãîíàëüíîìó âçâåøèâàíèþ îïåðàòîð-íûõ âîçìóùåíèé íà èõ âõîäàõ. Åñëè áû äèàãîíàëüíî âçâåøåííûìè áûëè âûõîäûîïåðàòîðíûõ âîçìóùåíèé èëè âíåøíåå âîçìóùåíèå w, òî �îðìóëû äëÿ ïîêàçàòåëåéêà÷åñòâà ñòàëè áû áîëåå ñëîæíûìè, è ñâåäåíèå çàäà÷è ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãîóïðàâëåíèÿ ê ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ îêàçàëîñü áû íåâîçìîæíûì.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî �îðìóëû èç òåîðåìû 1 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ñèñòå-ìû ñ íåíóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, åñëè â ïîêàçàòåëå êà÷åñòâà â (2) âìåñòîíîðìû ‖z‖ èñïîëüçóåòñÿ ïîëóíîðìà
lim sup
t→+∞

|z(t)|∞,è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ íîðìèðîâàííûõ îïåðàòîðíûõ âîçìóùåíèé ∆ âêëþ÷àåòòîëüêî âîçìóùåíèÿ ñ êîíå÷íîé èëè çàòóõàþùåé ïàìÿòüþ [20, 21℄.4. Èòåðàòèâíûé ñèíòåç ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà�àññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó (2), ñ÷èòàÿ âåñà Wp è Ww èçâåñòíûìè. Â ñèëó òåî-ðåìû 1 âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à (3) äëÿ ñèñòåìû (5) ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðå-äåëåííîñòüþ ïðèíèìàåò âèä
δw‖Gyd‖

1 − ‖WyGyd‖ − ‖WuGud‖
≤ γè ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â �îðìå íåðàâåíñòâà

δw

γ
‖Gyd‖ + ‖WyGyd‖ + ‖WuGud‖ ≤ 1 .(10)Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñèñòåìû (5) ñ íåñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ âñïîìîãà-òåëüíàÿ çàäà÷à (3) ïðåäñòàâèìà â âèäå

δw

γ
‖Gyd‖ + max{ ‖WyGyd‖, ‖WuGud‖ } ≤ 1 .(11)Çàäà÷è (10) è (11) ñâîäèìû ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å ñìåøàííîé ÷óâñòâèòåëüíîñ-òè [11, 12℄, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ Q(k) óñòîé÷èâîé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû-ïàðàìåòðà Q =

∞∑
k=0

Q(k)λk. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ëþáîé íàïåðåäçàäàííîé òî÷íîñòüþ ïîñðåäñòâîì ñâåäåíèÿ ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å (èñïîëüçóÿ ïîëè-íîìèàëüíûå ìàòðèöû Q) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì Q-ìàñøòàáèðîâàíèÿ, ïðåä-ëîæåííûì â [22℄. Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (2) ñòî÷íîñòüþ äî ε òðåáóåò ðåøåíèÿ ïîðÿäêà ln(1/ε) êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ [12℄. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëü-íûõ çàäà÷ (10) è (11) ñåòî÷íûì ìåòîäîì [2℄ òðåáóåòñÿ ðåøèòü ïîðÿäêà 1/εn çàäà÷ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå n = 3 äëÿ ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðå-äåëåííîñòüþ è n = 2 äëÿ ñèñòåìû ñ íåñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ.Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå ñ íåèçâåñòíûìè âåñàìè Wp è Ww è ðàññìîòðèì âñïîìîãà-òåëüíóþ çàäà÷ó
min

(Ww,Wp)∈WNC

J(K, G, Ww , Wp),(12) 117



êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ âîçìóùåíèé (ïðè �èê-ñèðîâàííîì ðåãóëÿòîðå K) [9℄. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ âåñîâ δw, δ1
y, . . . , δ

ny
y , δ1

u, . . . , δnu
u .Íà÷íåì ñ �îðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà WNC . Ïóñòü (yt

0, u
t
0) � äàííûåèçìåðåíèé, ïîëó÷åííûå íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, t] (íàïîìíèì, ÷òî yt
0 = (y(0), . . .

. . . , y(t))).Îïð å ä å ë å í è å . Âåñà (Ww, Wp) áóäåì íàçûâàòü íå îïðîâåðãíóòûìè äàííûìèèçìåðåíèé (yt
0, u

t
0), åñëè ñóùåñòâóþò âíåøíåå âîçìóùåíèå w, ‖w‖∞ ≤ 1, è îïåðà-òîðíîå âîçìóùåíèå ∆, ∆ ∈ ∆, òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå (7) ñïðàâåäëèâî íà ïðîìå-æóòêå âðåìåíè [0, t]. WNC îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåñîâ.Ëåììà 1. Âåñà (Ww , Wp) íå îïðîâåðãíóòû äàííûìè èçìåðåíèé (yt

0, u
t
0) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ τ = 0, 1, · · · , t

|(M̃y)(τ) − (Ñu)(τ)|∞ ≤ δw + max
s<τ

|Wyy(s)|∞ + max
s<τ

|Wuu(s)|∞(13)â ñëó÷àå ñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòè è
|(M̃y)(τ) − (Ñu)(τ)|∞ ≤ δw + max

s<τ
max{|Wyy(s)|∞, |Wuu(s)|∞}â ñëó÷àå íåñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (7) è ëåììû 4 â [15℄.Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà â óòâåðæäåíèè ëåììû 1 ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî âåñîâ δw,

δ1
y , . . . , δ

ny
y , δ1

u, . . . , δnu
u , òî ìíîæåñòâî âåñîâ WNC â çàäà÷å (12) çàäàåòñÿ ñèñòåìîéëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.Ëåììà 2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ âîçìóùåíèé (12) äëÿ ñèñòåìû (5)ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî âåñîâ δw, δ1

y, . . . , δ
ny
y ,

δ1
u, . . . , δnu

u .Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Â ñèëó òåîðåìû 1 öåëåâàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è (12) äðîáíî-ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî âåñîâ, à îãðàíè÷åíèÿ (ìíîæåñòâî WNC) ëèíåéíû â ñèëó ëåì-ìû 1. Íàêîíåö, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè äðîáíî-ëèíåéíîé �óíêöèè f(x) =
cT x + α

dT x + βïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ Ax ≤ b ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ t =

=
1

dT x + β
è y = tx ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ min

y,t
cT y + αtïðè îãðàíè÷åíèÿõ Ay − bt ≤ 0, dT y + βt = 1, t ≥ 0 [18, 19℄.Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (4) ïðè íåèçâåñòíûõ âåñàõ âîçìóùåíèé. Îíà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé íåâûïóêëóþ çàäà÷ó äðîáíî-êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ñ ó÷åòîì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî çàäà÷è ìèíèìèçàöèèïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà îòäåëüíî ïî K è ïî âåñàì (Ww, Wp) ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðî-ãðàììèðîâàíèþ, åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì ìíîãîêðàòíîé ïîî÷åðåä-íîé ìèíèìèçàöèè ïî ýòèì ïåðåìåííûì ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿèñõîäíîé çàäà÷è. Òîãäà àëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãîðåãóëÿòîðà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä.Ïóñòü (yt

0, u
t
0) äàííûå èçìåðåíèé íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, t], ïîëó÷åííûå ïðè(ïðîèçâîëüíîì) óïðàâëåíèè îáúåêòîì (7) ñ ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåé P = M̃−1Ñ .Âûáåðåì ÷èñëî ε > 0, çàäàþùåå îòíîñèòåëüíóþ òî÷íîñòü ìèíèìèçàöèè ïîêàçàòåëÿêà÷åñòâà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2).Øàã 1. Ïîëîæèòü i := 1. Åñëè íà÷àëüíûå îöåíêè (W 0

w , W 0
p ) äàíû, èäòè íàøàã 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà÷àëüíûé ðåãóëÿòîð K0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñ118



îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ε ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ℓ1 îïòèìèçàöèè
inf
K

‖Gyd‖ = inf
Q

‖X − NQ‖.�åãóëÿòîð K0 äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) ïðè îòñóòñòâèè îïåðàòîðíûõâîçìóùåíèé (∆ = 0) è íàçûâàåòñÿ ℓ1-(ñóá)îïòèìàëüíûì. Íà÷àëüíûå îöåíêè âåñîâîïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(W 0

w, W 0
p ) := argmin

(Ww ,Wp)∈WNC

J(K0, G, Ww, Wp).Øàã 2. Íà i-é èòåðàöèè ðåãóëÿòîð Ki ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñ îòíîñèòåëüíîéòî÷íîñòüþ ε çàäà÷è
inf
K

J(K, G, W i−1
w , W i−1

p )è âåñà W i
w, W i

p îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé
(W i

w, W i
p) := argmin

(Ww,Wp)∈WNC

J(Ki, G, Ww, Wp).Øàã 3. Åñëè
J(Ki, G, W i

w, W i
p) < (1 − 2ε)J(Ki−1, G, W i−1

w , W i−1
p ),òî ïîëîæèòü i := i + 1 è èäòè íà øàã 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàíîâèòü àëãîðèòì.Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû çàäà÷è ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ Ki ðåøàëèñü ñ àáñîëþòíîéòî÷íîñòüþ (ε = 0), òî áûëè áû ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

J(Ki, G, W i
w, W i

p) ≤ J(Ki−1, G, W i−1
w , W i−1

p ).Ïðàâèëî îñòàíîâà àëãîðèòìà íà øàãå 3 ó÷èòûâàåò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïî-êàçàòåëÿ êà÷åñòâà âû÷èñëÿåòñÿ ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ε. Âîïðîñ î ñõîäèìî-ñòè ñ�îðìóëèðîâàííîãî àëãîðèòìà èòåðàòèâíîãî ñèíòåçà ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà âîêðåñòíîñòü ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Îäíàêî ïðåä-ñòàâëåííûå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò îáý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà.5. Ïðèìåð: îáúåêò óïðàâëåíèÿ ñî ñêàëÿðíûìè âõîäîì è âûõîäîì5.1. Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòîâ�àññìîòðèì îáúåêò óïðàâëåíèÿ
(
1 − 3,15 q−1 + 3,4 q−2 − 1,2 q−3

)
y(t) =

(
q−1 − 1,5 q−2 − q−3

)
u(t) + d(t),(14)â êîòîðîì �óíêöèÿ a(λ)/b(λ) ñ ïîëèíîìàìè a(λ) = 1 − 3,15λ + 3,4λ2 − 1,2λ3 è

b(λ) = λ−1,5λ2−λ3 ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé íîìèíàëüíîãî îáúåêòà. Ïîëè-íîì a(λ) èìååò êîðíè: 4

3
è 1

4
± i

3

4
, ïîëèíîì b(λ) � êîðíè: 0, −2 è 1

2
. Òàêèì îáðàçîì,íîìèíàëüíûé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è íåìèíèìàëüíî-�àçîâûì ââèäó íàëè-÷èÿ êîðíåé îáîèõ ïîëèíîìîâ â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Ïóñòü ñóììàðíîå âîçìóùåíèå d â íîìèíàëüíîì îáúåêòå èìååò âèä

d(t) = δw ξ1(t) +
δy

2
[y(t − 2) + ξ2(t)y(t − 3)] +

δu

2
[u(t − 2) + ξ3(t)u(t − 3)],(15)ãäå ξ1, ξ2, ξ3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îò-ðåçêå [−1, 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèå d ñêëàäûâàåòñÿ èç119
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éÔÚËÏ‡Î¸Ì˚È Ó·‡ÒÚÌ˚È

�èñ. 2. Íîðìû ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëü-íûì ðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðàì ïðè ðàçëè÷íûõ äîïóñòèìûõ âåñàõ âîçìó-ùåíèé.âíåøíåãî îãðàíè÷åííîãî âîçìóùåíèÿ ñ íîðìîé (âåñîì) δw è íåçàâèñèìûõ îïåðàòîð-íûõ âîçìóùåíèé ïî âûõîäó è óïðàâëåíèþ ñ íîðìàìè (âåñàìè) δy è δu ñîîòâåòñòâåí-íî. Íåèçâåñòíûå êîíñòðóêòîðó âåñà âîçìóùåíèé â îïèñûâàåìûõ íèæå ýêñïåðèìåíòàõèìåëè ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
δw = 0,1, δy = 0,02, δu = 0,025.Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíûå âîçìóùåíèÿ âêëþ÷àþò ñòîõàñòè÷åñêóþ è äåòåðìèíèðî-âàííóþ íåìîäåëèðóåìóþ äèíàìèêó, ïðè÷åì ïîñëåäíþþ ìîæíî òðàêòîâàòü è êàêíåòî÷íîñòü íîìèíàëüíîé ìîäåëè.Èç �îðìóëèðîâêè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (10) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îï-òèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ (2) äëÿ îáúåêòà (14) ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé íå-îïðåäåëåííîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñìåøàííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ν‖Gyd(Q)‖ + δu ‖Gud(Q)‖ ≤ 1(16)ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ν (ìèíèìèçàöèÿ ïî ïàðàìåòðó γâ çàäà÷å (10) ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ïî ïàðàìåòðó ν â çàäà÷å (16); ñì. ïîäðîá-íûé êîììåíòàðèé è ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðîáàñòíî-ãî óïðàâëåíèÿ â [11, 12℄). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûé ðîáàñòíûéðåãóëÿòîð äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñêàëÿðíîãî îáúåêòà ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäå-ëåííîñòüþ çàâèñèò òîëüêî îò âåñà δu è íå çàâèñèò îò âåñîâ δy è δw. Ìíîæåñòâî âñåõîïòèìàëüíûõ (ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ 0,001) ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ âñåõäîïóñòèìûõ âåñîâ δu èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2 15 ìàëåíüêèìè îêðóæíîñòÿìè, è êàæ-äûé îïòèìàëüíûé ðîáàñòíûé ðåãóëÿòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ïà-ðîé (‖Gyd‖, ‖Gud‖). Ïàðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíîìó ðîáàñòíîìó ðåãóëÿòîðóäëÿ èñïîëüçîâàííîãî â ýêñïåðèìåíòàõ âåñà δu = 0,025, ñíàáæåíà íà íà ðèñ. 2 íàä-ïèñüþ �îïòèìàëüíûé ðîáàñòíûé�. Ïàðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ℓ1-îïòèìàëüíîìó ðåãóëÿ-òîðó (δu = 0), ñíàáæåíà íàäïèñüþ �ℓ1 îïòèìàëüíûé�. Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì èçîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïàð (‖Gyd‖, ‖Gud‖)120



â çàäà÷àõ ñìåøàííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
inf
Q

ν‖Gyd(Q)‖ + δu‖Gud(Q)‖(17)äëÿ âñåâîçìîæíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ ν è δu è ïîëó÷åíà ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿñåìåéñòâà çàäà÷ (17) ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ 0,001 äëÿ âåêòîðîâ âåñîâ (ν, δu) åäè-íè÷íîé äëèíû ñ óãëîâûì øàãîì 0,5◦ (ðåøåíèå íå çàâèñèò îò äëèíû âåêòîðà âåñîâ).Óêàçàííîå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïàð ìîæíî íàçâàòü �êðèâîé âûáîðà� (�tradeo�
urve� â òåðìèíîëîãèè [23℄).Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî óïðàâ-ëåíèÿ (4) äëÿ îáúåêòà (14) ñ íåèçâåñòíûìè âåñàìè âîçìóùåíèé �àêòè÷åñêè ñâîäèòñÿê íàõîæäåíèþ ïî äàííûì èçìåðåíèé îäíîãî èç 15 âîçìîæíûõ îïòèìàëüíûõ ðîáàñò-íûõ ðåãóëÿòîðîâ. Îïèñàííûé â ðàçäåëå 4 àëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ðîáàñòíîãî ñèíòåçàïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîèñêà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà áåç ïåðåáîðà ïîñåòêå â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ ñ öåëüþ çíà÷èòåëüíîãî ñîêðàùåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé.Ïðè èññëåäîâàíèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ 5 ðàç-ëè÷íûõ íà÷àëüíûõ îöåíîê âåñà δu:
δ0,k
u =

k − 1

5
δmax, k = 1, . . . , 5 ; δmax =

0,9

min
Q

‖Gud(Q)‖
= 0,1866.Ïðàâèëî îñòàíîâêè àëãîðèòìà íà øàãå 3 èìåëî âèä

J(Ki, G, W i
w, W i

p) ≤ 0,99 J(Ki−1, G, W i−1
w , W i−1

p ).5.2. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâÝê ñ ï å ð èì å í ò 1. Äàííûå èçìåðåíèé y100
0 , u100

0 íà ïðîìåæóòêå [0, 100] ïîëó-÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå îáðàòíîé ñâÿçè ℓ1-îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà. Âû-õîä îáúåêòà y ïðåäñòàâëåí íà âåðõíåì ãðà�èêå ðèñ. 3. Íà íèæíåì ãðà�èêå äëÿ
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–40�èñ. 4. Ýêñïåðèìåíò 2: y � âûõîä îáúåêòà ïðè ℓ1-îïòèìàëüíîì ðåãóëÿ-òîðå; yopt � âûõîä îáúåêòà ïðè îïòèìàëüíîì ðîáàñòíîì ðåãóëÿòîðå.ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåí âûõîä îáúåêòà, çàìêíóòîãî îïòèìàëüíûì ðîáàñòíûì ðåãó-ëÿòîðîì. Íàïîìíèì, ÷òî âåñà âîçìóùåíèé â ýêñïåðèìåíòàõ ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìèêîíñòðóêòîðó, òàê ÷òî åìó íåèçâåñòåí è îïòèìàëüíûé ðîáàñòíûé ðåãóëÿòîð. Ïðèìå-íåíèå àëãîðèòìà èòåðàòèâíîãî ðîáàñòíîãî ñèíòåçà äàåò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûåâ òàáë. 1.Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ îöåíîê δ0,k
u êðîìå íóëåâîé ïîëó÷àþòñÿîäèíàêîâûå êîíå÷íûå îöåíêè âåñîâ è ðåêîìåíäóåìûé ðîáàñòíûé ðåãóëÿòîð. Çàìå-òèì, ÷òî ðåêîìåíäóåìûé ðîáàñòíûé ðåãóëÿòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíå÷íîé îöåíêå

δu = 0,013, îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ �èñòèííîãî� âåñà δu = 0,025,õàðàêòåðèçóåìîãî ïàðîé (‖Gyd‖, ‖Gyd‖) = (23,4573, 13,1397 ). Òåì íå ìåíåå ðåêîìåí-äóåìûé ðåãóëÿòîð �àêòè÷åñêè ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðîáàñòíîé óñòîé-÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû:
δy‖Gyd‖ + δu‖Gud‖ = 0,02 · 20,5656 + 0,025 · 17,0756 = 0,8382 < 1.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî óñëîâèå íå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî êîíñòðóêòîðîì, ïîñêîëüêóåìó íåèçâåñòíû �ðåàëüíûå� (ò.å. èñïîëüçîâàííûå â ýêñïåðèìåíòàõ) âåñà âîçìóùåíèé.Ýê ñ ï å ð èì å í ò 2. Èñïîëüçîâàííûé â êà÷åñòâå îáðàòíîé ñâÿçè ℓ1-îïòèìàëüíûéðåãóëÿòîð �àêòè÷åñêè íå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû äëÿ �ðåàëü-íûõ� âåñîâ:
0,02 · 15,0001 + 0,025 · 76,4994 = 2,2125 > 1.Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòè íåóäîâëåòâîðèòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòå-ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íà áîëåå äëèííîì èíòåðâàëå [0, 150]. Âûõîäîáúåêòà, çàìêíóòîãî ℓ1-îïòèìàëüíûì ðåãóëÿòîðîì, èçîáðàæåí íà âåðõíåì ãðà�èêåðèñ. 4. Âûõîä îáúåêòà, çàìêíóòîãî îïòèìàëüíûì ðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðîì, ïðåäñòàâ-ëåí äëÿ ñðàâíåíèÿ íà íèæíåì ãðà�èêå. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà èòåðàòèâíîãî ðîáàñò-íîãî ñèíòåçà ê íîâûì äàííûì èçìåðåíèé y150

0 , u150
0 äàåò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûåÒàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 1Íà÷àëüíûå âåñà δ0,1

u δ0,2
u − δ0,5

uÊîíå÷íîå çíà÷åíèå J 2,9089 2,6597Êîíå÷íûå îöåíêè âåñîâ
(δw; δy ; δu)

(0,0930; 0,0347; 0) (0,0997; 0,0003; 0,013)�åêîìåíäóåìûé ðåãóëÿòîð:(‖Gyd‖; ‖Gyd‖) ℓ1-îïòèìàëüíûé:(15,0001; 76,4994) (20,5656; 17,0756)122
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–4�èñ. 5. Ýêñïåðèìåíò 3: y � âûõîä îáúåêòà ïðè ðåãóëÿòîðå, ðåêîìåíäî-âàííîì ïîñëå ýêñïåðèìåíòà 1; yopt � âûõîä îáúåêòà ïðè îïòèìàëüíîìðîáàñòíîì ðåãóëÿòîðå.â òàáë. 2. Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå, ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ 0,001, çíà÷åíèåïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ (2) äëÿ èñïîëü-çîâàííûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè âåñîâ âîçìóùåíèé ðàâíî 11,5918, è èòåðàòèâíûé àë-ãîðèòì ðîáàñòíîãî ñèíòåçà ïðèâåë ê áîëåå òî÷íîé îöåíêå âåñà δu è, êàê ñëåäñòâèå,ê îïòèìàëüíîìó ðîáàñòíîìó ðåãóëÿòîðó áëàãîäàðÿ çíà÷èòåëüíîìó ïðåâûøåíèþ âû-õîäîì y îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.Ýê ñ ï å ð èì å í ò 3. Íàïîìíèì, ÷òî ýêñïåðèìåíò 2 èëëþñòðèðîâàë âîçìîæíîñòüíåóäîâëåòâîðèòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ñ ℓ1-îïòèìàëüíûì ðåãóëÿòîðîì â êà÷å-ñòâå îáðàòíîé ñâÿçè. Â ýêñïåðèìåíòå 3 â êà÷åñòâå îáðàòíîé ñâÿçè èñïîëüçîâàí ðå-ãóëÿòîð, ðåêîìåíäîâàííûé ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà 1. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòî-ìó ðåãóëÿòîðó âûõîä îáúåêòà ïðåäñòàâëåí íà âåðõíåì ãðà�èêå ðèñ. 5. Íà íèæíåìãðà�èêå, êàê è ðàíåå, äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåí âûõîä îáúåêòà ïðè îïòèìàëüíîìðîáàñòíîì ðåãóëÿòîðå â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà èòåðàòèâíîãîðîáàñòíîãî ñèíòåçà êî âñåì äàííûì èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûì â ýêñïåðèìåíòàõ 1 è 3,äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ôèíàëüíûå îöåíêè âåñîâ ðàâíû
δw = 0,997, δy = 0,0003, δu = 0,01302.�åêîìåíäóåìûé ðîáàñòíûé ðåãóëÿòîð è ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ðåãóëÿòîðó çíà÷åíèåïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà J îñòàëèñü òåìè æå, ÷òî è â ýêñïåðèìåíòå 1. Çàìåòèì, ÷òî ïîâå-äåíèå âûõîäà îáúåêòà, çàìêíóòîãî íåîïòèìàëüíûì ðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðîì, íå õóæåïîâåäåíèÿ âûõîäà îáúåêòà, çàìêíóòîãî îïòèìàëüíûì ðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðîì, è äà-æå ëó÷øå â îòíîøåíèè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòèîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà, ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå âûõîäà çàâèñèò îò êîí-êðåòíûõ ðåàëèçàöèé âîçìóùåíèé. �ëàâíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîäóëü âûõîäà îáúåêòàÒàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 2Íà÷àëüíûå âåñà δ0,1

u δ0,2
u − δ0,5

uÊîíå÷íîå çíà÷åíèå J 37,318 3,3356Êîíå÷íûå îöåíêè âåñîâ
(δw; δy ; δu)

(2,4879; 0; 0) (0,0997; 0; 0,0227)�åêîìåíäóåìûé ðåãóëÿòîð:(‖Gyd‖; ‖Gyd‖) ℓ1-îïòèìàëüíûé:(15,0001; 76,4994) îïòèìàëüíûé ðîáàñòíûé:(23,4573; 13,1397) 123



íå ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 11,5918 â çàäà÷å (2) äëÿ �èñòèííûõ� âåñîâ.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè àëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ðîáàñòíîãî ñèíòåçà ïðèìåíèòü êäàííûì èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûì òîëüêî â ýêñïåðèìåíòå 3, îòêàçàâøèñü òåì ñàìûìîò äàííûõ ýêñïåðèìåíòà 1 ñ áîëåå ïëîõèì ïîâåäåíèåì âûõîäà, òî ðåêîìåíäóåìûìðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðîì äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ îöåíîê δ0,k
u îêàæåòñÿ ℓ1-îïòèìàëüíûéðåãóëÿòîð. 5.3. Îñíîâíûå âûâîäûÎñíîâíûå âûâîäû, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèéòè íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ âûøå èäðóãèõ, íå âêëþ÷åííûõ â òåêñò ñòàòüè, ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþòñÿ âñëåäóþùåì.1. Ïðè äîñòàòî÷íî �õîðîøåì� ïîâåäåíèè âûõîäà çàìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿàëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ðîáàñòíîãî ñèíòåçà èìååò òåíäåíöèþ ðåêîìåíäîâàòü â êà-÷åñòâå îáðàòíîé ñâÿçè ℓ1-îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, ÿâëÿþùèéñÿ òàêæå îïòèìàëü-íûì ðîáàñòíûì ðåãóëÿòîðîì ïðè îòñóòñòâèè îïåðàòîðíîãî âîçìóùåíèÿ ïî óïðàâ-ëåíèþ (δu = 0). Ïðè íàëè÷èè îïåðàòîðíîãî âîçìóùåíèÿ ïî óïðàâëåíèþ êëþ÷åâàÿäëÿ ñèíòåçà ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà îöåíêà âåñà δu òåì áëèæå ê èñòèííîìó çíà÷å-íèþ, ÷åì �õóæå� âûõîä çàìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Îòêàç îò ðåêîìåíäàöèè

ℓ1-îïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ âûõîäàïîðÿäêà îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â çàäà÷å (2) äëÿ �èñòèííûõ� âåñîâ.Îáúÿñíåíèå âûâîäó 1 ëåæèò, ïî-âèäèìîìó, â ñëåäóþùåé âçàèìîñâÿçè ìåæäó óï-ðàâëåíèåì è èäåíòè�èêàöèåé íåèçâåñòíûõ âåñîâ âîçìóùåíèé, âûòåêàþùåé èç ñïå-öè�èêè çàäà÷è (4). Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà (8) äëÿ ðàññìîòðåííîé ñêàëÿðíîé ñèñòåìûñî ñòðóêòóðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ïðèíèìàåò âèä
J(K, G, δw, δy, δu) =

δw‖Gyd‖

1 − δy‖Gyd‖ − δu‖Gud‖
,à íåðàâåíñòâà (13) â çàäà÷å âåðè�èêàöèè ìîäåëè ïðèíèìàþò âèä

|a(q−1)y(τ) − b(q−1)u(τ)|∞ ≤ δw + δy max
s<τ

|y(s)|∞ + δu max
s<τ

|u(s)|∞.(18)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà J ãîðàçäî áîëåå ÷óâñòâèòåëåí ê óâåëè÷å-íèþ çíà÷åíèé âåñîâ δy è δu, ÷åì ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ýòèõ âåñîâ íåðàâåíñòâà (18).Ïîýòîìó ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëåé âûõîäà è óïðàâëåíèÿ âûãîäíåå îáåñïå-÷èòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (18) çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ îöåíêè âåñà δw, â òî âðåìÿêàê ïðè áîëüøèõ ìîäóëÿõ âûõîäà è óïðàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (18)ìîæíî îáåñïå÷èòü çà ñ÷åò îòíîñèòåëüíî ìàëîãî óâåëè÷åíèÿ âåñîâ δy è δu.2. Àëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ðîáàñòíîãî ñèíòåçà äàåò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû äëÿâñåõ íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ îöåíîê âåñà îïåðàòîðíîãî âîçìóùåíèÿ ïî óïðàâëåíèþ δu.Ýòî ïðåæäå âñåãî îçíà÷àåò, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè çàïóñêàòü àëãîðèòì äëÿ ðàçëè÷-íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåñîâ è äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ âûáîðîì îäíîãî íà÷àëü-íîãî âåñà δu 6= 0. Êðîìå òîãî, íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ îò âûáîðà íà÷àëüíîãî âåñàîçíà÷àåò, ïî-âèäèìîìó, íàõîæäåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà âçàäà÷å (4), õîòÿ ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ íåîáîñíîâàííûì òåîðåòè÷åñêè.6. Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ ñèñòåìñ îãðàíè÷åííûìè âíåøíèìè è îïåðàòîðíûìè âîçìóùåíèÿìè. Ìîäåëü íîìèíàëüíîãîëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî äèñêðåòíîãî îáúåêòà ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé, à íîðìûâîçìóùåíèé íåèçâåñòíûìè è ïîäëåæàùèìè îöåíèâàíèþ íà îñíîâå äàííûõ èçìåðå-íèé. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà äàæå124



ïðè èçâåñòíûõ íîðìàõ âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé íåâûïóêëîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ, íå äîïóñêàþùåé èíûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, êðîìå ïåðåáîðíûõ.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ íåïåðåáîðíîãî òèïà ðàññìîòðåíû ìíî-ãîìåðíûå îáúåêòû ñ âîçìóùåíèÿìè íåñîêðàòèìûõ ìíîæèòåëåé ïåðåäàòî÷íîé ìàò-ðèöû íîìèíàëüíîãî îáúåêòà ñ íåèçâåñòíûìè ñòàòè÷åñêèìè äèàãîíàëüíûìè âåñàìèîïåðàòîðíûõ âîçìóùåíèé ïî âûõîäó è óïðàâëåíèþ è ñ íåèçâåñòíîé íîðìîé âíåøíåãîâîçìóùåíèÿ. Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ îêàçûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé�óíêöèåé êàê èíäóöèðîâàííûõ íîðì ïåðåäàòî÷íûõ ìàòðèö çàìêíóòîé ñèñòåìû, òàêè âåñîâ âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó çàäà÷à ñóáîïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ïðè èçâåñòíûõ âåñàõâîçìóùåíèé è çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ âîçìóùåíèé ïðè �èêñèðîâàííîìðåãóëÿòîðå ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íà îñíîâàíèè ýòî-ãî ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ñèíòåç ðîáàñòíîãî ðåãóëÿòîðà ïðè íåèçâåñòíûõ âåñàõâîçìóùåíèé ïîñðåäñòâîì èòåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèíòåçà è îöåíèâàíèÿ. Ïðèâå-äåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ñî ñêàëÿðíûìè âûõîäîìè óïðàâëåíèåì ñâèäåòåëüñòâóþò îá ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñèíòåçà.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Khammash M., Pearson J.B. Analysis and design for robust performan
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