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1. Обозначения и определения. Пусть N – множество натуральных чисел;
𝑛 ∈ N; R𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство точек, 𝑛 > 2, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛); 𝑠 > 0;
1 6 𝑝 < 𝑞 < ∞; 𝐿𝑝(𝐺) – лебегово пространство определенных на открытом множе-
стве 𝐺 ⊂ R𝑛, 𝐺 ̸= R𝑛, функций с нормой

‖𝑓 | 𝐿𝑝(𝐺)‖ =
(︂∫︁

𝐺

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

, 𝐿(𝐺) = 𝐿1(𝐺).

Все рассматриваемые функции 𝑓 и производные 𝐷𝛼𝑓 локально суммируемы на обла-
сти своего определения. Константы 𝐶 с индексами, вообще говоря, различны в раз-
ных формулах.

Символом 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) при 𝑠 ∈ N будем обозначать пространство Соболева с нормой

‖𝑓 | 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺)‖ = ‖𝑓 | 𝐿𝑝(𝐺)‖+

∑︁
|𝛼|=𝑠

‖𝐷𝛼𝑓 | 𝐿𝑝(𝐺)‖.

Известная теорема вложения Соболева 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺) ⊂ 𝐿𝑞(𝐺), характеризуемая нера-

венством
‖𝑓 | 𝐿𝑞(𝐺)‖ 6 𝐶‖𝑓 | 𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺)‖, 𝑠 ∈ N, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, (1)

установлена им в 1938 г. для области 𝐺 ⊂ R𝑛 с условием конуса при

𝑠− 𝑛

𝑝
+

𝑛

𝑞
> 0.

Это соотношение (определяющее максимально возможное значение 𝑞 в теореме (1))
является и необходимым условием вложения. Результат С. Л. Соболева был перене-
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сен на области более общего вида: области классов 𝐽(𝑛−1)/𝑛, 𝐼𝑝,1/𝑝−1/𝑛 (В. Г. Мазья,
1960, 1975), области с условием Джона (John domains; Ю. Г. Решетняк, 1981), обла-
сти с условием гибкого конуса (О. В. Бесов, 1983).

Определение 1. При 𝜎 > 1 область 𝐺 ⊂ R𝑛 будем называть областью с усло-
вием гибкого 𝜎-конуса (или 𝜎-регулярной), если при некоторых 𝑇 ∈ (0, 1], 𝜅 > 0 для
любого 𝑥 ∈ 𝐺 существует кусочно гладкий путь

𝛾 = 𝛾𝑥 : [0, 𝑇 ] → 𝐺, 𝛾(0) = 𝑥, |𝛾′| 6 1 п.в., (2)

такой, что
dist(𝛾(𝑡), R𝑛 ∖𝐺) > 𝜅𝑡𝜎 при 0 < 𝑡 6 𝑇.

В случае 𝜎 = 1 такую область называют также областью с условием гибкого кону-
са или регулярной. Области, не удовлетворяющие условию гибкого конуса, будем
называть нерегулярными.

Для нерегулярной области (которая в окрестности некоторой точки границы
может, в частности, иметь вид внешнего пика) вложение (1) может оказаться невер-
ным ни при каких соотношениях параметров или быть верным при некоторых более
сильных ограничениях, связывающих 𝑛, 𝑠, 𝑝, 𝑞 и зависящих от геометрических
свойств области 𝐺.

В [1] приведена некоторая двухпараметрическая классификация областей евкли-
дова пространства и установлена неулучшаемая теорема вложения (1) для обла-
стей каждого класса. В [2], [3] построены пространства положительной гладко-
сти 𝐵𝑠

𝑝,𝜃(𝐺), 𝐿𝑠
𝑝,𝜃(𝐺), 𝑠 > 0, на нерегулярных областях этого двухпараметрического

семейства и установлены некоторые их свойства. В данной работе на областях из тех
же классов устанавливается теорема вложения пространств 𝐿𝑠

𝑝,𝜃(𝐺), в пространства
𝐿𝑙

𝑞,𝜏 (𝐺), 𝑠 > 𝑙 > 0, и уточняются некоторые случаи других теорем. Соотношение
между параметрами функциональных пространств в этих теоремах вложения зави-
сит от геометрических свойств области 𝐺. Такая зависимость для теоремы вло-
жения (1) в некоторых случаях рассматриваемых здесь классов областей выявлена
в работах [1], [4]–[6].

Доказательство основано на интегральном представлении функций, близком ин-
тегральному представлению из [7], но со специфическими отклонениями. Оно дает
возможность оценить значения функции и ее производных через интегралы, содер-
жащие ее локальные приближения. Вывод такого интегрального представления
является центральным моментом работы.

При 𝑡 > 0, 𝐸 ⊂ R𝑛, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑑 > 0,

𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛) ∈ [1, 𝜎]𝑛, min
16𝑖6𝑛

𝜇𝑖 = 1, |𝜇| =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖 (3)

положим
𝑦 + 𝑡𝐸 := {𝑥 : 𝑥 = 𝑦 + 𝑡𝑧, 𝑧 ∈ 𝐸},

𝐵(𝑥, 𝑡) := {𝑦 : |𝑦 − 𝑥| < 𝑡} = 𝑥 + 𝐵(0, 𝑡), 𝐵0 = 𝐵(0, 1),

𝑄𝜇(𝑥, 𝑑) = 𝑥 +
𝑛∏︁

𝑖=1

[−𝑑𝜇𝑖 , 𝑑𝜇𝑖 ],

𝜒 – индикатор шара 𝐵(0, 1) или отрезка [−1, 1].
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Для открытого множества 𝐺 и достаточно малого числа 𝛿 > 0 положим

𝐺𝛿 = {𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐺, dist(𝑥, R𝑛 ∖𝐺) > 𝛿}.

Мы будем рассматривать функциональные пространства на различных подклас-
сах классов 𝜎-регулярных областей, характеризующихся дополнительным парамет-
ром – мультииндексом 𝜇. Далее везде 𝜎 > 1, 𝐺− 𝜎−регулярная область, 𝜅 ∈ (0, 1),
ℜ – оператор некоторого поворота в R𝑛, 𝑟(𝑡) = 𝜅0𝑡

𝜎, 0 < 𝑡 6 𝑇 .

Определение 2. Пусть открытые множества 𝐺0 ⊂ 𝐺 ⊂ R𝑛. Пусть при некото-
рых 𝑇, 𝜀 ∈ (0, 1] для каждого 𝑥 ∈ 𝐺0 определен лежащий в 𝐺 путь вида (2). Будем
писать (𝐺, 𝐺0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇), если при операторе некоторого поворота ℜ выполнены
следующие свойства:

1∘) гибкий 𝜎-конус

𝑉𝑥(𝑡) :=
⋃︁

06𝑢6𝑡

𝐵(𝛾(𝑢), 𝜅𝑢𝜎) ⊂ 𝐺 ∩ ℜ𝑄𝜇

(︂
𝑥,

𝑡

𝜀

)︂
∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ∀𝑥 ∈ 𝐺0;

2∘) выполнено

∃ 𝑐1, 𝑐2 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝐺0 ∀ 𝑡0 ∈ (0, 𝑇 ]∀ 𝑦 ∈ 𝐵(𝛾𝑥(𝑡0), 𝑟(𝑡0)) ∃ [𝑡1, 𝑡2] ⊂ (0, 𝑇 ] :

𝑐1𝑟(𝑡0) 6 𝑡2 − 𝑡1 6 𝑐2𝑟(𝑡0), |𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)| > 𝑟(𝑡0) при 𝑡 /∈ [𝑡1, 𝑡2],

𝑐1𝑟(𝑡0) 6
∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝜒

(︂
𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡 6 𝑐2𝑟(𝑡0).

Отсюда следует, что

∃ 𝑐 :
∫︁ 𝑇

0

𝑡−𝜎𝜒

(︂
|𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)|

𝜅𝑡𝜎

)︂
𝑑𝑡 6 𝑐 ∀𝑥 ∈ 𝐺0 ∀ 𝑦 ∈ 𝐺.

Пример множеств (𝐺, 𝐺0) класса G (𝜎, 𝜅, 𝜇) имеется в [1].

Замечание 1. Если путь 𝛾 вида (2) удовлетворяет условию 1∘, то этот путь
можно видоизменить (заменить конечнозвенной ломаной) таким образом, что он
будет удовлетворять также и условию 2∘. Способ исправления путей предложен
в [5].

Определение 3. Пусть область 𝐺 ⊂ R𝑛, 𝜎 > 1, 𝜅 > 0, 𝑀 ∈ [𝑛, 𝜎(𝑛 − 1) + 1].
Пусть существует конечное число 𝐽 открытых множеств 𝐺𝑗 таких, что

(𝐺, 𝐺𝑗) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇𝑗), |𝜇𝑗 | = 𝑀 (𝑗 = 1, . . . , 𝐽),
⃒⃒⃒⃒
𝐺 ∖

𝐽⋃︁
𝑗=1

𝐺𝑗

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Тогда будем писать (𝐺, {𝐺𝑗}𝐽
1 ) ∈ G ((𝜎, 𝜅, 𝑀).

Определение 4. Пусть 𝐺 – область в R𝑛, открытые множества 𝐺0 ⊂ 𝐺*0 ⊂ 𝐺.
Пусть при некоторых 𝑇, 𝜀 ∈ (0, 1] для каждого 𝑥 ∈ 𝐺*0 определен лежащий в 𝐺

кусочно гладкий путь 𝛾 = 𝛾𝑥 = 𝑥 + 𝛾
(0)
𝑥 вида (2), причем для 𝑥 ∈ 𝐺0 этот путь

лежит в 𝐺*0.
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Будем писать (𝐺, 𝐺0, 𝐺
*
0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇), если (𝐺*0, 𝐺0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇) и выполнено

свойство
3∘) найдется 𝑐3 такое, что для любых 𝑥 ∈ 𝐺0 на 𝐷 := {(𝑦, 𝑡) : 0 6 𝑡 6 𝑇, |𝑦| < 𝜅𝑡𝜎}

функция (𝑦, 𝑡) → 𝛾
(0)
𝛾𝑥(𝑡)+𝑦(𝑡) непрерывна, для любых 𝑦, |𝑦| < 𝜅𝑡𝜎, функция

𝑡 → 𝛾
(0)
𝛾𝑥(𝑡)+𝑦(𝑡) кусочно гладкая и п.в. |(𝜕/𝜕𝑡)𝛾(0)

𝛾𝑥(𝑡)+𝑦(𝑡)| 6 𝑐3 на {𝑡 : 0 6 𝑡 6 𝑇,

|𝑦| < 𝑟(𝑡)}.

Определение 5. Пусть область 𝐺 ⊂ R𝑛, 𝜎 > 1, 𝜅 > 0, 𝑀 ∈ [𝑛, 𝜎(𝑛 − 1) + 1].
Пусть существует конечное число 𝐽 открытых множеств 𝐺𝑗 , 𝐺*𝑗 таких, что

(𝐺, 𝐺𝑗 , 𝐺
*
𝑗 ) ∈ G (, 𝜎, 𝜅, 𝜇𝑗), |𝜇𝑗 | = 𝑀, 𝑗 = 1, . . . , 𝐽,

⃒⃒⃒⃒
𝐺 ∖

𝐽⋃︁
𝑗=1

𝐺𝑗

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Тогда будем писать (𝐺, {𝐺𝑗 , 𝐺
*
𝑗}𝐽

1 ) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝑀).

При 𝑥, 𝑎 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0 для числовой функции 𝑓 положим

𝜏𝑎𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑎), 𝜎𝑡𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑡𝑥).

Через P𝑚−1 обозначим линейное пространство многочленов вида
∑︀
|𝛼|6𝑚−1 𝑐𝛼𝑥𝛼.

Пусть 𝜋 = 𝜋𝑚−1 : 𝐿(𝐵0) → 𝐿(𝐵0) – некоторый проектор на P𝑚−1,

𝜋𝑎,𝑡 = 𝜏−1
𝑎 ∘ 𝜎−1

𝑡 ∘ 𝜋 ∘ 𝜎𝑡 ∘ 𝜏𝑎, 𝐷𝑚−1(𝑡)𝑓(𝑥) = 𝑡−𝑛‖𝑓 − 𝜋𝑥,𝑡𝑓 | 𝐿(𝐵(𝑥, 𝑡))‖.

При 𝐸 ⊂ R𝑛 положим

𝐷𝑚−1(𝑡, 𝐸)𝑓(𝑥) =

{︃
𝐷𝑚−1(𝑡)𝑓(𝑥), если 𝐵(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝐸,

0, если 𝐵(𝑥, 𝑡) ̸⊂ 𝐸.

Замечание 2. Локальные приближения ‖𝑓 − 𝜋𝑥,𝑡𝑓 | 𝐿(𝐵(𝑥, 𝑡))‖ функции 𝑓 про-
екционным многочленом из P𝑚−1 эквивалентны ее наилучшему приближению в про-
странстве 𝐿(𝐵(𝑥, 𝑡)) с помощью многочленов из P𝑚−1.

Определение 6. Пусть 𝜎 > 1, 𝜅 > 0, 𝜇 удовлетворяет условию (3), ℜ – оператор
поворота, (𝐺, 𝐺0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇). Пусть {𝛾𝑥}𝑥∈𝐺0 – множество путей, удовлетворяющих
определению 2.

При 1 6 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑚 ∈ N, 0 < 𝑠 < 𝑚 символом 𝐿
𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺0, 𝐺, 𝜎, 𝜅)

обозначим нормированное пространство определенных на 𝐺 функций с конечной
нормой

‖𝑓 | 𝐿𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, 𝐺0), 𝜎, 𝜅)‖ = ‖𝑓 | 𝐿𝑝(𝐺𝛿)‖+ ‖𝑓 | 𝑙𝑠(𝑚)

𝑝,𝜃 (𝐺, 𝐺0, 𝜎, 𝜅)‖, (4)

при достаточно малом 𝛿 > 0, где при 𝛾 = 𝛾𝑥 в случае 𝑝, 𝜃 < ∞

‖𝑓 | 𝑙𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, 𝐺0, 𝜎, 𝜅)‖ =

{︂∫︁
𝐺

(︂∫︁ 𝑇

0

[𝐷𝑚−1(𝑡, 𝐺)𝑓(𝑥)]𝜃𝑡−𝑠𝜃 𝑑𝑡

𝑡

)︂𝑝/𝜃

𝑑𝑥

}︂1/𝑝

+
{︂∫︁

𝐺0

(︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑚−𝑠−𝜎𝑚𝐷𝑚−1(𝜅𝑡𝜎)𝑓(𝛾(𝑡))]𝜃
𝑑𝑡

𝑡

)︂𝑝/𝜃

𝑑𝑥

}︃1/𝑝

(5)

с обычной модификацией (4), (5) при 𝑝 = ∞ или 𝜃 = ∞.
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Определение 7. Пусть 𝜎 > 1, 0 < 𝜅, 𝑀 ∈ [𝑛, 𝜎(𝑛− 1) + 1], (𝐺, {𝐺𝑗}) ∈ G (𝜎,
𝜅, 𝑀).

При 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 𝑚 ∈ N, 0 < 𝑠 < 𝑚 символом 𝐿
𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, {𝐺𝑗}, 𝜎, 𝜅) будем обозна-

чать нормированное пространство определенных на 𝐺 функций с конечной нормой

‖𝑓 | 𝐿𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, {𝐺𝑗}, 𝜎, 𝜅)‖ =

𝐽∑︁
𝑗=1

‖𝑓 | 𝐿𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, 𝐺𝑗 , 𝜎, 𝜅)‖.

2. Теоремы вложения. В следующих теоремах 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, 𝐺 – область в R𝑛

с условием гибкого 𝜎-конуса, 𝜎 > 1, 𝜅 ∈ (0, 1], 𝑀 ∈ [𝑛, 𝜎(𝑛 − 1) + 1], 0 6 𝑙 < 𝑠 < ∞,
1 6 𝜏 6 ∞, 1/𝜏 + 1/𝜏 ′ = 1.

Теорема 1. Пусть (𝐺, {𝐺𝑗}) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝑀), 𝑠 ∈ N, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ и выполняется
условие

𝑠− 𝜎(𝑛− 1) + 1
𝑝

+
𝑀

𝑞
> 0.

Тогда
𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺) ⊂ 𝐿𝑞(𝐺).

Теорема 2. Пусть (𝐺, {𝐺𝑗 , 𝐺
*
𝑗}) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝑀), 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞

и выполняется условие

𝑠− 𝜎 − 1
𝜃

− 𝜎(𝑛− 1) + 1
𝑝

+
𝑀

𝑞
> 0.

Тогда
𝐿

𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, {𝐺𝑗 , 𝐺

*
𝑗}, 𝜎, 𝜅) ⊂ 𝐿𝑞(𝐺),

Теорема 3. Пусть (𝐺, {𝐺𝑗 , 𝐺
*
𝑗}) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝑀), 𝑠 ∈ N, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞

и выполняется условие

𝑠− 𝑙 − 𝑙+(𝜎 − 1)− 𝜎 − 1
𝜏 ′

− 𝜎(𝑛− 1) + 1
𝑝

+
𝑀

𝑞
> 0. (6)

Тогда
𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺) ⊂ 𝐿𝑙(𝑙+)
𝑞,𝜏 (𝐺, {𝐺𝑗}).

Теорема 4. Пусть (𝐺, {𝐺𝑗 , 𝐺
*
𝑗}) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝑀), 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ и

выполняется условие

𝑠− 𝑙 − 𝑙+(𝜎 − 1)− (𝜎 − 1) max
{︂

1
𝜃

,
1
𝜏 ′

}︂
− 𝜎(𝑛− 1) + 1

𝑝
+

𝑀

𝑞
> 0. (7)

Тогда
𝐿

𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺, {𝐺𝑗}, 𝜎, 𝜅) ⊂ 𝐿𝑙(𝑙+)

𝑞,𝜏 (𝐺, {𝐺*𝑙 }).
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Теорема 5. Пусть (𝐺, {𝐺𝑗}, {𝐺*𝑗}) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝑀), 𝑠 ∈ N, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6
𝜃 6 ∞, 0 6 𝑙 < 𝑙+ = 𝑠 и выполняется условие

𝑠− 𝑙 − 𝜎 − 1
𝜏 ′

− 𝜎(𝑛− 1) + 1
𝑝

+
𝑀

𝑞
> 0.

Тогда
𝑊 𝑠

𝑝 (𝐺) ⊂ 𝐿𝑙(𝑠)
𝑞,𝜏 (𝐺). (8)

Теорема 1 при 𝜎 > 1 в случае 𝑠 = 1, 𝑀 = 𝑛 установлена в работе [5] и в общем
случае в работе [1]. Теорема 2 установлена в [8], теорема 5 в случае 𝜏 = 1, 0 < 𝑙 < 𝑠
установлена в [3].

Теоремы 3, 4 новые. Они будут доказаны на основе выведенных здесь интеграль-
ных представлений в п. 4.

3. Интегральное представление функции. Построим интегральное пред-
ставление функции на 𝜎-регулярной области через ее локальные приближения мно-
гочленами, влекущее соответствующие интегральные оценки. Пусть 𝜎 > 1, область
𝐺 ⊂ R𝑛 является 𝜎-регулярной, открытое множество 𝐺0 ⊂ 𝐺, (𝐺, 𝐺0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇),
𝑥 ∈ 𝐺0 и путь 𝛾 = 𝛾𝑥 = 𝑥 + 𝛾

(0)
𝑥 удовлетворяет условиям (2), (3). Пусть

𝑟(𝑡) = 𝜅0𝑡
𝜎, 0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑚 ∈ N.

Для функции 𝑓 из какого-либо из рассматриваемых функциональных пространств
(следовательно, локально суммируемой) ниже будет построено ее усреднение 𝑓(𝑡)

такое, что 𝑓(𝑡)(𝑥) при 𝑡 → 0 стремится к 𝑓(𝑥) почти всюду, а производная (𝜕/𝜕𝑡)𝑓(𝑡)

обладает специальными свойствами (ортогональности и др.). Тогда интегральное
представление функции 𝑓(𝑥) выводится из формулы Ньютона–Лейбница

𝑓(𝑥) = −
∫︁ 𝑇

0

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡)(𝑥) 𝑑𝑡 + 𝑓(𝑇 )(𝑥)

с помощью преобразований подынтегрального выражения.
Перейдем к построению усреднения 𝑓(𝑡). Приведем сначала вспомогательное

усреднение из [9; п. 7.3]. Пусть ̃︀Θ – сглаженная функция Хевисайда:

̃︀Θ ∈ 𝐶∞(R),̃︀Θ(𝑢) = 0 при 𝑢 6 0, ̃︀Θ(𝑢) = 1 при 𝑢 > 1, supp ̃︀Θ′ ∈ (−𝛿, 𝛿), 0 < 𝛿 6 1.

При 𝑚 ∈ N рассмотрим

𝜔(𝑢) =
𝑑𝑚

𝑑𝑢𝑚

(︂
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!
̃︀Θ(𝑢)

)︂
, supp 𝜔( · ) ⊂ (−𝛿, 𝛿), 0 < 𝛿 6

1
2

,∫︁
𝜔(𝑢) 𝑑𝑢 = ̃︀Θ(1) = 1,

∫︁
𝜔(𝑢)𝑢𝑘 𝑑𝑢 = 0 при 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1.

Пусть 𝑟 – непрерывная и кусочно гладкая на [0, 𝑇 ] функция,

𝑟 : [0, 𝑇 ] → [0,∞),

0 < 𝑟(𝑡) при 𝑡 > 0, 𝑟(𝑡) → 0 при 𝑡 → 0, |𝑟′(𝑡)| 6 𝑐0.
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Рассмотрим усреднение 𝑓𝑡 функции 𝑓 ∈ 𝐿(R, loc) в точке 𝑥:

𝑓𝑡(𝑥) =
∫︁

1
𝑟(𝑡)

𝜔

(︂
𝑦

𝑟(𝑡)

)︂
𝑓(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦.

Заметим, что

1
𝑟(𝑡)

𝜔

(︂
𝑦

𝑟(𝑡)

)︂
=

𝜕𝑚

𝜕𝑦𝑚

[︂
𝑦𝑚−1

(𝑚− 1)!
̃︀Θ(︂

𝑦

𝑟(𝑡)

)︂]︂
,

𝜕

𝜕𝑡

[︂
1

𝑟(𝑡)
𝜔

(︂
𝑦

𝑟(𝑡)

)︂]︂
=

𝜕𝑚

𝜕𝑦𝑚

{︂
𝑦𝑚−1

(𝑚− 1)!
̃︀Θ′(︂ 𝑦

𝑟(𝑡)

)︂
−𝑟′(𝑡)𝑦
𝑟(𝑡)2

}︂
,⃒⃒⃒⃒

1
𝑟(𝑡)

𝜔

(︂
𝑦

𝑟(𝑡)

)︂⃒⃒⃒⃒
6

𝐶

𝑟(𝑡)
,⃒⃒⃒⃒

𝜕

𝜕𝑡

[︂
1

𝑟(𝑡)
𝜔

(︂
𝑦

𝑟(𝑡)

)︂]︂⃒⃒⃒⃒
6

𝐶

𝑟(𝑡)2
.

(9)

Пусть теперь функция 𝑓 ∈ 𝐿(R𝑛, loc). Рассмотрим усреднение

𝑓𝑡(𝑥) =
1

𝑟(𝑡)𝑛

∫︁
Ω

(︂
𝑦

𝑟(𝑡)

)︂
𝑓(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦,

где Ω(𝑥) =
∏︀𝑛

𝑖=1 𝜔(𝑥𝑖), supp Ω ⊂ [−𝛿, 𝛿]𝑛.
Из (9) вытекает, что усреднение 𝑓𝑡 сохраняет произвольный многочлен 𝑃𝑚−1 ∈

P𝑚−1 :

(𝑃𝑚−1)𝑡(𝑥) = 𝑃𝑚−1(𝑥),
𝜕

𝜕𝑡
(𝑃𝑚−1)[𝑡](𝑥) = 0 при всех 𝑡 > 0. (10)

Рассмотрим теперь следующую линейную комбинацию значений функции 𝜙 от 𝑛

переменных:

𝜙[𝑡](𝑥) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑡)𝜙(𝑥 + ℎ(1 + 𝑘𝑡)), (11)

где ℎ ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, а коэффициенты удовлетворяют условиям

𝑚−1∑︁
0

𝑐𝑘(𝑡) = 1,

𝑚−1∑︁
0

𝑐𝑘(𝑡)(1 + 𝑘𝑡)𝑙 = 0, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚− 1. (12)

Установлено (см. [10], [11]), что

𝑐𝑘(𝑡) = 𝑄𝑚−1,𝑘(𝑡)𝑡−𝑚+1,

где 𝑄𝑚−1,𝑘 – некоторый многочлен cтепени 𝑚− 1.
Из условий (12) вытекает (см. [10], [11]), что линейная комбинация вида (11)

сохраняет произвольный многочлен 𝑃𝑚−1 𝑛 переменных степени 𝑚− 1:

(𝑃𝑚−1)[𝑡](𝑥) = 𝑃𝑚−1(𝑥),
𝜕

𝜕𝑡
(𝑃𝑚−1)[𝑡](𝑥) = 0 при всех 𝑡 > 0. (13)

Пусть(𝐺, 𝐺0, 𝐺
*
0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇) и {𝛾𝑥}𝑥∈𝐺*0

– множество путей, которым наделено
𝐺*0 в соответствии с определением 2, 𝑟(𝑡) = 𝜅0𝑡

𝜎, 0 < 𝜅0 6 𝜅. Для оценки 𝐿
𝑙(𝑚)
𝑞,𝜏 (𝐺0)-
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нормы функции 𝑓 оценим сначала 𝐷𝑚−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝛾𝑥(𝑡0)) при фиксированных 𝑥 ∈ 𝐺0,
𝑡0 ∈ (0, 𝑇 ]. Введем для этого следующие обозначения:

𝑋 := 𝛾𝑥(𝑡0), 𝑦 ∈ R𝑛, |𝑦| < 𝑟(𝑡), 𝑌 = 𝑋 + 𝑦,

Γ𝑌 (𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑌 − 𝑦

𝑡

𝑡0
при 0 6 𝑡 6 𝑡0,

𝛾𝑥(𝑡) при 𝑡0 6 𝑡0 6 𝑇,

𝑅𝑌 (𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑡0
𝑟(𝑡0) при 0 < 𝑡 6 𝑡0,

𝑟(𝑡) при 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇.

Нужное интегральное представление строится на основе представления (𝑚 = 𝑠+)

𝑓(𝑡)(𝑌 ) =
∫︁

1
𝑅𝑌 (𝑡)𝑛

Ω
(︂

𝑧

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂ ∫︁
1

𝑟(𝑡)𝑛
Ω

(︂
𝑣

𝑟(𝑡)

)︂ 𝑚−1∑︁
0

𝑐𝑘

(︂
𝑟(𝑡)
4𝑚𝑡

)︂
× 𝑓

(︂
𝛾Γ𝑌 (𝑡)+𝑧

(𝑡) + 𝑣 + 𝑘(Γ(0)
𝑌 (𝑡) + 𝑧 + 𝛾

(0)
Γ𝑌 (𝑡)+𝑧(𝑡) + 𝑣)

𝑟(𝑡)
4𝑚𝑡

)︂
𝑑𝑧 𝑑𝑣.

Его можно записать в виде

𝑓(𝑡)(𝑌 ) =
∫︁

1
𝑅𝑌 (𝑡)𝑛

Ω
(︂

𝑧

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂ ∫︁
1

𝑟(𝑡)𝑛

𝑚−1∑︁
0

𝑐𝑘

(︂
𝑟(𝑡)
4𝑚𝑡

)︂

× Ω
(︂

𝑣 − 𝛾Γ𝑌 (𝑡)+𝑧
(𝑡)− 𝑘(Γ(0)

𝑌 (𝑡) + 𝑧 + 𝛾
(0)
Γ𝑌 (𝑡)+𝑧(𝑡))(𝑟(𝑡)/(4𝑚𝑡))

𝑟(𝑡)(1 + 𝑘𝑟(𝑡)/4𝑚𝑡)

)︂
× 𝑓(𝑣) 𝑑𝑧

𝑑𝑣

(1 + 𝑘𝑟(𝑡)/4𝑚𝑡)𝑛
. (14)

Заметим, что в силу (10), (13) производная (𝜕/𝜕𝑡)𝑓(𝑡)(𝑥) аннулирует любой много-
член 𝑃𝑚−1 ∈ P𝑚−1, так что

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡)(𝑥) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝑓 − 𝑃𝑚−1)(𝑡)(𝑥) ∀𝑃𝑚−1 ∈ P𝑚−1.

При 𝑡 > 𝑡0 Γ𝑌 (𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡). Поэтому зависимость от 𝑌 в (14) под знаком Ω линейная.
То же относится к интегралу, выражающему (𝜕/𝜕𝑡)(𝑓 − 𝑃𝑚−1)(𝑡). Дифференцируя
последний по 𝑌 и выбирая в качестве 𝑃𝑚−1 проекционный многочлен на соответ-
ствующем шаре, получаем оценку⃒⃒⃒⃒

𝐷𝛼
𝑌

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡)(𝑌 )

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝑡𝑚−1𝑟(𝑡)−𝑚−|𝛼|

∫︁
1

𝑅𝑌 (𝑡)𝑛
𝜒

(︂
𝑧

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
×𝐷𝑚−1(2𝑟(𝑡))𝑓(Γ𝑌 (𝑡) + 𝑧 + 𝛾

(0)
Γ𝑌 (𝑡)+𝑧(𝑡)) 𝑑𝑧

6 𝐶𝑡𝑚−1𝑟(𝑡)−𝑚−|𝛼|
∫︁

1
𝑅𝑌 (𝑡)𝑛

𝜒

(︂
𝑧 − Γ𝑌 (𝑡)

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
𝐷𝑚−1(2𝑟(𝑡)𝑓(𝛾𝑧(𝑡))) 𝑑𝑧.

(15)

По формуле Ньютона–Лейбница

𝑓(𝑌 ) = −
∫︁ 𝑇

0

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡)(𝑌 ) 𝑑𝑡 + 𝑓(𝑇 )(𝑌 ). (16)
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Покажем, что эта формула для функции 𝑓 ∈ 𝐿
𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺0, 𝐺, 𝜎, 𝜅) справедлива для поч-

ти всех 𝑌 ∈ 𝐵(𝑋, 𝑟((𝑡0)). В самом деле, функция 𝑓 и оба слагаемых правой час-
ти (16) суммируемы на некоторой 𝜀-окрестности 𝐵(𝑋, 𝑟(𝑡0)). Для первого слагаемого
правой части (16) это следует из оценки (15) и принадлежности 𝑓 ∈ 𝐿

𝑠(𝑚)
𝑝,𝜃 (𝐺0, 𝐺, 𝜎, 𝜅)

(детальнее это будет видно из оценок 𝑓(0,𝑡0) при доказательстве теоремы 4). Рас-
смотрим усреднение функции 𝑓

𝑓ℎ(𝑌 ) :=
1
ℎ𝑛

∫︁
Ω

(︂
𝑤

ℎ

)︂
𝑓(𝑌 + 𝑤) 𝑑𝑤, ℎ > 0.

При замене в (16) 𝑓 на 𝑓ℎ все члены формулы (16) являются гладкими функциями,
и само равенство справедливо. Его можно переписать в виде

𝑓ℎ(𝑌 ) =
(︂
−

∫︁ 𝑇

0

𝜕

𝜕𝑡
𝑓𝑡( · ) 𝑑𝑡

)︂
ℎ

(𝑌 ) + (𝑓(𝑇 ))ℎ(𝑌 ).

Если 𝑌 – точка Лебега каждого из членов формулы (16), то предельный переход
в последнем равенстве при ℎ → 0 + 0 дает формулу (16).

4. Доказательство теоремы 4.

Лемма 1. Пусть 𝛾𝑥 – кривая, удовлетворяющая определению 2, и пусть 𝑠 > 0,
1 6 𝜃 6 ∞, 1/𝜃′ + 1/𝜃 = 1. Тогда{︂∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑠𝜃′ 1
𝑟(𝑡)𝑛𝜃′

𝜒

(︂
𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜃′

6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑠
1

𝑟(𝑡)𝑛

(︂
𝑟(𝑡)
𝑡

)︂−1/𝜃

𝜒

(︂
𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
∀𝑦 ∈ R𝑛. (17)

Доказательство. В силу определения 2 для каждого 𝑦 ∈ 𝐵(𝛾 | 𝑥(𝑡0), 𝑟(𝑡0)) ле-
вая часть (17) оценивается через

𝐶1𝑡
𝑠
𝑦

1
𝑟(𝑡𝑦)𝑛

(︂∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡

𝑡

)︂1/𝜃′

6 𝐶2

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑡𝑠
1

𝑟(𝑡)𝑛

(︂
𝑟(𝑡)
𝑡

)︂−1/𝜃
𝑑𝑡

𝑡
,

что оценивается правой частью (17). Лемма доказана.

Для доказательства теоремы 4 достаточно получить нужные оценки на 𝐺0, где
(𝐺, 𝐺0, 𝐺

*
0) ∈ G (𝜎, 𝜅, 𝜇) при |𝜇| > 𝑀 , ℜ = Id. Установим только оценку{︂∫︁

𝐺0

{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙𝑡−𝜎𝑙+𝐷𝑙+−1(𝜅𝑡𝜎)𝑓(𝛾(𝑡))]

𝑑𝑡

𝑡

}︂𝑞/𝜏

𝑑𝑥

}︂1/𝑞

6 𝐶‖𝑓 | 𝐿𝑠(𝑠+)
𝑝,𝜃 (𝐺, 𝐺*0, 𝜎, 𝜅)‖,

поскольку другие оценки для доказательства (1) проще и имеются в литературе.
Разбив интеграл в правой части (16) на два интеграла

(︀∫︀ 𝑇

0
=

∫︀ 𝑡0
0

+
∫︀ 𝑇

𝑡0

)︀
, запи-

шем (16) в виде

𝑓(𝑌 ) = 𝑓(0,𝑡0)(𝑌 ) + 𝑓(𝑡0,𝑇 )(𝑌 ) + 𝑓(𝑇 )(𝑌 ), 0 < 𝑡0 6 𝑇.
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Положим 𝑚 = 𝑠+,

𝑔(𝑧, 𝑡) :=

{︃
𝑡𝑚−𝑠𝑟(𝑡)−𝑚𝐷𝑚−1(2𝑟(𝑡))𝑓(𝛾𝑧(𝑡)) при 𝑧 ∈ 𝐺*0, 0 < 𝑡 6 𝑇,

0 при 𝑧 /∈ 𝐺*0 или при 𝑡 > 𝑇,

𝑔𝜃(𝑧) :=
{︂∫︁ 𝑇

0

𝑔(𝑧, 𝑡)𝜃 𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜃

, 1 6 𝜃 6 ∞.

Тогда с помощью неравенства Гёльдера имеем

|𝑓(0,𝑡0)(𝑌 )| 6
∫︁ ∫︁ 𝑡0

0

𝑡𝑠𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛𝜒

(︂
𝑧 − Γ𝑌 (𝑡)

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
𝑔(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑡

𝑡
𝑑𝑧

6
∫︁ {︂∫︁ 𝑡0

0

𝑡𝑠𝜃′𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛𝜃′𝜒

(︂
𝑧 − Γ𝑌 (𝑡)

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜃′

𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧

6 𝐶

∫︁ {︂∫︁ 𝑡0

0

𝑡(𝑠−𝑛)𝜃′
(︂

𝑟(𝑡0)
𝑡0

)︂−𝑛𝜃′

𝜒

(︂
𝑧 − Γ𝑌 (𝑡)
𝑡(𝑟(𝑡0)/𝑡0)

)︂
𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜃′

𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

Поскольку в области интегрирования последнего интеграла⃒⃒⃒⃒
𝑧 −

(︂
𝛾𝑥(𝑡0) + 𝑦 − 𝑦

𝑡

𝑡0

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝑡

𝑟(𝑡0)
𝑡0

6 𝑟(𝑡0),

то |𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦| < 2𝑟(𝑡0)(𝑡/𝑡0). Поэтому

|𝑓(0,𝑡0)(𝑌 )| 6 𝐶

∫︁ {︂∫︁ 𝑡0

0

𝑡(𝑠−𝑛)𝜃′
(︂

𝑟(𝑡0)
𝑡0

)︂−𝑛𝜃′

𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦

2𝑟(𝑡0)(𝑡/𝑡0)

)︂
𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜃′

𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

Рассмотрим лишь случай 𝑠 − 𝑛 < 0. В противном случае оценим сначала 𝑡𝑠−𝑛

через 𝑡𝛿0𝑡
𝑠−𝛿−𝑛 при 0 < 𝛿 < 𝑠. Тогда показатель степени при 𝑡 равен 𝑠 − 𝛿 − 𝑛 < 0

и дальнейшие выкладки аналогичны приводимым ниже для случая 𝑠− 𝑛 < 0.
Оценивая в последнем интеграле внутренний интеграл, имеем

|𝑓(0,𝑡0)(𝑌 )| 6 𝐶1

∫︁
𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦

2𝑟(𝑡0)

)︂
|𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦|𝑠−𝑛

(︂
𝑡0

2𝑟(𝑡0)

)︂𝑠

𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

При фиксированном 𝑥 ∈ 𝐺0

𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(0,𝑡0)(𝛾𝑥(𝑡0)) 6 𝐶𝑟(𝑡0)−𝑛

∫︁
|𝑦|<𝑟(𝑡0)

|𝑓(0,𝑡0)(𝛾𝑥(𝑡0) + 𝑦)| 𝑑𝑦

6 𝐶1𝑟(𝑡0)−𝑛

∫︁
𝜒

(︂
𝑦

𝑟(𝑡0)

)︂ ∫︁
𝜒

(︂
𝑧 − 𝑦

2𝑟(𝑡0)

)︂
|𝑧 − 𝑦|𝑠−𝑛

(︂
𝑡0

2𝑟(𝑡0)

)︂𝑠

𝑑𝑦𝑔𝜃(𝑧 + 𝛾𝑥(𝑡0)) 𝑑𝑧.

В области интегрирования последнего интеграла |𝑦| < 𝑟(𝑡0), |𝑧 − 𝑦| < 2𝑟(𝑡0), откуда
|𝑧| < 3𝑟(𝑡0). Поэтому внутренний интеграл оценивается через 𝐶2𝜒(𝑧/(3𝑟(𝑡0)))|𝑧|𝑠.
Следовательно,

𝐴𝑔𝜃(𝑥) :=
{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙−𝜎𝑙+

0 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(0,𝑡0)(𝛾𝑥(𝑡0))]𝜏
𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

6 𝐶

{︂∫︁ 𝑇

0

[︂
𝑡𝑙

+−𝑙−𝜎𝑙+−𝜎𝑛
0

(︂
𝑡0

𝑟(𝑡0)

)︂𝑠

𝜒

(︂
𝑧

3𝑟(𝑡0)

)︂
|𝑧|𝑠𝑔𝜃(𝑧 + 𝛾𝑥(𝑡0)) 𝑑𝑧

]︂𝜏
𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

.



ВЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ ФУНКЦИЙ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ГЛАДКОСТИ 501

С помощью неравенства Минковского для интегралов получаем, что

𝐴𝑔𝜃(𝑥) 6 𝐶

∫︁ {︂∫︁ 𝑇

0

[︂
𝑡𝑙

+−𝑙−𝜎𝑙+−𝑛
0

(︂
𝑡0

𝑟(𝑡0)

)︂𝑠

× 𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)

3𝑟(𝑡0)

)︂
|𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)|𝑠

]︂𝜏
𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

В силу леммы 1

𝐴𝑔𝜃(𝑥) 6 𝐶1

∫︁ ∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑙
+−𝑙−𝜎𝑙+−𝑛+𝑠
0

(︂
𝑟(𝑡0)
𝑡0

)︂−1/𝜏 ′

𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)

3𝑟(𝑡0)

)︂
𝑑𝑡0
𝑡0

𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

Остается воспользоваться оценкой нормы оператора

𝐴 : 𝐿𝑝(𝐺*0) → 𝐿𝑞(𝐺0),

имеющейся, например, в [8] и основанной на результате Кокилашвили–Габидзашви-
ли [12] о слабой ограниченности интегрального оператора и интерполяционной тео-
реме Марцинкевича. Получаем, что оператор 𝐴 ограничен при

𝑠− 𝑙 − 𝑙+(𝜎 − 1)− 𝜎 − 1
𝜏 ′

>
𝜎(𝑛− 1) + 1

𝑝
− |𝜇|

𝑞
. (18)

Оценим теперь 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝑡0,𝑇 )(𝛾𝑥(𝑡0)). Легко видеть, что при |𝛼| = 𝑙+, 𝑚 = 𝑠+

|𝐷𝛼𝑓(𝑡0,𝑇 )(𝑋 + 𝑦)|

6 𝐶

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑡𝑚−1𝑟(𝑡)−𝑚−𝑙+
∫︁

𝑟(𝑡)−𝑛𝜒

(︂
𝑧

𝑟(𝑡)

)︂
𝐷𝑚−1(2𝑟(𝑡))𝑓(𝑧 + 𝛾𝑥(𝑡)) 𝑑𝑧 𝑑𝑡.

В принятых выше обозначениях с помощью неравенства Гёльдера и затем леммы 1
получаем

|𝐷𝛼𝑓(𝑡0,𝑇 )(𝑋 + 𝑦)| 6 𝐶

∫︁ ∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑡𝑠−𝑙+𝜎−𝑛𝜎

(︂
𝑟(𝑡)
𝑡

)︂−1/𝜃

𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡)

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

Следовательно,

𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝑡0,𝑇 )(𝛾𝑥(𝑡0))

6 𝐶𝑟(𝑡0)−𝑛+𝑙+
∫︁
|𝑦|<𝑟(𝑡0)

∑︁
|𝛼|=𝑙+

|𝐷𝛼𝑓(𝑡0,𝑇 )(𝑋 + 𝑦)| 𝑑𝑦

6 𝐶1𝑟(𝑡0)𝑙+
∫︁ ∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑡𝑠−𝑙+𝜎−𝑛𝜎−(𝜎−1)/𝜃𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡)

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

Оценим теперь 𝐿𝑞(𝐺0)-норму

𝐵𝑔𝜃(𝑥) :=
{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙−𝑙+𝜎
0 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝛾𝑥(𝑡0))]𝜏

𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜏

6 𝐶

{︂∫︁ 𝑇

0

[︂
𝑡𝑙

+−𝑙
0

∫︁ ∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑡𝑠−𝑙+𝜎−𝑛𝜎−(𝜎−1)/𝜃𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡)

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧

]︂𝜏
𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

.
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Применяя неравенство Минковского для интегралов, получаем, что

𝐵𝑔𝜃(𝑥) 6 𝐶1

∫︁ ∫︁ 𝑇

0

{︂∫︁ 𝑡

0

[𝑡𝑙
+−𝑙+𝑠−𝑙+𝜎−(𝜎−1)/𝜃−𝑛𝜎
0 ]𝜏

𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡)

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧

6 𝐶2

∫︁ ∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑠+𝑙+−𝑙−𝑙+𝜎−(𝜎−1)/𝜃−𝑛𝜎𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡)

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔𝜃(𝑧) 𝑑𝑧.

Оператор 𝐵 : 𝐿𝑝(𝐺*0) → 𝐿𝑞(𝐺0) ограничен при

𝑠− 𝑙 − 𝑙+(𝜎 − 1)− 𝜎 − 1
𝜃

>
𝜎(𝑛− 1) + 1

𝑝
− |𝜇|

𝑞
. (19)

При выполнении оценки (7) выполняются также и оценки (18), (19).
Для завершения доказательства теоремы 4 получим оценку 𝐿

𝑙(𝑙+)
𝑞,𝜏 (𝐺0)-полунормы

функции 𝑓(𝑇 ). Зафиксировав 𝑥 ∈ 𝐺0, 𝑡0 ∈ (0, 𝑇 ], воспользуемся оценкой (7.4) из [13]:

𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝛾𝑥(𝑡0)) 6 𝐶
∑︁
|𝛼|=𝑙+

𝑟(𝑡0)𝑙+
∫︁
|𝑌−𝛾𝑥(𝑡0)|<𝑟(𝑡0)

|𝐷𝛼𝑓(𝑌 )| 𝑑𝑌.

Полагая 𝑓 = 𝜒(𝐺*0)𝛿
, имеем (𝜀 = 𝑙+ − 𝑙 > 0){︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙−𝜎𝑙+𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝑇 )(𝛾𝑥(𝑡0))]𝜏

𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

6 𝐶2

∫︁
𝑓(𝑧)𝜒

(︂
𝑧 − 𝑥

4𝑇

)︂
𝑑𝑧

{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝜀0𝑟(𝑡0)]
𝜏 𝑑𝑡0

𝑡0

}︂1/𝜏

.

Применяя неравенство Юнга, приходим к оценке⃦⃦⃦⃦{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙−𝜎𝑙+𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝑇 )(𝛾𝑥(𝑡0))]𝜏

𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

| 𝐿𝑞(𝐺0)
⃦⃦⃦⃦

6 𝐶4‖𝑓 | 𝐿𝑝((𝐺*0)𝛿)‖,

чем и завершается доказательство теоремы 4.

5. Доказательство теоремы 3. Будем следовать плану доказательства теоре-
мы 4 и придерживаться обозначений 𝑟(𝑡), 𝑋, 𝑌 , Γ𝑌 , 𝑅𝑌 , принятых при доказатель-
стве теоремы 4. Установим лишь оценку{︂∫︁

𝐺0

{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙−𝜎𝑙+𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡))𝑓(𝑇 )(𝛾𝑥(𝑡0))]𝜏

𝑑𝑡

𝑡

}︂𝑞/𝜏

𝑑𝑥

}︂1/𝑞

6 𝐶‖𝑓 | 𝑊 𝑠
𝑝 (𝐺)‖,

поскольку другие необходимые оценки выводятся проще. Зафиксировав 𝑥 ∈ 𝐺0,
𝑡0 ∈ (0, 𝑇 ], оценим 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓(𝛾𝑥(𝑡)).

Будем пользоваться интегральным представлением функций, основанном на бо-
лее простом усреднении функции 𝑓 (𝑚 = 𝑙+):

𝑓{𝑡}(𝑌 ) =
∫︁

𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛Ω
(︂

𝑧

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂ ∫︁
𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛Ω

(︂
𝑣

𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
×

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘

(︂
𝑟(𝑡)
4𝑚𝑡

)︂
𝑓

(︂
Γ𝑌 (𝑡) + 𝑧 + 𝑣 + 𝑘(Γ(0)

𝑌 (𝑡) + 𝑧)
𝑟(𝑡)
4𝑚𝑡

)︂
𝑑𝑧 𝑑𝑣.
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В силу второго равенства в (10)

𝜕

𝜕𝑡
𝑓𝑡(𝑥) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝑓 − 𝑃𝑚−1)𝑡(𝑥).

Беря в качестве 𝑃𝑚−1 многочлен Тейлора и записывая остаточный член 𝑓 − 𝑃𝑚−1

в интегральной форме, получаем выражение (𝜕/𝜕𝑡)𝑓𝑡 через интегралы, содержа-
щие производные 𝐷𝛼𝑓 (|𝛼| = 𝑠). Аналогично поступаем с (𝜕/𝜕𝑡)𝜙[𝑡]. Поэтому
(𝜕/𝜕𝑡)𝑓{𝑡}(𝑌 ) можно оценить через интегралы, содержащие 𝐷𝛼𝑓 (|𝛼| = 𝑠). Именно,⃒⃒⃒⃒

𝜕

𝜕𝑡
𝑓{𝑡}(𝑌 )

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝑡𝑠−1𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛

∫︁
𝜒

(︂
𝑧

2𝑅𝑌 (𝑡)

)︂ ∑︁
|𝛼|=𝑠

|𝐷𝛼𝑓(𝑧 + Γ𝑌 (𝑡))| 𝑑𝑧.

По формуле Ньютона–Лейбница

𝑓(𝑌 ) = −
(︂∫︁ 𝑡0

0

+
∫︁ 𝑇

𝑡0

)︂
𝜕

𝜕𝑡
𝑓{𝑡}(𝑌 ) 𝑑𝑡 + 𝑓{𝑇}(𝑌 ) = 𝑓{0,𝑡0}(𝑌 ) + 𝑓{𝑡0,𝑇}(𝑌 ) + 𝑓{𝑇}(𝑌 ).

Эта формула справедлива для п.в. 𝑌 ∈ 𝐵(𝛾𝑥(𝑡0), 2𝑟(𝑡0)), что доказывается анало-
гично тому, как это сделано для 𝑓(𝑡) вместо 𝑓{𝑡}.

Оценим 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))0)) для каждого из слагаемых правой части равенства. Нач-
нем со второго. При |𝛼| = 𝑙+

|𝐷𝛼𝑓{𝑡0,𝑇}(𝑌 )| 6 𝐶

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑡𝑠−1𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛−𝑙+
∫︁

𝜒

(︂
𝑧

2𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
𝑔(𝑧 + Γ𝑌 (𝑡)) 𝑑𝑧 𝑑𝑡,

где 𝑔(𝑧) =
∑︀
|𝛼|=𝑚 |𝐷𝛼𝑓 |,

𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓{𝑡0,𝑇}(𝛾𝑥(𝑡0)) 6 𝐶1𝑟(𝑡0)𝑙+−𝑛

∫︁
|𝑌−𝛾𝑥(𝑡0)|<𝑟(𝑡0)

∑︁
𝛼=𝑙+

|𝐷𝛼𝑓{𝑡0,𝑇}(𝑌 )| 𝑑𝑌

6 𝐶2𝑟(𝑡0)𝑙+−𝑛

∫︁
|𝑌−𝛾𝑥(𝑡0)|<𝑟(𝑡0)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑡𝑠−1𝑟(𝑡)−𝑛−𝑙+
∫︁

𝜒

(︂
𝑧

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑔(𝑧 + Γ𝑌 (𝑡)) 𝑑𝑧 𝑑𝑡 𝑑𝑌.

Отсюда с помощью неравенства Минковского для интегралов имеем{︂∫︁ 𝑇

0

[𝑡𝑙
+−𝑙−𝜎𝑙+

0 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓{𝑡0,𝑇}(𝛾𝑥(𝑡0))]𝜏
𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

6 𝐶2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ {︂∫︁ 𝑡

0

[𝑡𝑙
+−𝑙
0 ]𝜏

𝑑𝑡0
𝑡0

}︂1/𝜏

𝑡(𝑠−1)𝑟(𝑡)−𝑛−𝑙+
∫︁

𝜒

(︂
𝑧

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑔(𝑧 + 𝛾𝑥(𝑡)) 𝑑𝑧 𝑑𝑡

6 𝐶3

∫︁ 𝑇

0

∫︁
𝑡𝑠−𝑙−𝑙+(𝜎−1)−𝑙𝑟(𝑡)−𝑛

∫︁
𝜒

(︂
𝑧

2𝑟(𝑡)

)︂
𝑔(𝑧 + 𝛾𝑥(𝑡)) 𝑑𝑧 𝑑𝑡 =: 𝐵𝑔(𝑧).

Оператор 𝐵 : 𝐿𝑝(𝐺) → 𝐿𝑞(𝐺0) ограничен при условии (6).
Оценим 𝐷𝑙+−1(𝑟(𝑡0))𝑓{𝑜,𝑡0}(𝛾𝑥(𝑡0)). Имеем

|𝑓{0,𝑡0}(𝑌 )| 6 𝐶

∫︁ 𝑡0

0

𝑡(𝑠− 1)𝑅𝑌 (𝑡)−𝑛

∫︁
𝜒

(︂
𝑧

2𝑅𝑌 (𝑡)

)︂
𝑔(𝑧 + Γ𝑌 (𝑡) 𝑑𝑧 𝑑𝑡.
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Как и при доказательстве теоремы 4, получаем, что

|𝑓{0,𝑡0}(𝑌 )| 6 𝐶

∫︁ ∫︁ 𝑡0

0

𝑡𝑠−𝑛

(︂
𝑟(𝑡0)
𝑡0

)︂−𝑛

𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦

2𝑟(𝑡0)𝑡/𝑡0

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔(𝑧) 𝑑𝑧.

Рассмотрим лишь случай 𝑠− 𝑛 < 0; другие сводятся к этому, как и при доказатель-
стве теоремы 4. Оценивая внутренний интеграл, имеем

|𝑓{0,𝑡0}(𝑌 )| 6 𝐶1

∫︁
𝜒

(︂
𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦

2𝑟(𝑡0)

)︂
|𝑧 − 𝛾𝑥(𝑡0)− 𝑦|𝑠−𝑛

(︂
𝑡0

𝑟(𝑡0)

)︂𝑠

𝑔(𝑧) 𝑑𝑧.

Продолжение этой оценки и другие оценки, необходимые для завершения доказа-
тельства теоремы 3, проводятся аналогично тому, как это делалось при доказатель-
стве теоремы 4. Этим доказательство теоремы 3 завершено.

6. Доказательство теоремы 5. Оценим лишь 𝑙
𝑠(𝑚)
𝑞,𝜏 -полунорму функции 𝑓 .

Имеем

𝐹 (𝑥) =:
{︂∫︁ 𝑇

0

[︂
𝑡𝑚−𝑠−𝜎𝑛

∫︁
𝜒

(︂
𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂
𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

]︂𝜏
𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜏

.

Применяя неравенство Минковского для интегралов и лемму 1, получаем

𝐹 (𝑥) 6
∫︁ {︂∫︁ 𝑇

0

𝑡[𝑚−𝑠−𝜎𝑛]𝜏𝜒

(︂
𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡

}︂1/𝜏

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

6 𝐶

∫︁ ∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑚−𝑠−(𝜎−1)/𝜏 ′−𝜎𝑛𝜒

(︂
𝑦 − 𝛾𝑥(𝑡)

𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

𝑡
𝑔(𝑦) 𝑑𝑦.

Следовательно,
‖𝐹 | 𝐿𝑞(𝐺0)‖ 6 𝐶‖𝑔 | 𝐿𝑝(𝐺)‖.

Этим нужная оценка полунормы получена.
Другие необходимые оценки выводятся так же, как это сделано при доказатель-

стве теоремы 4.

Замечание 3. Теорема о вложении (8), приведенная в [3], справедлива лишь
при 𝜎 = 1. При внесении почти очевидной поправки в неравенства из ее доказа-
тельства ее формулировка при всех 𝜎 > 1 совпадет с формулировкой теоремы 5
данной работы.

Замечание 4. Отметим, что доказательство теоремы 1 основано в [1] на более
простом (чем в данной работе) интегральном представлении функции через произ-
водные. В [1] не приведено обоснования сходимости усредненной функции к самой
функции, но оно проводится аналогично (и проще) обоснованию формулы (16) из
данной работы.
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