
1312 В. А. Дмитровский, Е. И. Островский 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что в Bri(z0): существует другое решение г си­

стемы (1). Введем обозначения lk=uk-щ r\k=Vk-v. Тогда, аналогично (3) и (4), 

где x(t) = {uk-(l-t)lk, vk-(l-t)r\h}, 

где y(t) = {uk+l-(l-t)lk+u vk-(l-t)i()k}, ' 
Отсюда следует, что 

(13) . \\zk-z\\<riqi\ к=0, 1, • 

где'. - ' ; : 
qi = max [Л (Lri + s ) , Л 2 Щ 2 > 1 + е ) + ALri] = 

1 . , ' . "п - - , . . . . . 
= m a x [ 4 Z > + 4 в ( 1 - д ) , (A2ML+AL)r + i 4 2 M s ( l - g ) ] < 

1 - д 
g ... '• 1 • 

< - m a x ( l - A s , 1-А2Мг). 
i " q ' - :-' 

Если положить р = т а х (l-Аг, 1-А2Мг), то, по условию,. q<l/(p+l). Значит, g i < l . 
На основании (13), zk-+z, что противоречит соотношению zh-+z*. Теорема дока­

зана. 

v. '• Поступила в редакцию 11.07.1977 
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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДА ЗАВИСИМЫХ ИСЙЫТАНИЙ 

В. А . ДМИТРОВСКИЙ, Е. И. ОСТРОВСКИЙ 

(Обнинск) 

Для вычисления методом Монте-Карло величин, зависящих от пара­
метра, рассматривается задача оценки погрешности. Уточняются ус­
ловия сходимости к гауссовскому полю, ,и выводятся оценки для вели­
чин, характеризующих точность вычислений. 

1. Рассмотрим задачу вычисления интеграла 

Д 0 - | / ( ^ ^ ) | х ( ^ ) 

G ' " • " ' • ' 

по приближенной формуле 
^ п 

/(о«/«(о-=—У /е,п.), 
П 
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где G - некоторое множество, на котором определена вероятностная мера jx, j x ( G ) = l , 
щ - последовательность независимых случайных величин с распределением и.: 
F(r\ke=A)=F(r)^A)=\i(A), A^G. Множество параметров t принадлежит единичному-
кубу D размерности г: D= [О, 1] г . °Функция /удовлетворяет условию 

i f(trx)ii(dx)<< оо, .... для всех t^D. 

В работе [*] , Доказана сходимость по распределению величины £ п (£) = 
=nlli(In(t)-I(t)) к гауссовскому полю при тг->оо? откуда вытекает сходимость In(t) 
к /(£) равномерно по rt со скоростью тг~1/2. Нашей целью является ослабление условий, 
приведенных в [*], й вывод количественных соотношений д л я оценки погрешности. 
(In(t)-I(t)) в естественной равномерной норме: 

i i /n(o-/(on=supj/„w r /(«)i, 

2. Т е о р е м а 1.[Величина, In(t) сходится равномерно с вероятностью 1 к /(£)• 

P ( l i m | | / ^ / | | = ' 0 ) = l . • • < . . : 

Этот результат легко следует из компактности D (см. [ 2 ] , стр. 174). Для построе­
ния конкретной оценки необходимо убедиться в том, что поле g n ( t ) является при­
ближенно r ay ссовским, т. е. 

1 1 т Ы 9 М ( 0 ~ Л ( 0 ; Д ( * , ? ) ) , 

где предел понимается в смысле Ю. В. Прохорова (см. [ 3 ] ) . 
Т е о р е м а 2. Пусть функция, f(i, ц) удовлетворяет неравенству 

I . ' "• 

где (х)^-) — некоторый -модуль непрерывности. Тогда для слабой (в смысле Прохорова/ 
сходимости | п ( 0 к центрированному гауссовскому полю £.(£), непрерывному с ве­
роятностью 1 и обладающему ковариационной функцией 

(2.1) R(t, s)=cL (/(*, n ) , / ( s , Л)), 

достаточно одного из условий; 
1) существуют чиЬла а ^ ( 0 , 1 ) и натуральное т > г / 2 а , удовлетворяющие условиям', 

(О (6) < 6 а , Л / (Я (Т ) ) ) 2 т ^оо ; 
2) существуют числа а'е=(0,1) и е > 0 такие, что \ . 

со (6) < 6 а , 

3) Д я я некоторого 

Ж"(Я(т1)) г/ 2 а + ,/ 3+8<оо ; 

положительного к 

Мехр{хН(ц)}< оо а \ / г - 1 о)(А:- 1 )< оо; 

4) величина Н{.х\)\субгауссовская, т. е. 

S U p { T - 2 1п|М еХ Р [тЯ(т] ) ] } = Т <со ' и \^ ^ ^ < оо; 
т>о Z=J A: (In In &)1 / 2 
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5) для некоторого числа ОО 
в» 

7Т" ; < 0 ° -
k In In к 

h=3 

• Д о к а з а т е л ь с т в о . Если {^А}^^ — независимые, одинаково распределенные, 
центрированные случайные величины, то для любого натурального м существует 
константа С (га), не зависящая ни от ни от п, т акая что 

п 

( ' > % тп 

(см. [ 4 ] , стр. 38, где изложен частный случай тп—4). Поэтому 

( 2 . 2 ) ' M(in(t)-ln(s))*?"<C(2m)M(H(4))*™(^ 

Из последнего неравенства вытекает слабая компактность семейства мер, порожден­
н ы х полями | п (t) в пространстве C(D) непрерывных на D функций с равномерной 
нормой, если выполнено условие 1). Неравенство (2.2) справедливо и в предположе­
ниях 2) , что следует из [ 5 ] (теорема 13, стр. 156). 

Докажем достаточность условий 3 ) - 5 ) . С этой целью введем производящий функ­
ционал поля £ n (t) формулой 

F S r i ( a | ) ) = M e x p j J /(*,'т|)*(Л)| , • е ^ я . я ) ' ] , 
£-я ,я]г X 

полагая / (t, х) продолженным по t на все пространство Rr с периодом 2я по каждой 
переменной с сохранением одного из условий 3 ) - 5 ) . Положим теперь 

Ш / sink(ti-Si)J2 \ 4 -I 

C k ( —!— 7Z— I ~ d s ^ 
\ sm(ti-Si)l2 / J 

где ch=3/2nk(2k2+l). Первое слагаемое в скобке есть так называемое ядро Джексона, 
второе - дельта-функция Дирака. По теореме Джексона (см. [ 6 ] , стр. 114), 

sup | j /(*,n)*fc*WJ < ^ ( r ) . ^ ( < n ) © ( A ; - i ) I 

[ - я , я ] г 

откуда следует неравенство 

[ j С/ («. Ц) - I (»)) 4>м (*) J < [ | J / (», Ч) *м.(Л) I + 

J I(s)yki(ds) j ' < J C ( r ) ( Я ( П ) + Д/Я( Л ) ) (о ^ - 1 j j ' . 

[ —я,я]г [ — я.я]»' + I 
[ - я , я ] г 

Разлагая выражение для Fln (Хфм) в ряд Тейлора, получаем 

00 ...—' 

[ 1 1 п 

1+Ж1]|1й^ ( ^ < о ( Я ( ч ) +J t̂a))®**-1))' I . 
1=2 

< J l + — М е х р { Я С ( г ) ( Я ( п ) + Л/Я(т1))©(А:--1)} J < < ехр{М ехр[Яс7 ( г) (Я (и) + МН(и)) со (&""1) ] } . 
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Положив Л = Л ь = х / С ( ' г ) С О ( й - - ) , убедимся в том, что \Fin(Kk^ht) I<&2 ДДЯ достаточна 
со 

больших кЖ (в с л у ч а е условия 3)) и что ряд ( М ь ) ' - 1 сходится. По теореме 2 

работы [ 7 ] , отсюда вытекает слабая компактность семейства мер, порожденных поля­
ми £ п ( 0 - Если ж е выполнено условие 4) , то выберем Хи по формуле 

^А= [С (г)Г / 2со (к~1) J" 1 (In In к)\ 

В этом случае ; 

| ^ п ( ^ | ) | < / Ь 2 и ^ j ( ^ - 1 < 

что также достаточно! для слабой компактности. Условие 5) обосновывается аналогич­
но. Сходимость конечномерных распределений %n(t) к конечномерным распределе­
ниям центрированного гауссовского поля с ковариационной функцией (2.1) вытекает 
из центральной предельной теоремы. Непрерывность гауссовского поля также следу­
ет из теоремы 2 работы [ 7 ] . 

Из доказанной теоремы следует, что 

lim Р ( | | / п ; - / | | > е) = Р(||%(t) ||> ел*); 

Поэтому для оценки погрешности ||/п—Л1 можно написать 
' ' [ • ' • • ' • ' ' . 

P ( l l /« - / | | f e )«P(H6 'WII>e»^) . . 

i ' • . 
Вероятность, стоящую в правой части, можно оценить, воспользовавшись результа­
том работы [ 8 ] : 

(2.3) 

Здесь 

Р(116(*)11^*)<5.2-<*+ 1> J e-"2'*du, * > ( l + 4 r l n 2 ) ' / > . 

- [sup £(*, 0 ] 1 / 2 + (2+2^) Гф (2 - и а ) du, 

Ф ( б ) = sup [R(t,t)-2R(t,s) + R(s,s)]\ I * - s | = m a x 
U-:s|<5 t*=i,2 г 

В наших условиях интеграл Jcp(2~"u2)dK всегда сходится, следовательно, формула 
i 

(2.3) всегда применима. Интеграл, стоящий в правой части этой формулы, легко 
выражается через табулированную функцию распределения стандартного нормально­
го закона. 

3. В заключение рассмотрим несложный пример. Пусть интеграл 

I(t)= 2лт , / 2 j (z+t*)-1'* е-*2/* dx 
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вычисляется по приближенной формуле 

\ п 

I(t)~In(t)=— ^ t j A ~ i V ( 0 , l ) . 

Поскольку \f(t, n ) - / ( s , ц) \^\r)\-2/5\t-s\ и М[Н(у\)]2=М|'т)'|-*/«<«>, то пример удов­
летворяет условию 1) теоремы 2. Выбирая уровень доверия равным 0.95 и радиус 
доверительного интервала 0.1, находим оценку числа необходимых испытаний и » 
«^12 100. Заметим, что в этом примере результаты работы [*] неприменимы. 

Поступила в редакцию 28.07.1977 
Переработанный вариант 28.12.1977 
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МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, 
ОСНОВАННЫЙ НА СВОЙСТВАХ ПУАССОНОВСКОГО ПРОЦЕССА 

А . Ж. ПАВЛОВ, Б. Б. ПОХОДЗЕЙ, Ж. А.РАВКЖН 

(Ленинград} 

Излагается метод моделирования случайной величины со стандарт­
ным экспоненциальным распределением. Дается теоретико-вероятност­
ное обоснование метода, и приводятся результаты его реализации 
на ЭВМ. 

В настоящей работе излагается метод моделирования экспоненциального распре­
деления, основанный на известных свойствах стационарного пуассоновского процесса 
(см., например, [*], стр. 273). 

Обозначим через tn время наступления w-го события в стационарном пуассонов-
ском процессе с интенсивностью X, наблюдаемого на Д + = [ 0 , +«>). Тогда времена 
между наступлениями последовательных событий независимы и подчиняются экспо­
ненциальному распределению с параметром %: . 


