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СУПЕРКЛЕТОЧНЫЕ РАЗБИЕНИЯ 
СУПЕРПРОСТРАНСТВ ФЛАГОВ 

А. А. Воронов, Ю. И. Манин 

Цель настоящей работы — продвинуться в понимании 
(Строения суперпростраиств флагов — важного и естественно 
возникающего класса супермиогообразий. Мы начинаем 
(§§ I—4) с конструкции разбиения суперпространства полных 
флагов на суперклетки Шуберта, потребовав, чтобы последние 
удовлетворяли некоторому свойству универсальности, триви­
ально выполненному в классическом случае. Возникающие при 
этом супергруппы Вейля, включающие отражения относитель­
но нечетных корней, нумеруют суперклетки, и размерность 
каждой суперклетки равна супердлиие соответствующего эле­
мента супергруппы Вейля. Супердлина определяется комбина­
торным образом, корректность ее определения — нетривиаль­
ный комбинаторный факт, доказываемый нами геометрически. 

Прежде чем обобщить в § 6 результаты предыдущих пара­
графов на случай неполных флагов, ЯВЛЯЮЩИХСЯ суперанало-
raiMn 'пространств G/P, где Р — параболическая подгруппа 
простой алгебраической группы G, мы описываем строение па­
раболических подгрупп в супергруппах типа SL, OSp и Q в 
терминах систем корней — см. § 5. Это описание показывает, 
•что пространства неполных G-флагов суть все G-эквивариант-
иые факторы суперпространств полных флагов. 

В § 7 вводится упорядочение в супергруппе Вейля. Мы 
доказываем, что это упорядочение отвечает отношению вклю­
чения супермиогообразий Шуберта, то есть замыканий супер-
клеток Шуберта. 

Супермногообразия Шуберта доставляют естественные при-. 
меры супермногообразий с особенностями. В § 8 дается кон-. 
•струкция разрешения этих особенностей, обобщающая класси­
ческую конструкцию Ботта—Сэмелсоиа. Если в чисто четном 
случае конструкция Ботта—-Сэмелсоиа позволяет доказать ра­
циональность особенностей многообразий Шуберта, то в су-
пергеометрии сам факт существования аналога этой конструк­
ции выступает как некоторая характеристика особенностей су­
пермиогообразий Шуберта. Исследование . вопроса рацио­
нальности особенностей супермногообразий Шуберта пред-
•СТОИТ еще провести. На данный момент неясно даже, что та-
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кое рациональная особая точка супермногообразия. (Напом­
ним, что в классическом случае всякая рациональная особая 
точка нормальна, а это влечет отсутствие нильпотентов в ло­
кальном кольце этой точки.) 

Эту статью можно рассматривать также как начальный 
этап в изучении алгебраической топологии суперпространств 
флагов. Довольно много вопросов еще остается открытыми. 
Например, для содержательного обобщения на суперслучай та­
ких результатов работ И. Н. Бернштейна, И. М. Гельфавда, 
С. И. Гельфанда [1] и Демазюра [14], как комбинаторная ин­
терпретация индекса пересечения многообразий Шуберта к 
сравнение классов многообразий Шуберта с характеристиче­
скими классами флаговых пучков, необходима, в первую оче­
редь, правильная теория когомологий, в которой лежали бы 
классы суперклеток Шуберта. Возможно, роль такой теории 
могла бы сыграть теория бордизмов супермногообразий (см. 
Ф. Ф. Воронов, А. В. Зорич [5]) или теория когомологий 
М. А. Баранова, А. С. Шварца, Ф. Ф. Воронова, А. В. Зорича 
(см. [4]). 

В изложении наших результатов мы предпочли чисто гео­
метрические рассуждения, сведя к минимуму использование-
теоретико-групповых конструкций. Этим мы обошли трудно­
сти, связанные с вопросами факторизации по действию супер­
группы. К тому же, теоретико-групповая точка зрения не всег­
да приводит к правильным понятиям в суперслучае, Так, тео­
рия представлений (см. В. Г. Кац1[17]), теория Бореля—Вей-
ля—Ботта (ом. И. Б. Пенков, И. А. Скорняков [19} и И. Б. Пен-
ков [11]) и результаты настоящей работы указывают на то, 
что аналогами подгрупп Бореля являются, вообще говоря, не-
максимальные разрешимые подгруппы, а стабилизаторы В 
полных флагов. В отличие от классического случая не все 
подгруппы В сопряжены между собой, и, следовательно, супер-
пространство полных флагов распадается на связные компо­
ненты (с этим связано и отсутствие в G системы представите­
лей супергруппы .Вейля). Компонент, появляющихся в этой 
работе, несколько больше, чем классов сопряженности под­
групп В — нам удобнее считать разными некоторые компонен­
ты, соответствующие одной и той же подгруппе В. Стоит так­
же отметить, что интуиция систем корней не всегда в суперслу­
чае отвечает реальности, поскольку система корней простой 
супералгебры Ли, вообще говоря, не является абстрактной си­
стемой корней. 

Та роль, которую клетки Шуберта играют в классической 
геометрии и теории представлений, определяет применение ре­
зультатов данной работы. В этой связи заметим, что супер­
клетки Шуберта оказались полезными в понимании геометрии.-
супергравитации (см. [9]) и в конструкции отражения относи­
тельно нечетного корня (см. [11], [19]). 
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Основные результаты этой статьи анонсированы в [2], [3]. 
Мы благодарны И. Б. Пенкову и И. A. Скорнякову, в по­

стоянном общении с которыми была сделана настоящая ра­
бота. 

§ 1. КЛАССИЧЕСКИЕ СУПЕРГРУППЫ 
И СУПЕРПРОСТРАНСТВА ФЛАГОВ 

1. Классические супергруппы. Пусть ~---Cmln — простран­
ство стандартного представления 'классической алгебраической 
супергруппы G типа SL, OSp, IISp или Q. Группа типа OSp 
оставляет инвариантной невырожденную четную симметриче­
скую форму Ь:Т-*-Т*, группа типа IISp — невырожденную 
нечетную антисимметрическую форму Ь : 7{to}T*, группа ти­
па Q—нечетную инволюцию р:Т->-Т, p2=ld. Соответствующий 
морфизм b или р мы далее считаем фиксированным. В случаях 
IISp и Q задание этого формизма влечет т—п. Все рассматри­
ваемые супергруппы G, кроме OSp(2r,2s), связны. Группа 
OSp(2r,2s) распадается на две связные компоненты. 

2. Связные компоненты суперпрострапств флагов. Пусть 
Sll — множество всех последовательностей вида <5i, ...,бг) 

г 
8l==p\q, {sum}fij =.mjn, r < w + n. Фиксируем /eS L / . 

О п р е д е л е н и е . Пусть S — суперсхема (над С—в даль­
нейшем мы не будем это специально оговаривать). Флаг 0=£Р0с: 
c-^iC . . . с^г_1с1.5р

г---=Т5-=Т®-?.5 локально свободных локально 
прямых подпучков в Ts имеет тип I, если rk.9'/ — rkS-.{cdot}._i — '5j 
ДЛЯ всех I: l < i < r . 

i 

Таким образом, ранг i-ro полотнища флага равен ^ « - ^ б д . 
к-1 

О п р е д е л е н и е — л е м м а ([7]). Функтор aFr на категории 
суперсхем над С, ставящий в соответствие суперсхеме 5 мно­
жество флагов типа I в Ts с ограничениями (для Gj^SL) 

(b®ids)(P0c: . . . c ^ f ) = ^ c . . . с^г} для OSp и IISp, 
(p®ids) (^0c . . . c ^ - = ^ c . „ c ^ r для Q, 

представим посредством суперпространства флагов °F/ типа / . • 
3. Лемма. Если /—тип флага из °F/, то 

(•W-» (/) Для OSp, 
6.(/)== 6;+i_i(/) для Шр, 

16? (/) для Q, 
где (a\b)°=(b\a). 

Доказательство сразу следует из определений. П 
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. 4. Полные флаги. Назовем G-флаг полным, если он имеет 
максимально возможную длину г. Множество типов полных 
G-флагов обозначим через -7Я. Структура множества GJn 
дается следующей простой леммой. 

Лемма. 

SLi 7 = 
1 п 

(61 бЯЖ1)1-Ь-"--|0 или 0 | 1 , 2 й---"» 1.4 
i - 1 • ) 

^"jn = {(Sl> • • • > - W 6 jn I «--Ч = -Wn+1-J) 
-0, •= от+и-Ы 

Q/n----{(1|1,...,111)}. П 

. Определение. Суперпространством полных G-флагов-
называется несвязное объединение 

cE-=- Я °F/. 
/ 6 % 

Замечание . Все G.Fj связны, за исключением случая 
G=-OSp(2r, 2s), когда °Fj распадается на две компоненты 
связности для каждого I. В случае O-Q(m) GF связно. 

§ 2. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПАРЫ ПОЛНЫХ ФЛАГОВ 

1. Определение. Пусть !?.r,., 9>j,.—два G-флага типов 
/ , J£°In. Назовем их правильно взаимно расположенными, если 
для всех i, j 9>i,tr\d'j,j — локально прямые локально свободные 
подпучки в Ts постоянного ранга. Тип взаимного расположения 
флагов 9'JI. и .У/,. —эта матрица с компонентами 

dli^xk{9>.r,i{\9>J,]), 0<i,j<r, 
где г-=-яг+/г для G=SL, OSp, IISp, r = tn для G=Q. 

2. Лемма, а) Матрица (dtj) обладает следующими свойствами: 
doy = 0|0, d;o=O|O, drJ—dj\j), dir=dt(l), 

0\0<dlj-di^,j<8l(I), 0\0<dtJ—dr,j-i- ;«/(A 
dtj^dt-uj^du^dt-i,]' • при j>J0, 

. dti.j^divJ-i^dij^di.j-i при , i>i0, 
где a|6<a'|&', если a<a' и &<#'.. 

б) В случаях О—OSp, IISp матрица (dtJ) обладает дополни­
тельными свойствами симметрии: 

dtj**=dn+n-.iim+n-.j — ni,\n+dnM.n_i(I)+dm+n_j(J) при Q=OSp, 
dij=d2m-i,2m-j — fn\m-\-dbn-i(I)-\-dln^j(J), при 0 = Ш р . 
Доказательство—прямое вычисление. Q 
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3. Супергруппы Вейля. Определим действие £„.+.. на SLIn 
формулой бг (да/)--= 6t«-i(o (/)• В качестве действия Sm на одно­
элементном множестве Q/n возьмем единственно возможное— 
тривиальное. 

О п р е д е л е н и е . Назовем супергруппой Вейля °W группу 
а) Srt+н Для G = SL(//i, n), 
б) {WQSL{m'n)W\ w (°/n) =° / n } для G=OSp (m, n), 
в) faebL(m,m)Wr \ w (°In) = °/п} для G=lT3p (m), 
г) Sn для G = Q(m). 
Можно было бы дать другое, эквивалентное, определение 

супергруппы Вейля для G-=Q(m), рассмотрев полные Q(m)-
флаги как неполные SL(m,m)-флаги с условием симметрии 
(подобно тому, как при определении супергрупп Вейля для 
G = OSp(m,n) и IISp (m) полные G-флаги рассматриваются как 
полные SL(m, п)-флаги с условием симметрии). Мы предпочли 
привести более подробную информацию в следующем упраж-
нении. 

Упражнение . Пусть / — единственный элемент в Q{m)In~ 
Для типа /, как и для произвольного типа неполного SL (т, т)-
флага (см- §6), определим подгруппу W/ в SLW •=- Sim состоящую 
из всех перестановок, оставляющих иа месте каждое из под­
множеств {1,2}, . . . , {2т — 1, 2т] множества {1, 2, . . . , 2т,}. Если 
J&SLIa—расширение I, то есть J =• (61, . . . . 62m): 62i_i + б2( — 1 | 1 -
то рассмотрим подгруппу .^== {-t.w'6-->2m I — (^—расширение /}* 
Доказать, что Wr — нормальная подгруппа в №ичто WlW/<^Sm. 

4. Лемма. Супергруппа Вейля °W для G=OSp(w,/г) 
и IISp (m) изоморфна полупрямому произведению l{ X St 
t=[(w + n)/2], где, как всегда, т—п в рлучае G---=IlSp (m),T 
а полупрямое произведение строится относительно естественного 
действия St перестановками базиса группы Z... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Типы флагов из GIn симметричны от­
носительно середины (для G=IISp симметрия включает приме­
нение ( )°). Легко проверить, что перестановка сохраняет та­
кую симметрию, если и только если она есть композиция сле­
дующих: 

1) любая перестановка левой половины одновременно с 
зеркальной перестановкой правой, 

2) любое количество транспозиций зеркально симметричных 
пар элементов. • 

б. К о м б и н а т о р н а я л е м м а . Имеется биекция между 
следующими множествами: 

1) геометрически реализуемые типы взаимного расположе­
ния полных (7-флагов, 

2) матрицы (dij) со свойствами 2, 
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3) тройки {(/, /, да) \I, /6o/n, w&GW, J=w(I)}. 
Замечание. В случае G-Q множество из в) совпадает 

cQW. 
Доказательство . I. Случай G==SL(m,n). Доказа­

тельство разобьем на несколько шагов. 
а) Конструкция стандартных пар флагов. Фикси­

руем I, J, w, w (/)--=/. Выберем в Тт1п базис {ек,г} такой, что 
четность ец,г = 6ft (/). Рассмотрим линейные оболочки 

•?/,!-= < e\,r,...,ei,/ >, 
У.Г,1— ( •Зда-1(1)1/|..«,в1в-«(/),/ ) . 

Тип взаимного расположения флагов 9\i,. и 9я/,. обозначим че­
рез (dij,w,/j). Таким образом, мы построили отображения мно­
жеств 3)->2) и 3)->1) из формулировки леммы. 

б) Свойства матрицы (dtj,w,;,j). Опять фиксируем / , 
J, w, и для краткости в этом пункте мы будем писать dl} 
вместо di],w,u. Докажем, что самые левые вдоль строк нера­
венства между соседними по вертикали элементами матрицы 
(dij) разбросаны равномерно по столбцам матрицы (на рисун­
ке 1 изображена характерная картина совпадения элементов 
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Рис. 1 

матрицы (dij)). Из геометрических соображений ясно, что в 
первом столбце есть ровно один знак неравенства между вер­
тикальными соседями: 

d*„l ^dA.-l . l -S-^ft , , / — ̂ - '(l),/^-*-»»"1 (1) — k\. 
Во втором столбце встретится знак неравенства между элемен­
тами k 1-ой и ki — 1-ой строк (вспомним лемму 2) и еще ровно 
один знак неравенства: 

(dfti.2 ---"dA.-l.2i .-?2-^А1)-4=*еА1./'«е1.,-<(2),/-**'Ш"- (2) =».42> 
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Такая ситуация будет повторяться и дальше. Тем самым, сде­
ланное утверждение доказано. 

Таким образом, по матрице, происшедшей из стандартной 
пары флагов, тройка (/, J, w) однозначно восстанавливается: 
/=последний столбец, / = последняя строка, w — перестановка 
w(ki)= i. 

в) С в о й с т в а п р о и з в о л ь н о й м а т р и ц ы (dij), 
у д о в л е т в о р я ю щ е й с в о й с т в а м 2, а) . Докажем, что 
для таких матриц тоже выполнено утверждение из шага б) . 
Это даст нам возможность построить тройку (I, J, w), как это 
сделано в конце шага б). 

Доказательство проведем индукцией по номеру столбца. 
В первом столбце нулевой элемент равен 0|0, а дальше вниз, 
согласно свойствам 2, идут скачки на 010, 0 j 1 или 110 вплоть 
до m+n-го элемента первого столбца, равного d\ (/) ==Si(/) = 
= 0|1 или 110. Отсюда следует, ЧТО в первом столбце будет 
ровно один скачок — на 6i (У). Правее него, согласно свойст­
вам 2, будут также знаки неравенства. 

Пусть в к— 1-ом столбце— к—1 знак неравенства и от каж­
дого из них идут знаки неравенства вдоль строк вправо. Тогда, 
так как нулевой элемент /е-ого столбца равен О]0, последний — 
d/( / ) , а скачки по вертикали не больше 6i(/)---1|0 или 0 |1 , то 
в этом столбце будет ровно к знаков неравенства. Иными сло­
вами, в /г-ом столбце появляется ровно один новый знак нера­
венства, самый левый в горизонтальном ряду, и наше утвержде­
ние доказано. 

г) К о н е ц д о к а з а т е л ь с т в а . В силу шага в) мы можем 
произвольной матрице (d<;-) со свойствами 2 поставить в соответ­
ствие тройку {I,J,w). Докажем, что это отображение есть 
отображение множеств 2){to}3) из формулировки леммы, то есть, 
что w(J) = JT. B обозначениях шага б) нам нужно показать, что 
б; (./)•=-6-t,-i(i) (/).--= б/,, (/). Это следует из такого свойства матри­
цы (dij): если dij^di-uj и d ^ - i — di-i,,--!, то d,7-7--d.,y_, и 
d.-_i,y_i-=-=d,_i,; — см. рис. 2, (Оно просто выводится из свойств 2.) 
Действительно, по построению /г. dkvi=hdkl~\,i и dkri-\ = 
•=-dA/_i,/_lt значит, d,H,ii=dui,i-.x и d^-ui-x^d^-x.u откуда 
bi!l(I)*=d,li,i--d,H-.\li = d,H,i—dklli-\'=>§i{J)- Таким образом, 
отображение .2)—э-3) построено. Легко проверить, что оно яв-

</-'• , i 

1-1 • —rzr: • 

- •—р— • 
Рис. 2 

3—10119 33 



ляется обратным к отображению 3){to}2), построенному на ша­
ге а). 

Обратное отображение 1)-{to}3) к отображению 3){to}1), по­
строенному в а), строится следующим образом. Матрица типа 
взаимного расположения двух полных флагов удовлетворяет 
свойствам 2. Построенное выше отображение 2){to}3) переводит 
эту матрицу в тройку (I,J,w) со свойством w{I)=J. 

Итак, мы доказали комбинаторную лемму в случае G = SL. 
11. Случаи G-=OSp(m,n), Шр(/п). В силу справедливос­

ти леммы для группы SL(m,n) каждой матрице (dij) со свой­
ствами 2, а), отвечающей G, соответствует тройка (/, J, w), 
1,№ъ1п, w@bW, J = w(I). Поскольку /= (di,m+n), J=(dm+n,i), 
ясно, что I, J£GIn. Свойства 2,6) матрицы (di.-) гарантируют, 
что перестановка w симметричный относительно сер.едины тип 
флага из SL/n переводит в такой же, то есть w&GW. Таким об­
разом, мы имеем отображение 2){to}3). К нему обратным являет­
ся построенное при G = SL(m,n) отображение 3){to}2). To, что 
из тройки (I, J, w), соответствующей группе G, получается мат­
рица (d{j.) со свойствами 2, а), б), ясно из построения. Для ото­
бражений 1)->3) и 3){to}l) рассуждение такое же, как и в слу­
чае G—SL. 

Ш. Случай G==-Q(m). Здесь доказательство то же, что 
для G—SL(m,n), с точностью до небольших изменений, ка­
сающихся размерности полотнищ флагов. • 

§ 3. СУПЕРКЛЕТКИ ШУБЕРТА: ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

1. Фиксируем G и положим F== CE, W=aW. Для каждого 
элемента wQW обозначим через dij,w функцию на л E / X E / 
со значениями в Z|Z, постоянную на каждом F/XFJ-

элемент матрицы, соответствующей тройке (7, J, w) по комбина­
торной лемме. Пусть .̂ .-—тавтологический флаг на F. Рассмот­
рим пучки 9>l[\9>!^p\9>i(\pt?>j(z.TPxF^T®CFxP, где ри рг-
проекции F X E на первый и второй сомножители. Определим 

|Гш|с{С-точки ^{r/fXFj) 
как множество всех С-точек x, над которыми dim* (.5^.- П 9"j) — 
=dij,w. В силу комбинаторной леммы. И- |Fwj исчерпывает 
множество. всех C-точек F X F. Структуру подсуперсхемы на 
\YW\ мы введем, следуя общей конструкции уплощающего раз­
биения ([18]). 

2. Теорема, а) На каждом ]YW| существует каноническая 
структура локально замкнутой подсуперсхемы YW<^F X F такая, 
что морфизм .11 Ywz~FxF является уплощающим разбиением 
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для системы пучков {^tCl^j}- Это означает, что произвольный 
морфизм суперсхем g:S-+FxF (S—нётерова) обладает свой­
ством 

(все g* (9'1Г\9']) — локально прямые локально свободные"! 
[подпучки в Ts рангов d ,̂-., J 

тогда и только тогда, когда g проводится через вложение 
JJ. JV. .FXE. 

wQW 
Pz . 

б) Bee Yw расслоены над F: Yw-+F, причем слой р2 (х)> 
этого расслоения изоморфен суперклетке С |e , s (P2—естественная 
проекция на второй сомножитель произведения FxF). 

в) Yw представляет функтор из категории нётеровых супер-
схем над C в категорию множеств, ставящий в соответствие 
суперсхеме S множество S-точек суперсхемы _Ii F7XF./-. нал, 
которыми ^(П-^; — локально прямые локально свободные под­
пучки в Ts рангов d.7,,-.. 

Замечание . Очевидно, что в)—переформулировка а). 
Доказательство теоремы опирается на конструкцию супер-

клеточного разбиения отйосителы-юго проектированного супер-
лространства, с которой мы начнем. 

3. Суперклеточное разбиение проективного суперпространст­
ва. Пусть X — фиксированная нётерова суперсхема, ST — ло­
кально свободный пучок ранга т\п на ней, а 93. — фиксирован­
ный полный флаг в .Г, Рассмотрим в относительном проектив­
ном суперпространстве Рх(1|0; F ) цепочку вложенных, 
подсуйерехем — проективизаций расслоений 9>с 

0 c P ^ a | O ; ^ 1 ) c P x ( l | O ; . ^ 2 ) c . . . c P x ( 1 | 0 ; F ) . 
На каждом из непустых открытых подмножеств Р* (11 0; J?"ft).-ed\ 
\Px(l |0;^_i)red в РА-(1 \0;&к)red зададим естественную струк­
туру открытой подсуперехемы ZftcPA'(1 |0; ^и)-

Предложение , а) Морфизм \±Zk^9x (110; F ) является 
k 

относительным уплощающим разбиением для системы пучков 
{& Г\Уд, где & = С (— 1)-тавтологический пучок на Р* (1\0;&~). 

б) ^—-относительное аффинное пространство размерности 
ik&k— 110 над X. Иными словами, слой естественной проекции 
Zk-*X изоморфен с1--^*-110. 

Доказательство . Утверждение 6) очевидно из построе­
ния: Zft является большой клеткой в Р^-(1 | 0; .Ŝ A). 

Для доказательства а) нужно показать, что для произволь­
ного морфизма схем над X g:S^>-Px (1 |0; £Г) (S — нётерова) 
пучки g*(^n.5?'i) являются локально прямыми локально свобод­
ными подпучками в 0~s ранга 0j0 при i < k и ранга 1 |0 при 
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i>k тогда и только тогда, когда g проводится через вложение 
Z^Pxfi |0;iT). Необходимость следует из того, что редукция 
g"red такого морфизма g-,- как известно из классической геометрии, 
проводится через Р* (110; 9"к)кй\Рх (1 |0; t^_i)red— (^)red. и из 
того, что g, очевидно, проводится через Рх (1 |0;-S^). 

Достаточность становится очевидной, если заметить, что 
.б̂ Л-̂ г являются локально прямыми локально свободными под­
пучками в fzk указанных рангов. Предложение доказано. П 

4. Следствие. В предположениях п. 3 существует отно­
сительное уплощающее разбиение u_Yk супермногообразия 

к 

Рх (1 | 0; 0~) X Fx для системы пучков {9T\&i}, где ^---тавто-
логический пучок на Р* (1|0;^"), SP.— тавтологический флаг на 
Ex-cynepnpocTpaHcTBe полных флагов в 2Г, над X. При этом 
слой р-1 (х) проекции P2'-l\Yk-^Fx над X-точкой x£Fx(X)> 
представленной флагом &, в Т., канонически изоморфен JJZA« П 

k 
i б. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. 

I. С л у ч а й G = SL. Доказательство проведем по индукции, 
рассматривая суперпространство полных флагов как относи­
тельное суперпространство полных флагов меньшей длины над 
проективным суперпространством. Для того, чтобы индуктив­
ный переход был возможен, мы будем доказывать относитель­
ный вариант теоремы 2, то есть будем. работать в категории 
суперсхем над некоторой нётеровой суперсхемой X, на которой 
задан локально свободный пучок £Г ранга т\п. (Формулиров­
ка утверждений 2, а), в) такая же, только все морфизмы пони­
маются как морфизмы суперсхем над X, а произведения — как 
расслоенные произведения над X. Формулировка утверждения 
.2, б) не меняется.) 

Для т + « = 1 пространство FXF есть X, и уплощающее раз­
биение состоит, очевидно, из одной компоненты У,»—EXF, w~e, 
dn,w = m\n= 1 |0 или 0| 1. 
• Пусть теорема доказана для /ге + я. — i— l. Докажем ее для 

т-\-п=1. Рассмотрим естественную проекцию E->P, 
P-=PJC(1 |0 ; &) при m > 0 и Р = РАМ0|1; Г) при /я-=0. Отно­
сительно этой проекции F есть суперпространство Fv полных 
флагов в Т\Р над Р, где ^—тавтологический пучок на 
P:F-=Fp. Предположение индукции дает нам относительное 
уплощающее разбиение (грубо говоря, уплощающее разбиение 
в слое) суперпространства FP на Р для каждого флага .SP-c... 
...с&т+п на X, поскольку флаг 9>, индуцирует флаг ^ / ^ С . . . 
• •-^9>т+п№ длины м-\-п—\ на Р. Тот же флаг SP-. по пред­
ложению 3 дает уплощающее разбиение Р над X. Так полу­
чается суперклеточное разбиение F над X, соответствующее 
флагу £\ —^"-точке супермногообразия F над X. 
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'Чтобы не рассматривать функтор точек, приведем конструк­
цию уплощающего разбиения произведения F X F = EpXFp. 

х х 
Соответствие qid'.^-ff'J^, где #\-—тавтологический флаг на F, 
^—•тавтологический пучок на Р, определяет морфизм 
EpXFp-—>-FpXEp> база которого по предположению индукции 

-Л P 
допускает уплощающее разбиение. Естественная проекция 

: , РХЫ. 
»:FP{to}P определяет морфизм EpXEp—*-PXEp—PXE> база 

х х х 
которого по следствию 4 допускает уплощающее разбиение. 
ВЗЯВ прообразы компонент обоих уплощающих разбиений 
относительно указанных морфизмов, мы получим два разбие-
ния суперпространства FXF. Далее, компоненты искомого раз-

•Л 
биения определим как (схемные) пересечения компонент обо­
их разбиений. Нам остается занумеровать компоненты постро-
енного разбиения элементами супергруппы Вейля SbW и дока­
зать утверждения а) и б) теоремы 2. 

Фиксируем •a>6SLW и матрицу (d^), соответствующую w по 
комбинаторной лемме. Рассмотрим матрицу [d'u), полученную 
из (d,y) вычеркиванием первой строки и вычитанием гк £̂  из d^, 
при i > 2 и вычеркиванием k-ro столбца и вычитанием тк.5? иэ 
dij при / > k , k=w (l). Эта матрица удовлетворяет свойствам 
2.2, а), и, следовательно, ей отвечает элемент w' супергруп­
пы Вейля ShW супергруппы SL (пь—-1, п) или SL (т, п—1). По 
предположению индукции элементу tso' соответствует компонен­
та У'т' уплощающего разбиения EpXEp. Возьмем также компо-

р 
ненту уплощающего разбиения суперсхемы P X F \ соответствую-

л. 

щую первой строке (dy), то есть компоненту Yk. Тогда 
rk(.^n^)|rA--=0|0 при j<k и rk(^n^)|rA=7--0|0 при j>k 
(см.) доказательство предложения 3 и следствие 4). Компоненту 
Уд, уплощающего разбиения E X E определим как Yw= 
— {-dXtfr^ 'n ipXidr 1 -^ . Ясно, что по любой паре (w', к) 
МОЖНО построить w так, чтобы это соответствие было обратным 
к соответствию w>->-(w', k), описанному выше. Чтобы доказать, 
что Yw удовлетворяет условию а) теоремы 2, достаточно заме­
тить, во-первых, что g*(9'ir\^j) являются локально прямыми 
локально свободными подпучками в Т$ рангов йщ (обозначения 
см. в условии теоремы) тогда и только тогда, когда 
((idX#)°g)* (&,if\9']lP) являются локально прямыми локально 
свободными подпучками в Fj/UidX^-g)*-?7 рангов d\} и 
(р X id)°g)* (5РП •?,,•) являются локально прямыми локально сво-
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бодными подпучками в Ws рангов 0 ] 0 при j < k и 1 [ 0 или 
0/1 при j>k. Во-вторых, g проводится через вложение -Кш-> 
-VFX.E тогда и только тогда, когда (idx q)°g и (pXid)°g 
проводятся соответственно, через вложения YW' ->-FpXEp и 

р 
-KA-vPXE—-это следует из построения Yw. 

X 
Докажем б). Общий слой проекции p2 :EXE->E есть про-

А 
странства полных флагов, которое можно представить в виде 
относительного пространства полных флагов, меньшей длины 
над проективным суперпространством. При этом каждая су-
перклетка Шуберта в р.г 'М, xGF(C), является суперклеткой 
Шуберта относительного пространства полных флагов над 
суперклеткой Шуберта проективного суперпространства. Поэто­
му можно воспользоваться предложением 3 и индукцией. 

П. Случаи G—OSp, nSp, Q. В этих случаях проходит то 
же доказательство, если изменить формулировки предложе­
ния 3 и следствия 4: при G==OSp, ГГЗр вместо проективного 
суперпространства Pjr(l|0;F) необходимо рассматривать су-
перпространство Рх(1\0;{Г, Ь) изотропных относительно задан­
ной формы Ь :0~-+%Г* подпучков ранга 1|0 в F , а при G = Q — 
суперграссманиан G--(l | \;ST,p) р-симметричных подпучков ран­
га 1 1в .~ , где р : ё~-+ё~ — заданная нечетная инволюция. Точ­
ную формулировку мы оставляем читателю. П 

В классической геометрии разбиение пространства флагов F 
на клетки Шуберта есть не что иное как разбиение F = G/B на 
В-орбиты, где б — соответствующая простая алгебраическая 
группа, а В — ее подгруппа Бореля. В нашем подходе это, оче­
видно, отвечает разбиению FXF на G-орбиты. (Действительно, 
фиксировав точку хвр{С) во втором сомножителе, мы фиксиру­
ем подгруппу В в G— стабилизатор этой точки. Следовательно, 
слоем G-орбиты У над х является Я-орбита в F.) 

Следующая лемма показывает, что суперклетки Шуберта 
• тоже являются G-орбитами в суперсхемном смысле. 

6. Лемма о транзитивности. Пусть S-—суперсхема, 
TS=T®0S. Пусть 9>[, &"— два полных G-флага в TS (G = SL, 
OSp, DSp или Q) со свойствами (см. определение 2.1): 1) &\ 
и £7. правильно взаимно расположены, 2) тип их взаимного рас­
положения равен (dij). Пусть 9>'., &".—другая пара полных Q-
флагов с теми же свойствами (и тем же (dij)), причем тип .Ŝ '.-тип 
§'••, тип .̂.-тип Ф". (см. определение 1.2). Тогда у каждой точки 
S6S есть аффинная окрестность U--=SpecA, такая, что сущест­
вует элемент g£G(A), переводящий пару флагов 9"[\и, У".\и 
в Тц в пару флагов .SP./и, ^. |у. 

Доказательство I. Случай G = SL. Пусть U==Spec А — 
такая окрестность точки SQS, ЧТО пучки # i |-/, &/ \u, ^'i \u, 9>) \с/, 
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(^ir\9"])\u, (.-?'; П.-̂ /),£/ свободны и являются прямыми подпучками 
в Тц- Чтобы не усложнять обозначений, в дальнейшем символ \и 
мы будем опускать, а также будем отождествлять все пучки 
над U с.их пространствами глобальных сечений над U. 

Построим искомый элемент gQQ(A) явно. Построение прове­
дем по индукции относительно номера i полотнища флага 9*'.. 
На ^1 зададим искомое отображение g так, чтобы Ул^&'х (это 
позволяет сделать совпадение типов флагов &. и 9"'.). При этом 
ограничение будущего отображения g на .9^ переводит .^П •-?'-. 
в .^in^" (пересечение SPlf]!?. рассматривается как вырожден­
ный флаг &[^&1с9'\^9>£:...<о9>'1{\д>т+п_х), так как d1; для 
пар флагов Э7'., 9>". и §*'., .^".одинаковы. 

Пусть теперь отображение g построено на полотнище &*'к 
и переводит .2Y с... cz9>'h в ' ^ с . с ^ и &'к(\9>" в SP'bft?'.. 
Построим продолжение g на Р'и+ъ удовлетворяющее этим свойст­
вам для k = k + l. 

Пусть у0—наименьшее из тех / , для которых dk+i, ]фс1к!. 
Возьмем в Л-модуле &'к+\ [{%),> элемент ек+1, ДОПОЛНЯЮЩИЙ 
^А-П-^/О' и в A-модуле Фь+гП^), элемент <?ft+1, дополняющий 
&'k П 9'"j„ (подсчет . размерностей показывает, что мы вправе это 
сделать). Зададим действие g на e*+i':geft+1==eft+1. Продолжен­
ное по линейности на &'к+\, g переводит ^.[с . . . c ^ + i 
в . 9 .С : : . . .С^А+1 . 

Докажем, что ^h+i^SP] переходит под действием g на P'i+i 
в . ? t + i ( l ^ . При / < / „ из соображений размерности ^А+гП 
П5р/==5г'лП^'ли .^жП^у —^йП^./. и. следовательно, по пред­
положению _ индукции, g (Pk+i П &)) = ^й+i П &) • g (F'k+i П &],) = ' 
—•̂ А+1П.̂ ./0 по построению. Наконец, при j>J0 

• ^ П ^ ^ Л ^ Ф ^ П - 7 ! ) , (i) 

причем элемент e^ie^+in^/„c^+in{cdot}^}. но е^^-Э^П^.*. 
Из (1) g^ft+i-n^})-.АеА+1©^П^/> что по построению равно 
. ^ - и П ^ . 

Последний щаг индуктивного построения дает отображение g 
с требуемыми свойствами, за исключением Berg — l. Этого 
можно добиться, подправив g, например, на последнем шаге: 
g(.з*) — (Berg)*1 .eft (в показателе стоит —-1, если ек четно, 
и +1—в противном случае). 

П. Случаи G = OSp, iISp. Индуктивное построение до 
-—£— , где m-]n==d1mr, то же самое, что и для 0.— SL. 

Далее следует выбирать ек и ёк так, чтобы. Ь (ек, ет+л+--й) -=• 
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=-- b (е-., em+mi_k) = 1, b (ek, e}) = b (eh~ej) = 0 для остальных J 
(b — соответствующая билинейная форма). После этого ясно,, что 
элемент g, переводящий ek в ek для всех к, принадлежит Q (Л), 
так как сохраняет матрицу <Грама билинейной формы. По по-i 
строению g обладает требуемыми свойствами. 
„. , Ш. Случай G--=Q. Построение то же, что в случае G-—SL, 
только с каждым шагом индукции размерность пространства 
SPk, на, котором определено g, увеличивается на 111. Точнее, 
в дополнении к Р'кП^'и в ^+1Л.5^- выбираются сразу два эле­
мента: четный,. ек+ь к нечетный, р (-5А+1) (то же для ^.) . Они 
отображаются в элементы е^ъ p^i). соответственно, поэтому 
построенное gQQ(A), то есть g°p=p°g. О 

§ 4. СУПЕРКЛЕТКИ ШУБЕРТА: РАЗМЕРНОСТЬ 

1, Определение. Базисное отражение а — это один из 
следующих элементов группы GW: 

а) G=SL:a— перестановка соседей в {1, 2 , . . . , w+n}', oi = 
-=(U+1); 

б) G=OSp, nsp: ' сг—одновременная перестановка соседей 
в левой половине последовательности {1,.2, . . .,/» + №} и зер­
кальных соседей—в правой, о---= (г, i+1) (m-\-ti- 1—-i, m-\-/i—i),. 

с его зеркаль-i + 1 <[-""о"п-1 > или транспозиция I = 
ным отражением, гС/ — (I, тп+и+1 — I); 

в) G-=<Q:a.-(t,j+l)eSTO. 
2. Введем понятие супердлины элемента группы Вейля. 
Определение, а) Пусть I,J6GIn, oGGW—базисное отра 

жение такое, что./-=••0(7). Тогда если a—а,-, то 
0, если / = - / , G — SL, OSp, ПБр, 
1, если /=7-=./, G — SL, OSp, IISp, 
1, если G = Q, 

если a=Xj, то 

hj(o) -= 

0, если 6, (J) = 1 
1, если 6, (./)•—О 
О, если 5,(-0 — 1 
0, если 6; (J) = 0 
1, если 8/(/) —1 
0, если в, (V) = 0 

0, G=-.OSp(2r+1,2s), 
1, G=OSp(2r + 1,2s), 
0, G=OSp(2r,2s), 
1, G=OSp(2r, 2s), 
0, G=DSp(m), 
1, G=nSp(/re). 

6) В тех же условиях пусть ffl=a».... a^W — приведенное 
разложение в базисные отражения (то есть число k базисных 
отражений, составляющих w, минимально), J=w{I). Положим 
/-=5a-....tf.</), тогда супердлиной lu(w) назовем пару чисел 
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ft—1 

г-о 
а длиной—число k. 

3. Теорема. Для J=w(I) 
dimYTOn (E/ X F,) =7 / / (w) + dimE/. 

Замечание . Можно проверить, пользуясь индукцией по 
/д+л и формулами для размерности G-грассманианов (ср. [8, 
теорема 5.6.3]), что 

т(т—1) . п{п—1) m l G=SL (m, n), 

dimGE/==-

2 -T" 2 
(r2 + .s-|5(2r + l)), G=--OSp(2r + 1r2s), 
( r ( r - 1)+s-|2rs), G-=OSp(2r, 2s), 
m(fit+\) 

2 
m (m + 1) 

2 G=Q ( /7 i ) , 

и не зависит от 
о dimuE/= rs + 

/, а 
r ( r - l ) s ( s - l ) I (r + l ) r . s ( s - 1 ) + Г5 

)• 

изоморфизм 
произведения 

Это 
уста-
FiX 

2 l 2 | 2 l 2 

0=nSp(OT), 
где r\s=timil)—размерность максимального изотропного по­
лотнища во флаге типа J, r + s - т. 

Прежде чем доказывать теорему, сформулируем два след­
ствия. 

4. Следствие . Супердлина ljj(w) не зависит от выбора 
приведенного разложения хш—ак.. .о1. • 

5. Следствие . Справедлива формула 
1и (и)) +dim FI=IJI (ДО-1) +dim Fj. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Y№n(FiXFj)-Yw-in(F.rXF.r)-
следует из определения пространств Yw — 
навливается перестановкой сомножителей 
XFJ- • 

6. Доказательство теоремы проведем 
относительно длины к элемента w=ak. 
Обозначим тавтологические флаги на первом и втором сомножи­
телях F/XFj через 9?';,, и ff'j,., соответственно. 

Пусть k = 0, то есть w=e, . / = / , t//(e)=0\0, и достаточно 
доказать, что Y-П (E /XE/ J -E / . На. самом деле, Y е — это 
диагональ Д в E X E . Действительно, согласно п. 2.5, а), 
di],e,u=dm,n{t,n(l). С другой стороны, ( ^ , ( П ^ , / ) к = 
—.-̂ /,min(;,;)U> значит, эти пучки являются локально свободными 
локально прямыми подпучками в ГД рангов dmin(i,j) (/). Поэтому, 
если g:S~+FxF — морфизм суперсхем, который проводится 
через A - E X F > то все g* (^/,/П-?7/,j) — локально прямые ло-
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кально свободные подпучки в Ts рангов йц,е,и. Обратно, если 
все g* {У/,1Г\Р*"г,]) локально свободны рангов dij,ejr, то 
Tkg*{9'i,iC]9'/,j)=di(I) мя всех i и /, то есть g* (•--*/,*)— 
==..?* l-^/w)- Ясно, что в этом случае g проводится через 
A<-FxF. 

Перейдем к проведению шага индукции. Пусть формула 
размерности верна для любого w=ak... о1 (разложение в ба­
зисные элементы является приведенным). Докажем нашу фор­
мулу для элементов супергруппы Вейля длины -k+1 : а>-= 
— аъ+\аь.... д.. Положим Wo—ak...o\ /о—Шо(7). В доказатель­
стве нам понадобится следующая лемма. 

7. Лемма. 1) Пусть ak+x=aq — базисное отражение. Тогда 

2) Пусть a*w=-.;, /=.[-5i±iJ. Тогда w^Hl)<w^(m+n+ 
+ 1-i). 

Для доказательства леммы заметим, что каждая из вве­
денных нами супергрупп Вейля изоморфна классической груп­
пе Вейля, причем базисные- отражения соответствуют отраже­
ниям относительно элементов некоторой системы простых кор­
ней. Поэтому лемма 7 есть переформулировка в терминах 
перестановок следующей классической леммы. 

Т. Лемма (ом. [1], [20]). Пусть w — элемент классиче­
ской группы Вейля типа А, В или С, у— положительный ко­
рень. Тогда" если l{w)=l(otW) — 1, где / — длина, то or1 (у) — 
положительный корень. 

Введем новые обозначения: если акП — aq, то a==w~x(q), 
b=w^x(q-\-\), и если сж--—it,, то а=1ю^1 (I), b=*w^ (/»+«+ 
+ 1—/). По лемме 7, а<Ь. 

I. Случай akn=aq. Сравним матрицы (di],w,rj)w. (dij,Wo,f/t), 
8. Лемма. diq,w,u = d .̂ei,,//.-+6.7+1 ( Л ) - М Л ) ПРИ *>-'» 

dtq.v.u^diq.vi.jj, — Sq(Jf) при a<i<.b, 
симметричные соотношения при G=OSp или ПЭр, 

dij,w,ri—di],Wtiljt.u$vi остальных i, j . 
Доказательство мгновенно следует из определения di),w,tj-

(см. п. 2.5, а)). 
Таким образом, имеют место формулы 

— - ,W+ f i w( jo ) при i>b, (I) 

симметричные соотношения для G=OSp, DSp, 
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-'--(в'л«П^,. /)|г.-'к(-?';.|П^.1У)|г.^ 
при остальных i, j . 

Рассмотрим естественные проекции Fj„-+F и Fj-±F на су-
перпространство F неполных G-флагов—забывание q-oro полот­
нища &у и .у" и двойственного полотнища в случаях G== OSp, 
IISp. Формулы (1) показывают, что проекции супермногообразий 
Г . . и Гдапри p0:ErXE/„^F/XF и p:FjXFs~*FiXF совпа­
дают: Po(Yw,)— P<¥W)=Y. (Напомним, что разбиение на Yw 
определялось как уплощающее разбиение для системы пучков 
{^'^iCi^j^y, очевидно, что проекции Yw на F/XF составляют 
уплощающее разбиение для {.з^-П-^- }. где У~ •—тавтологи­
ческий флаг на F, po&jJ=9'ja,j, P*9'"j-j = 9'''j,j, jifcq-) На са­
мом деле, Yw„ изоморфно проецируется на Y, a Yw является 
большой клеткой относительного проективного суперпростран-
ства размерности //„.- (cr-4+1) над Y (для О = Q — суперграссманиа-
на p-симметричных 111 -мерных плоскостей в 2 | 2-мерном супер-
пространстве с нечетной инволюцией р). Это опять же следует 
из свойств матриц (diy) и формул (1), переписанных в виде 

[0|0 при i<a, 
[8q(J0) при £>a , (2) 

[О] О при i<at 
-* ^.in^.^/^.^lr..- М/о) • при a<i<b, (3) 

* (•-_ n *-,. «^ ) k - C .55" ,Р^> ». <4> 
••М^..п^,,+,'^..-.)1".-л(^.«п-?;..,+1/^..,-,)к. 

при всех i. (5) 
Действительно, формула (2) влечет 

откуда, согласно (3), последнее включение обращается в равен. 
ство. Это означает, что тавтологический пучок 9>'^ ^l&'j ^ 
суперпространства YWt над Y совпадает с пучком ^ ( 0 П 
ft^'sz.q+iiy'je.t-v поднятым с "К, поэтому dim K- — dim К== 0 ] 0. 
Аналогично, формулы (4), (5) и (3) позволяют заключить, что 
тавтологический пучок ^j^l^'j^^ ранга б?+г (У-) суперпростран­
ства Yw над Y должен быть вложен в пучок ^'},йП^>?+г/^ ,у1?_1 
ранга б? (/0) + б?+1 (/0), поднятый̂  с Y, и не должен пересекаться 
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с пучком У'г.ь-хГ)^,,,-^/^,^ ранга б,-(У0), также поднятым 
с Y. Таким образом, u\mYw — dim Y№„--= dim Г ,— dimF=-= 
= IJ„J (ok+i) и, наконец, dimY,— ///(•»") +d im'F / по предположе­
нию индукции. 

II. С л у ч а й аА+1==т7. Рассмотрим естественные проекции 
Fj0-+F и Fj->F на суперпространство F неполных G-фла-
щв--забывание i-ого полотнища ^ , и SP'j^ соответственно, 
и двойственного полотнища в случае G — OSp (2г + 1, 25) (это 
единственная супергруппа G, для которой двойственное к Pj t 
полотнище не совпадает с ' ^ ,). Аналогично предыдущему 
случаю можно показать, что проекции супермногообразий YWo 
и Yw при p0:F{XFst-*FiXF и p:FlxFj-+FIxF совпадают 
(Po(Yw0) = p (YW)=Y) и ЧТО dimFw. = dimY, a Yw является 
большой клеткой относительного (над Y) проективного 
суперпространства . Р (б, (У); б, (У) + б/+1 (У) + б/и.2 (У), Ь) при 
G=OSp (2r + l , 2s) и Р (б, (У); б, (A+ty+i (У), #) при остальных О. 
Здесь Р (х; у, Ь) означает суперпространство .х-мерных изотроп­
ных относительно формы Ъ прямых в у-мерном суперпростран­
стве, Относительная размерность такого суперпространства дана 
в следующей таблице (табл. 1) (cp. [8, теорема 5.6.3]). 

Т а б л и ц а ! 

группа 

OSp(2r+l,2s) 

OSp (2г, 2s) 

IISp (m) 

Проективное 
суперпространство 

Р<11 0; 310, '*) 
Р(0|1;1 |2, Ь) 

Р ( 1 | 0 ; 2 | 0 , *) 
Р (0 |1 ;0 | 2 , *) 

Р (1 |0 ;1 | 1 ,й ) 
Р ( 0 | 1 ; 1 | 1 , Ь) 

Размерность 
проективного 
суперпрост­

ранства 

1|0 
1|Г 

010 

-1° 
011 
0|0 

Эта размерность совпадает с iy0/ (ok*1), и по предположению 
индукции dim YW=IIJ(ID)-\- dim F{. • 

§ б. СТРОЕНИЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ПОДГРУПП 

Список известных однородных пространств комплексной 
простой алгебраической супергруппы Q, начинающийся с рас­
смотренных выше пространств полных G-флагов, можно про-
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должить, включив в него пространства неполных G-флагов, в 
том числе суперграссманианы. В чисто четной ситуации этим 
исчерпываются однородные пространства, если определять их 
как полные факторпространства группы G по замкнутым под­
группам. В суперслучае таких однородных пространств боль­
ше, чем флаговых, и их строение описывается следующим про­
стым предложением. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть G — комплексная алгебраическая 
супергруппа, подложка G-еа которой редуктивна. Пусть Q дей­
ствует транзитивно (в суперсхемнам смысле — см. п. 3.6 или 
[6, п. 4.1.17]) на некоторой суперсхеме X,.aP является стацио­
нарной подгруппой замкнутой точки X (в этом случае мы пи­
шем X— G/P). Многообразие Xr-d полно тогда и только тогда, 
когда подгруппа Pred в Gred — параболическая. Строение пара­
болических подгрупп редуктивных групп описано в [15] (ср. 
[13]). • : 

В классической геометрии можно эквивалентным образом 
определять однородные пространства как факторпространства 
по параболическим подгруппам, т. е. замкнутым подгруппам, 
содержащим подгруппу Бореля. Настоящий параграф посвя­
щен изучению супераналогов параболических подгрупп. Из 
наших результатов следует, что все они являются стационар­
ными подгруппами неполных G-флагов. В качестве приложения 
можно получить такое утверждение (см. [11]): отражение 
обратимого пучка на пространстве G-флагов относительно 
нечетного корня, используемое в доказательстве суперварианта 
теоремы Бореля—Вейля—Ботта, переводит этот пучок в обра­
тимый опять же на пространстве G-флагов. 

1. Борелевские и параболические подгруппы. Назовем бо-
релевской подгруппой в простой алгебраической супергруппе G 
типа SL OSp, ЙБр или Q стабилизатор полного G-.флага в 
пространстве стандартного представления Т. Во всех случаях, 
кроме Q, всякая подгруппа Бореля реализуется, очевидно, как 

/* * \ 
подгруппа верхних треугольных матриц m "' J B 

G cGL c (Г). Для G-=Q подгруппа Бореля реализуется как 
подгруппа в Gc GLc (7) следующего вида: 

I'#. * #. # 
| О*-» о ' > 
\ #. # *. # 
\ 0 '"* 0 "'* 

(разбиение на блоки — по четности). Параболической под­
группой в G мы назовем замкнутую подгруппу, содержащую 
некоторую борелевскую. Ниже мы дадим описание таких под­
групп (при G'-AlISp и еще при некоторых .менее существенных 
ограничениях) в терминах систем корней: борелевских под-
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групп —в пп. 5,8 и параболических-—в пп. 6,8. Но прежде чем 
более основательно заниматься корнями, нам необходимо 
подготовить для этого почву. 

2. Системы корней. Начиная с этого пункта и кончая п. 7, 
0—•-классическая супералгебра Ли над С типа А(т,п), тФа, 
m,ri^0,B(m,n), m^O, n>0 , C(n), п^2, D(m,n), m ^ 2 , 
/г>0, D(2,1;a), F{4) или G(3). (Тип A(m,n) соответствует 
сулералгебре Ли з1(т+Г/г+1), В(т, п) — озр(2т+Г2п), 
С{п)—щ{2,2п—2), D(m,n) —o$$(2m,2n), типы D(2,1;a), 
F(4) и G(3)—исключительные, тип Q(n), соответствующий 
супералгебре Ли d(n+l), будет рассмотрен в п. 8) Если фик­
сировать подалгебру Картана I) в 0, то g разложится на кор­
невые подпространства (см. '[|16, 2.5.3]): 0 = ®0в, где Д — систе-

ма корней супералгебры Ли 0. Это разложение обладает сле­
дующими свойствами. 

П р е д л о ж е н и е (В. Г. Кац, [16, предложение 2.5.5]). 
(а) flo=5; 
(в) .dimg.- = l Va^O; 
(с) на g существует ровно одна, с точностью до множителя, 

невырожденная инвариантная симметрическая билинейная 
форма ( , ) ; 
(-0 (1) [^.Й^в-н*"***^. об+реД. a+p{ne}0; 

(2) (fia. 0B) = 0 Va{ne} - p ; 
(3) форма (,) определяет невырожденное спаривание %а 

с 0-г-} 
(4) форма (,) невыроладеиа на I); 
(5) [еа, е-а]~(еа, e-a)ha, где ha¥=Q определен формулой 

(ha,h)=a(h), НЩ, e±a<-8±a; 
(б) а6А=>—а6А. D 
3. Системы простых корней и положительные корни. 
Определение (В. Г. Кац, [16, п. 2.5.4]). Подмножество 

n = { a i , . . . , a-}—Д называется системой простых корней, если 
существуют векторы e.G^.., f.G0_Oi, И,Щ, для которых [е., /,]-= 
—8i)h{, векторы е. и f., i=l,:..,r, порождают g, и П мини­
мально с такими свойствами. 

Как показывают примеры, для всех классических суперал­
гебр Ли, кроме A (от,/г), система корней Д\{0} не является 
абстрактной системой комплексных корней. Тем не менее, 
предложение 2 и следующее предложение дают нам набор 
свойств системы корней, достаточный для перенесения на cy-
перслучаи классического доказательства основного результата 
(см. [13, гл. VIII, § 3, п. 4]). 

Предложение . Система простых корней П обладает 
следующими свойствами: 

1) П—-базис векторного пространства ^*; 
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2) все корни рбД записываются в виде линейных комбинаций 
Р = J^ma-a с целыми коэффициентами /»«, имеющими один и 

ogn 
тот же знак (т. е. все m a > 0 или все m a<0) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Начнем с 2). 
2) Поскольку et и / г , i = L . . . , г, порождают д, всякий 

элемент gggp, g-7--0, записывается в виде g=Xc]Oj (еъ ..., еп 
/и ..../г), где в] — коммутатор элементов из П. Из свойства 
[<-ь / y H V - * и Равенств [hj, •5j]-=a-(Ay)eJ,[Ay, ft]=-~al(hJ)fi, 
[hi, Ay]-—0 следует, ЧТО g*=2dfij(eu ..., ег) + Щ6'к{/и • • - / , ) + 
+ЕагАг, где б;. и 8'к — коммутаторы элементов ех, ...,ег и 
/ь .••>/•-> соответственно. При ggg-, Р-^О, dimgp —l из пред­
ложения 1 (Ь), поэтому .g-—aS;. (еи . . . , ег) или ab'k{fi,...,fr) 

г 

для некоторого 8,/ и б .̂ Отсюда р-= ̂ ) /«..«£, где mt — степень 
i-i 

монома 8у no et (или 8̂  no /•) , то есть mfiZ и все mt>0 
(или <0). 

1) Линейная независимость элементов из П становится 
очевидной, если посмотреть на системы простых корней, выпи­
санные в работе В. Г. Каца [16, п. 2.6.4.] 

Множество П порождает \* как векторное пространство над 
С. Действительно, для всякого а®)* можно взять А-,, опреде­
ленный равенством (ha, h) = a(h), h&), а из того, что g порож­
дается элементами еъ...,ег и fu . . . , / r , следует, что 

г 

А- — 2 с fa. Из равенств А,=[ег, /Л = (е/. fi) АЯ/, где (hat, А) = 
=.а4 (А) при всех A6D (предложение 2, (d), (5)), вытекает, что 

г г 
А«-=2 -V (ei' ft) A<v откуда а - = 2 -V fo» //) Щ, что и требо-

i-i /= i 
валось. П 

Определим множество положительных корней А+ как мно­
жество ненулевых линейных комбинаций простых корней с 
неотрицательными целыми коэффициентами: Д+== (ДЛ7+П)\ 
\{0}. Симметрично определим Д- : Д —'(ДП(—Z+)II) \{0}. 
Тогда, согласно предложению 3, Д=Д+иД~и{0}, Д+ПА"=0. 

4. Неразложимые и простые корни. 
Определение . Назовем корень абД+ разложимым, если 

ЭР.-у'-Д"1" : ct=ip+Y; в противном случае мы будем говорить, что 
« — неразложимый корень. 

Лемма. Множество неразложимых корней совпадает с 
множеством, простых корней П. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Каждый элемент а.ОТ неразло­
жим, так как если «j—p+y, р=Sb.a., y=2ctai, й.-^О, с .^0 , 
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а,.бП, то a,=S(6i+c.)«i, откуда из линейной независимости 
простых корней получаем: Ь.+с.=0 Yif^j, Ь}-\-С}=\\. Из неот­
рицательности и целочисленное™ коэффициентов Ьи, ск сле­
дует, что if>=0 или у—0, что противоречит предположению 
р, 7бА+- * 

2) Пусть СС.5А+, a<ffl. Докажем, что а разложим. Действи­
тельно, возьмем ненулевой " вектор gtya. Тогда g= 
|—x.6(ei,..., ег) по определению множества П (здесь лгбС, 
б (ei,..., бг)-—некоторый коммутатор элементов е\,..:,ег, 
участвующих в определении системы простых корней). По­
скольку «Ш, б(еь . . . ,ет\—i[6t(ei,... ,ег), 82(еи . • •, ег)] для 
некоторых коммутаторов 6i и бг. Из свойства [gT, fl-]cgm.T сле­
дует, что a=p+y, где р и у таковы, что 6.(ei,..., 3-)--%, 
б2(еь , er) 6gT и, следовательно, {5, у —+. D 

5. Борелевские подалгебры и борелевские подгруппы 
Назовем б о релевской подалгеброй в классической супералгебре 
Ли g подалгебру Ь= ф 8«. Параболической мы назовем 

«ед+1Я°} 
любую подалгебру в д, содержащую Ь. 

Пусть G—-комплексная алгебраическая супергруппа типа 
SL(m,n), тФп, OSp(/n, n), G° — ее компонента единицы 
(G°=G всегда, кроме G-=OSp(2r,2s)), g— соответствующая 
супералгебра Ли. 

Предложение (И. A. Скорняков, ср. Кац [i17]). При 
естественном взаимно однозначном соответствии между подал­
гебрами в g и замкнутыми подгруппами' в G0 борелевским под­
алгебрам взаимно однозначно соответствуют борелевские под­
группы в смысле п. 1, а параболическим подалгебрам — пара­
болические подгруппы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть Ь — борелевская подалгебра 
в д, соответствующая множеству положительных корней Д+. 
Для супералгебры Ли Ь справедлив более полный аналог тео­
ремы Ли, чем для произвольной разрешимой суперал'гебры Ли. 
A именно, всякое конечномерное неприводимое представление!) 
одномерно. Действительно, всякий старший вектор произволь­
ного конечномерного представления супер алгебры Ли Ъ яв­
ляется собственным, и, значит, всякое конечномерное неприво­
димое представление Ь одномерно. Применяя последовательно 
это утверждение к ограничению на Ь стандартного представле­
ния Т супералгебры g и его факторпредставлениям, мы полу­
чим, что Ь оставляет инвариантным некоторый полный 
SL-флаг f в Т. В случае G—SL это означает, что замкнутая 
подгруппа В в G, супералгебра Ли которой есть D, лежит в 
стабилизаторе St<j (f) этого флага, ТО есть в борелевской под­
группе. На самом деле В=.5^ (/), иначе среди корней супер­
алгебры ЛИ супергруппы StG (/) содержатся корни а и —>« для 
некоторого абД\{0}. А то, что этого быть не может, легко 
усмотреть, например, в матричной реализации. 
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В случае G=OSp нужно несколько иначе применять • аналог 
теоремы Ли для Ь. Для этого заметим, что каждый весовой 
вектор в стандартном представлении супералгебры g изотропен 
(как, впрочем, и во всяком 'под-факторе ограничения этого 
представления на супералгебру Ь). Действительно, все веса 
стандартного представления, ненулевые, и если ибГ—-вектор 
веса а, то 0—b(hv, v)+b(v, hv) =2a(/i)&(y, v) для всех Ы\, 
откуда b(v,v)=0 (b — структурная симметрическая билиней­
ная g-инвариантная форма в Г), то есть v изотропен. Полный 
G-флаг в Т, инвариантный относительно Ъ, мы будем строить 
по индукции, взяв сначала В-инвариантное одномерное весовое 
подпространство V (как мы только что показали, оно изотроп­
но) и рассмотрев -подфактор V--/V представления Т суперал-
гебры Ь, где Vх — ортогональное дополнение к V относительно 
формы Ь. Потом то же рассуждение 'мы применим к Vx/V 
И т. д. В конце концов получится полный изотропный флаг в Т: 
f={0aUcz ... {subset}Vхerr}. Аналогично случаю G = SL, соответст­
вующая Ь замкнутая подгруппа В в G0 совпадает с подгруппой 
StGo(f), то есть с борелевской подгруппой. 

2) Пусть В •— борелевская подгруппа в G0. Как уже отмеча­
лось выше, если а— корень ее супералгебры Ли Ъ, то —а не 
является корнем Ь. Поэтому если через А+ обозначить систему 
ненулевых • корней супералгебры Ь, через Д~—дополнение 
к Д+и{0} До системы корней Д супералгебры Ли g, то Д+— 
= — Д~, Д = Д+ (J A- U {0}. Пусть П={0.1, . . . , аг}—множество 
неразложимых элементов Д+. Докажем, что П—система простых 
корней в смысле определения 3. Выберем ненулевые векторы 
егбЗа.. / ;бй-а г и положим Аг: = [ е г , / , ] , что принадлежит 5 
согласно предложению 2, (d), (5). Кроме того, при i=f=i 
\еь //[•""-О' и н а ч е с-г—-«у —РбД\{0}, а это противоречит нераз­
ложимости а. и а,-. Очевидно, векторы et порождают подалгебру 

© ga; симметрично, векторы ft порождают подалгебру $ ga. 
о.(5Д+ а б Д " 
Векторы ht порождают пространство I), так как П порождает 1)*, 
а в силу предложения 2, (d), (б) векторы ft. с точностью до 
множителя двойственны относительно формы ( , ) корням а.. 
Таким образом, все е., f. порождают д. Наконец, П минималь­
но среди множеств с такими свойствами, так как минимальное 
подмножество П ' е П является системой простых корней и 
соответствующая подалгебра Бореля Ь' содержится в Ь. Но в 
первой части доказательства .мы показали, что в этой ситуации 
Vczb влечет V— Ь, откуда П —П. Итак П — система простых 
корней и супералгебра Ли Ь является подалгеброй Бореля. 

3) Утверждение о параболических подгруппах и подалгеб­
рах тривиально следует из утверждения о борелевских. • 

6. Т е о р е м а . Пусть д.—классически я супералгебра Ли, 
Ь—ее подалгебра Бореля, П—система простых корней. Тогда 
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для любой параболической подалгебры узь существует под­
множество / с П такое, что у^Ь® ( ® дЛ где Д- —подмно-

жество множества Д~ отрицательных корней, порожденное I 
как полугруппа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку 1)--абелева подалгебра у, 
•р-= Ф 8а для некоторого подмножества Л с А. Нам нужно 

aQA 
показать, что A — A+U{0}UA7 для некоторого / с П . 

В качестве / возьмем множество всех простых корней, появ­
ляющихся в разложении корней из AflA" в сумму простых 
корней. Докажем, что 1сА. Пусть «б ADA" и —а разложим, 
т. е. для некоторых р, убД+ —•«= p+y. В таком случае 
— Р, — уб-АПА"» так как [ga. 8p] — 8-v и [8а,8т1 = 8-р по пред­
ложению 2, (d), (1), а так как р, y6A+cA, то —р, - yeA. 
По индукции получаем, что / с Л . Отсюда следует, что А - с А . 
По определению множества 7 An А- с Д7, поэтому A - A+U{0}U 
UAF-D 

7. Следствие (И. А. Скорняков). Все связные параболи­
ческие подгруппы в С?' являются стабилизаторами С-флагов в Т 
(О имеет тип SL или OSp). 

Доказательство . Пусть Б-связная борелевская под­
группа, являющаяся стабилизатором StG- (/) некоторого полного 
О-флага /=={0с^1С..с.?',п+„-=Т}, где Г'"1" —пространство 
стандартного представления G. Мы будем различать два случая. 

I. Случай G=SL(m, я), OSp(2r + l, 2s) или OSp (2r, 2s), 
причем при G==OSp(2r, 2s) Uim9ff

r+S~dim9'r+S_1 = 0\\. Пусть 
/ ' — не обязательно полный G-флаг, продолжимый до / (т. е. 
все полотнища / ' являются полотнищами / ) . Ясно, что 
Stooi/O^Stoo ( / ) = £ , то есть StG° (/') — (связная) параболичес­
кая подгруппа. Таким образом, множество стабилизаторов 
О-флагов, продолжимых до / , является подмножеством конеч­
ного множества (связных) параболических подгрупп, содержащих 
В. Нам достаточно доказать, что эти множества имеют одина­
ковую мощность. Согласно предложению 5 и теореме 6, ЧИСЛО 
параболических подгрупп, содержащих В, равно числу подмно­
жеств соответствующей системы простых корней П. Мощность 
П в случае Q=SL(m,n) равна т-\-п— 1, в случае 
G-=OSp(m, п.)— [ т + п (см. [16, п..2.6.4]). Ясно, что длякаящой 
G этому числу равно число (изотропных при О — OSp) полотнищ 
полного Q-флага / , не считая 0 и Г. Число О-флагов / ' , 
продолжимых до / , равно, очевидно, числу подмножеств мно­
жества (изотропных) полотнищ флага / без 0 и Т. Кроме того, 
разным / , и /а соответствуют разные подгруппы St0° (/i) и 
Sta° (/..). В противном случае эти подгруппы совпадали бы с 
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подгруппой St<-.° (/') для флага / ' , составленного из всех полот­
нищ флагов /[ и / 2 . Такое совпадение означало бы, что прост­
ранство G-флагов того же типа, что /', есть не что иное как 
пространство G-флагов того же типа, что / / (напомним, что тип 
флага — это упорядоченный набор размерностей его последова­
тельных факторов), а это неверно, потому что полотнища фла­
га /', не входящие во флаг /У, всегда можно инфинитезималь-
но сдвинуть так, чтобы полученный флаг оставался G-флагом 
(здесь существенно то, что мы рассматриваем случай 1). Итак, 
мы доказали, что число стабилизаторов G-флагов, продолжи-
мых до фиксированного полного G-флага f, равно числу связ­
ных параболических подгрупп, содержащих -B---StG° (/). Зна­
чит, в 1 случае следствие доказано. 

И. Случай G=OSp(2r,2s), dim9>г+ — dim9>r+s^ = 11 0. 
Здесь рассуждение несколько сложнее, чем в первом случае, 
поскольку разным Cr-флагам f[ и / 2 , продолжимым до полно­
го G-флага / , могут соответствовать одинаковыеt подгруппы 
St0»(/i) и St0o(/2). Пример: /2==/, / i = {/ без лагранжева 
(максимального изотропного) полотнища -S^+J. Если StG-(/i)r2 
^St0o (/2), то лагранжево . полотнище флага f'2 можно инфини-
тезимальио сдвинуть, что неверно— на самом деле флаг /[ 
можно дополнить до полного, добавив лагранжево подпростран­
ство, ровно двумя способами. Отсюда, кстати, следует, что 
одна и та же борелевская подгруппа В является стабилизато­
ром в G- двух разных полных G-флагов: флага / = { 0 с ? ' 1 с . . . 
. . . c V i C - " , « c ^ w l c . . . c 7 } и флага / ' - { O c P ' i C . . . 
...c9'r+s_1c:9?'r+sC2'r+5+ic:.,.c:T}, отличающегося от / только 
лагранжевым полотнищем. Этот факт мы используем при дока­
зательстве оставшейся части следствия. 

Как и в случае I, заметим, что множество стабилизаторов 
G-флагов, продолжимых до / или до / ' , является подмножест­
вом множества связных параболических подгрупп, содержащих 
j5--=Sto»(/)=-StQ0 (/'). Эти множества совпадают, потому что 
конечны и имеют одинаковую мощность. Действительно, мощ­
ность второго множества равна 2,п—27"1"-, где П —система 
простых корней супергруппы G = OSp (2r, 2s), а мощность перво­
го складывается из следующих слагаемых: 1) число G-флагов, 
содержащих полотнище .~..+4, но не содержащих SPr+s_b 2) число 
G-флагов, содержащих полотнище ^'r+s> но не содержащих 
•̂ ri+j-i» 3) число G-флагов, содержащих 9*г^1 и ^rlfJ, 4) число 
G-флагов, не содержащих ни 5p

r+-_i, ни &?r+s> ни &'г+з (предпо­
лагается, что все флаги продолжимы до / или / ' ) . Очевидно, 
что стабилизаторы всех указанных флагов различны и что каж­
дое из четырех слагаемых равно 2Н"~~-.П ' 
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8. В этом пункте мы кратко изложим результаты о парабо­
лических подгруппах для супергруппы G=-Q(n). Соответствую­
щая супералгебра Ли g=-q(n) --={X6gI(n,-n) | [X,p] =0}, где р~ 
заданная П-симметрия в стандартном представлении Тп]п, р2==1. 
Отсутствующие в этом пункте доказательства аналогичны до­
казательствам в случаях G=-SL и OSp. 

8.1. Пусть g=c[(n.), я.>3, Ьо—подалгебра Картана четной 
части So-—Й (̂«). Относительно %- имеет место разложение 
д = Ф да на корневые подпространства (см. И. Б. Пенков [10]),, 

ccgA 
где А совпадаете системой корней редуктивиой алгебры Ли 

:80- и, значит, А является системой корней типа Ап_\. Назовем 
подалгеброй Картана в g подалгебру ty —%-©•(,--•:-==Зо- Корне­
вое разложение обладает следующими свойствами. 

Предложение (И. Б. Пенков [10]). 
Щ dimga — 1i1 va^O; 
Ф) [8а> Ы = 9а+Р^а> Р> а+РбА, а + р-^О-П 
8.2. Поскольку Acfyg- есть система корней алгебры Ли gl <«.), 

А является абстрактной системой комплексных корней в под­
пространстве линейных форм на I) ,̂ обращающихся в нуль на 
центре алгебры gl(n) (см. [12], [13]). Поэтому подмножество 
TI=-{ai,... ,ar}c:A можно назвать системой простых корней 
супералгебры д, если оно является абстрактной системой прос­
тых корней (см. [12]). Определим также множество положи­
тельных корней А+:==(АП--+П)\{0} и отрицательных корней 
А-: = (АП(-Z+)II)\{0}. Тогда A = A+!JA-U{0}, Д+ПА~ = 0 . 

: 8.3. Назовем борелевеной подалгеброй в g подалгебру 
Ь= ф ga. Параболической мы назовем любую подалгебру 
в д, содержащую Ь. 

Предложение . При естественном взаимно однозначном 
соответствии между подалгебрами в g и замкнутыми подгруп­
пами в G борелевским подалгебрам взаимно однозначно со­
ответствуют борелевские подгруппы в смысле п. 1, а параболи­
ческим подалгебрам— параболические подгруппы. • ' 

8.4. Теорема. Пусть g==q (n), / t>3, Ь — ее подалгебра 
Бореля, П~-система простых корней. Тогда для любой парабо­
лической подалгебры р-эЬ существует подмножество / с П такое, 
что :р=Ь©( Ф ga), гдеДГ- подмножество множества Д" отри-

а6дГ 
дательных корней, порожденное / как полугруппа. 

Доказательство . Множество корней супералгебры p 
относительно J)Q- В действительности является параболическим 
множеством корней, и теорема легко следует из описания пара­
болических множеств корней — см. [112, предложение 
VI. 1.7.20]. • 
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8.5. Следствие. Все параболические подгруппы в G=-
* = Q(«) являются стабилизаторами G-флагов в Т. •• 

Замечание . Легко проверить, ЧТО для супералгебр q (1) 
и q(2) теорема и следствие верны. Для подсупералгебры 
з<* (n) crq(n) состоящей из эндоморфизмов Тп1п, коммутирующих 
е р и имеющих нулевой нечетный след, указанные утверждения 
справедливы (буквально с теми же доказательствами) при 
/г^З, а при п—2 имеется контрпример — параболическая под­
алгебра в sHj(2) вида 

1 * * 
0 * 
* * 

* -и 

0 « / 

9. Строение параболических подгрупп в случае G = lISp(n)* 
нам неизвестно. Отметим, что система корней супералгебры 
fl = nsj)(n) еще менее похожа на абстрактную систему корней, 
чем система корней супералгебры osf (tn, n). О возникающих 
здесь сложностях можно судить по корневому описанию боре-
левских подгрупп в g, приведенному в работе И. Б. Пенкова 
[11]. 

§ 6 , СУПЕРПРОСТРАНСТВА НЕПОЛНЫХ ФЛАГОВ 

В этом параграфе мы резюмируем результаты о суперклет­
ках Шуберта в случае суперпространств неполных флагов. 

1. Основным объектом нашего изучения будут G-флаги. Мы 
сохраняем обозначения §1: ТтЫ — пространство стандартного 
представления О, °1 — множество типов G-флагов, то есть мно­
жество последовательностей (бь ,6-), таких, что для неко­
торого G-флага 0•=Spo{subset}P'i{subset}. ..c&r^T 6i-=dimSPi—dimS^t-b 
Для /б-7 через GF'i обозначается суперпространство G-флагов 
типа /. Как и в случае полных флагов, все супермногообразия eF7-связаны, за исключением G = OSp(2r, 2s), когда GFX может 
распасться на 2 компоненты связности. 

Лемма. SL/== (S1,.. . ,S.) | l<r<m+n, 6i>0|0, 2i6t = m\n\, 

GSp/=--{(a1,...,sr)eSL/|6J-=6,+1_j, 
n S p / =- «61, . . . , sr)eSL/1 sf --= б?+1_г}, 

Q/-={(61, бг)6?1-/|б;==аг]^}. • 
Зафиксируем число полотнищ г и последовательность натура ль-

г . 
ных чисел u=(ai , . . . ,« , ) такую, что ^щ — т-^-п. Через 0 в = -
=г °в (г, и) обозначим подмножество в °1, состоящее из таких 
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щ^штшщт^я^шы%'!1£ш^ттш^т1'г,ш^1 Еышшшшььшяа /Ut&amM&dSlStlLZ 

. /=(61, ...,.5..), что |бг]==йг при всех i, где \(a\b)\=a-{-b. ! 
'Суперпространство неполных G-флагов, отвечающих °в, мы I 
обозначаем через °Ee. < 

/gGe ! 
2. Расположение неполного флага относительно полного. | 

О п р е д е л е н и е . Пусть 9"/, .—полный О-флаг в Ts типа | 
/ 6 ° / n , SPj,. — G-флаг типа l£°@ (S—суперсхема над С). Назо­
вем эти флаги правильно взаимно расположенными, если для 
всех i, j SP/, (П-^/ , ; — локально прямые локально свободные 
подпучки в Ts постоянного ранга. Тип расположения флага &j,. 
относительно SPj, .—это матрица с компонентами 
dtj^tkpt.tnPj.j), 0< /< r , 0<i<t, где: 

t = m-\-n для G=SL, OSp, 
t=2m для C?=1ISp, ' ( 

t=m для G=Q, \ 
как и далее в этом параграфе. Г 

3. Свойства матриц относительного расположения. j 
Лемма. Матрица (dn)o<i<* расположения неполного Сг-флага 

0<j<r ' j 

относительно полного обладает' свойством: матрица (dtJ) полу- i 
чается из некоторой матрицы (d|y)o<;, j<t типа взаимного располо- i 
жения полных G-флагов вычеркиванием t—г строк с теми же 
номерами, что и при естественном отображении забывания: ] 

. Доказательство следует из возможности дополнить неполный 
G-флаг до полного. Q > 

4. О п р е д е л е н е. Пусть @==°0(г, и), как и в п. 1. [• 
а), №в—подгруппа в aW, состоящая из перестановок, кото- | 

рые переводят каждое из множеств { 1 , . . . , 11}, {г1 + 1 , . . . , i-ij,... ; 

. . . , {ir_i+ 1 , . . . , t) в себя; здесь ik\ = 2 и}. 
]-\ t 

б) Через w(I) мы обозначим образ пары (та, I), we°W/We, \ 
l£afn, при отображении (aW/We) Х ° / п - > ° 0 , индуцированном ! 
действием aWXaIa-*°Ia. \ 

5. К о м б и н а т о р н а я лемма. Имеется биекция между j 
следующими множествами: 

а) геометрически реализуемые типы расположения неполных | 
(/-флагов всех типов / б ° 0 относительно полных; j 

б) матрицы '(dt])o<i<t со свойствами 3 и, следовательно, для i 
•0=OSp или IISp со следующими условиями симметрии: • | 
5 4 • 
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OSp: ^ /-=d<_i, r_ r-/re |r t+d /_ i (I) -\-dt_, (./), 
HSp: d4=dUi,r-i-Tn\m+dUi(I) + dc

r-]{J); 
в) тройки {(/, /, w) | /б°/п, /e°e, we°w/we, ./-да (/)}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно убедиться в том, что каж­

дое из указанных множеств получается из соответствующего 
множества для случая полных флагов посредством некоторой 
проекции «забывания». Слои этих проекций биективно перехо­
дят друг в друга под действием отображений из комбинатор­
ной леммы в случае полных флагов. • 

6. Суперклетки Шуберта. Положим F: = aF, F':=aFe, 
W:=°W. Пусть З?. —тавтологический флаг на F', З ' . - н а F. 

Для каждого класса wGWlWe через йи>а1 обозначим функ­
цию на l i F / X E ' - со значениями в Z v Z , постоянную на 
каждом FiXF'y. 

&i!,w\ PjXp' '• = dl],w,rj 

—компонента матрицы, соответствующей тройке (/,./, w) в силу 
комбинаторной леммы, 

Пусть |Y„,|c(y Я FrxF'j) (С)—множество всех С-точек х, 
над которыми dim^(^n.-?}) — df./.«'. Очевидно, 1L |K„,] по­
крывает Bce ТОЧКИ (EXF')red. 

Теорема, а) На каждом ]YW| существует каноническая 
структура локально замкнутой подсуперсхемы Y ^ c E X F ' такая, 
что морфизм Л YW<L,F X F' является уплощающим разбие-
нием для системы пучков {9>ч П У)}- Это означает, что произволь­
ный морфизм суперсхем g'.S-^-Fy^F' (S — нётерова) обладает 
свойством 

(все g* (9>i П fflj) — локально прямые локально свободные! 
[подпучки в Ts рангов Aii,w J 

тогда и только тогда, когда g пропускается через вложение 
Я r„c . .ExE' . 

Р» _-
б) Все Yw расслоены над F: Yw-+F, причем слой pi (х) 

этого расслоения изоморфен открытой суперклетке Cls. 
в) Yw представляет функтор из категории нетеровых супер -

схем над С в категорию множеств, ставящий в соответствие 
суперсхеме S множество S-точек суперсхемы JA FjXF'j, над 
которыми ^ П ^ ) - л о к а л ь н о прямые локально свободные под­
пучки в Ts рангов dij,w: 

v) d imr„ , -=d imE+ min l(w')t weWjWe. 
w'QwCZW 
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Доказательство основано на замечании, что слои естествен­
ной проекции F /XE/ . -^E/XEy являются супер пространствами 
полных G-флагов (J\<caln^некоторое продолжение ./ до типа 
полного G-флага). • 

7. Подобно случаю полных флагов, суперклетки Шуберта 
будут G-орбитами в произведении пространства полных флагов 
на пространство неполных. 

Лемма о транзитивности. Пусть S-—суперсхеш, 
Ts = T®Os, &[, 9'\ — два правильно взаимно расположенных 
G-флага в Т$ типов IG°In и Уб°®, соответственно, и с типом 
расположения 9*. относительно 9Z., равным (d^). Пусть 91., 9>.— 
другая пара G—-флагов с теми же свойствами (тем же. (di;), те­
ми же типами: тип 9>'..== тип !?'., тип ^".—тт 9'°.). Тогда у каж­
дой точки sQS есть аффинная окрестность U~Spec-А, такая, 
что существует элемент g группы О(А) Л —точек группы G, 
переводящий пару флагов 

в пару флагов 

Доказательство почти дословно повторяет доказательство, 
соответствующей леммы для полных флагов. П 

§ 7. УПОРЯДОЧЕНИЕ В СУПЕРГРУППЕ ВЕЙЛЯ 
И ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ СУПЕРКЛЕТОК ШУБЕРТА 

Суперклетки Шуберта суперпространств полных флагов нуме" 
руются элементами супергруппы Вейля, а также матрицами 
взаимного_расположения (см. §§2, 3), поэтому отношение УШ',ис 
aYw.rs (К —суперсхемное замыкание, YWtIj: = Ywf)GFiXaFs), 
задает упорядочение в супергруппе Вейля и на множестве мат­
риц взаимного расположения. Эти упорядочения в настоящем 
параграфе мы опишем внутренним образом. Пользуясь тем, что 
все Yw, и являются G-орбитами, нетрудно показать, что 
•(Г-w, jv)red= |Ywiij| являются клетками Шуберта пространства 
(FrjredX (Fj)red. Поэтому понятно, что суперклетки Шуберта 
«разбросаны» no FxF так же, как клетки Шуберта no .FredX 
X-rred-

Неясным остается вопрос, может ли одна суперклетка, на 
уровне подложек лежащая в замыкании другой, иметь большую 
нечетную размерность, чем вторая. Если бы это было возмож­
но, то в разумном суперсмысле разбиение на суперклетки Шу­
берта не было бы суперклеточным комплексом. То, что это все 
же не так, следует из одного из наших результатов (см. теоре­
му 3): 
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(Yia'•,Г./)red•--- (Y™././)red-r=*"-' ™' ,U — .-"«в i/-r-
, Г Пусть при I, J&GIa VV--= {ш б° ]ш (/)=-/}, l{w) = 
— IQ(W) I/j(ay)GZxZ — супердлина элемента w супергруппы 
Вейля °W* Из определения супергруппы Вейля видно, что имеет 
место изоморфизм групп WJJCX^^W и, следовательно, биекщш 
множеств WUCZ^UW. На'самом деле, мы введем упорядочение 
не на °W, а на подмножестве WIJCGW, которое нумерует су-
перклеткй Шуберта в пространстве''FjX^j. • 

Назовем w&GW отражением, если w сопряжен в GW базис--
ному отражению (см. определение 4.1). 
•: Определение . (Здесь G{ne}OSp(2r, 2s) -— для этой супер-
группы—см. замечание после определения.) 

' а 
(t) Пусть W\, W2&Wu, обW'JJ — отражение. Тогда Wi-*-w2 

означает, что owi~w2 и 1о{®2) = ̂ о(—'i);4hl-
(ii) Положим w<w', если существует цепочка w = W\-+ 

{to}£(U2{to} . . . -*-Wh = W'. 

Замечание . В случае Q==OSp(2r, 2s) группа C?re(!---= 
==0(2r) X Sp (2s) состоит из двух компонент связности. Соот­
ветствующая группа Вейля по определению равна teiW= 
= N (H)IC(H), H—максимальный тор в Gred, TV и С — соот­
ветственно, его нормализатор и централизатор в Gr-d. Через 
W° обозначим группу Вейля компоненты единицы (Gred)° группы 
Gred. W° является подгруппой индекса 2 в I&uW^Wu. Для 
наших целей в этом случае удобнее будет вводить порядок 
не на множестве Wu, а на каждом из 2-х левых смежных клас­
сов W)j и WJjCiW/j по подгруппе W°CZWJJ. Поэтому в преды­
дущем определении и везде далее в случае G—OSp (2r, 2s) 
нужно в качестве Wu брать Wu, i== 1 или 2, а в качестве 
WJJ-группу Wa. 

2. Перед формулировкой теоремы дадим несколько опреде­
лений, являющихся простым обобщением классических на су-
перслучай. 

Определение , а) Пусть ф : Y{to}-2.—морфизм суперсхем. 
Суперсхемным образом У относительно ф мы назовем замкну­
тую подеуперсхему ф(У) в Z, однозначно характеризующуюся 
свойствами: морфизм ф пропускается через естественное вло-, 
жение ф(У)"--2 и, если Jc,Z — замкнутое вложение, через ко­
торое пропускается ф, то вложение ср (У)"—Z также пропускает­
ся через X^-Z: 

У — - X , 

im е z • 
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б) Пусть Y~ локально замкнутая подсуперсхема в Z. Ее 
замыканием Y назовем суперсхемный образ Y . относительно 
естественного вложения Y — Z. 

в) Пусть X и Y—локально_ замкнутые подсуперсхемы в Z. 
Мы будем считать, что XczY, если вложение Xе-Z пропус­
кается Через Y --- Z. 

3. Теорема. Для I, ./б°Лп «>•-'б№-./ следующие усло­
вия эквивалентны: 

(i) w' < w в смысле определения 1, 
(«) dtJlW',/j>dif,w,ff Vi, j \ где (dij.w.is) — матрица взаим­

ного расположения, соответствующая тройке (7,./, w) в силу 
комбинаторной леммы 2.5,' ' , 

(Ш) YW',IJC.YWJJ, 
(Щ {Yw',u)tiiC (Ya/./^red. 
Замечания , а) Эквивалентность (i)"*=J-(iu) означает, в 

частности, что упорядочение в группе WJJ совпадает со стан­
дартным упорядочением (см, [|1], [20],) в группе Вейля W0 

компоненты единицы группы Gred, если W0 отождествить с WJJt 
как в п, 1, 

б) Напомним, что, согласно замечанию в конце п. 1, в слу­
чае G = OSp(2r, 25) вместо множества Wu мы всюду рассмат­
риваем одно из множеств W-/, i=l, 2, а вместо группы WJJ—• 
группу W°. Чтобы не усложнять обозначений, примем такое 
соглашение. Если речь идет о (супер,) многообразиях, связных 
при G{ne}OSp(2r, 2s) и несвязных при G=OSp(2r,2s), мы бу­
дем иметь в виду в последнем случае не сами многообразия, а 
любые из их связных компонент. Под символом Gred мы будем 
подразумевать Gred0-

4. Схема д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы : 

(i)<=*> (lv)<= (Lil) 

(U) 

5. (i)-^-(iv). 
Лемма , а) Существует единственный элемент w0SWu,, та­

кой, ЧТО /о(ВУо) — 0. 
•б) (•Kn.n--1)red—°red Yw (относительно канонического изоморфизма 

°{cdot}Frea—0redE) для всех weWjj^W°. 
в) Упорядочение на, множестве Wu совпадает со стандарт­

ным упорядочением в группе W (см. [1], [20]) при отождествлении 
W°^W//:w^ww0 для всех wdW0=Wjj. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Заметим, что при Q=Q(n) 
/----./—(111,..., 1 ] 1), w0=e, Wjj.=*aW и лемма очевидна. 
Поэтому дальше можно предполагать, что G=f=Q(n). 
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а) Суперклетки Шуберта YVtU образуют разбиение супер-
многообразия aF/ X °Fs и, следовательно, множество подстилаю­
щих многообразий (Ktu,//)red совпадает с множеством клеток 
Шуберта Yw пространства r e dEx red.F- Среди клеток Yw суще­
ствует ровно одна размерности 0+dim red.F. Эта размерность 
равна размерности' подстилающего супермногообразия соответ­
ствующей суперклетки Yw„r/, что по теореме 4.3 равно числу 
/ 0 K ) + dim(GE/)red, откуда /0(«д = 0. 

в) есть следствие б), так как в условиях б) l0{ww^ = 
=dim (Y^./yJted-dhn (0F/)red=dim°redYTO-dlm0r-dF-=N (Щ — 
классическая длина (см. [1], [20]) элемента wdW°= redW отно­
сительно множества базисных отражений, соответствующего 
выбору подгруппы Бореля .6y=StQ,ed (/у), /;—стандартный 
-G-флаг типа .7 (см.- а) в доказательстве леммы 2.5). Тогда упо­
рядочения в W0 и ь Wn совпадают по определению. 

б) Идея доказательства состоит в том, чтобы заметить, что 
соответствие Wu-*- °r-tl W, при котором w^w', ivQWrs, a tar 

однозначно определяется равенством Gl"edY"ra'----(°}/--,/y)re(l, 
.можно представить в виде: w^w' — ww0. Тогда, по единствен­
ности в утверждении а), •ю^щ1. 

Итак, пусть weWu, •и,'бСге-№г и °redJV = f Yw,u)tud. Ясно, 
что <ш' определяется типом взаимного расположения пары 
Сге(1 -флагов Ф (//), / / в пространстве Тт[п стандартного пред­
ставления О, где (//, //)6(lV,-./)re<i. a q>(/Л—определенная 
перестройка флага / - в флаг типа J. Эта перестройка осу­
ществляется следующим образом: каждое полотнище 9'1 флага 
/ / разлагается в прямую сумму своей четной и нечетной 
части: ^г—(^УоФ^гЬ- Далее, индукцией по номеру i из этих 
компонент составляется флаг ф (//)-•-= #\ типа / : пусть $>i уже 

•достроено и 9>'i= '(^/.)o®i^-Jf т°ГДа е с л и бt+i (-j) =, -1 ° ' т о 

•9,'t+i'. = ('9^^0®(9'ij)u где к — наименьшее целое число, удовлет­
воряющее условиям k>i0, 6ft (/) == 110. Если же бг+1 (У) = 011, 
-то f9?.+i:--=(5p..)0©(^A)i, где А —наименьшее целое, удовлетво­
ряющее условиям k>iu 6 f t(/)=-0|l. (В случае G = OSp или 

П tn Л- п -4- 1 "1 

nSp еще необходимо требовать i + 1, £ < -—-, и з а т е м 

юднозначно достраивать флаг до изотропного.) Чтобы найти 
лерестановку к/, отвечающую матрице взаимного расположения 
Gred — флагов (f'{fj) и fj, заметим, что для любого i вертикаль­
ный скачок в i-ом столбце этой матрицы находится между 
«строками с номерами ш(10)—-l и ш(£о), если 6i(/) = 1 [0, и меж-
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..W.-a-uyv—:*-.-*.^*^^ -.Л* -Bt ^;Й.!Ши.^^^а.^Ё.СЙ^<^.^г ^ А^М^й.МЖ.ЖЙШ&Ш ^^шшдлд-шш»^«аа-.,,^я 

ду строками и>(ц)-—1 и w(i2) в противном случае. По опреде­
лению ш'-'это означает, что 

w <')=e\-».(i1), если А (У) = О 
0, 
1. 

Следовательно, перестановка ^g, отображающая в i ЧИСЛО i0, 
если бг(/) =-= 110, и число 1Ъ если б; (./)-= 0| 1» i=l,. ..., т-\-пг 
удовлетворяет требуемому равенству да — дада0. По построению-
•да- зависит от I и / , но не зависит от да и да'. Лемма доказана. 

Теперь эквивалентность (i)-*->-(tt)) легко следует из теоремы 
Стейнберга ([20]), утверждающей в наших обозначениях: 

G^iYw.a°^dYw-^w/<w, w, w'eGlt:uW. 
6. (io){Rightarrow}(w). Слой когерентного пучка 9>.1Л П #./,./ над точкой:: 

Уб(Ги,,-.,)..,,,-с(°FtXaFj)red имеет размерность dij,w,v (#/.. и 
^/..—тавтологические флаги на первом и, соответственно, 
втором сомножителях произведения GE/X°Ey). Эта функция: 
размерности полунепрерывна сверху, откуда следует требуемое.. 

7. (iz)=>(i). Рассмотрим множество базисных отражений 
в Q«<-W, соответствующее выбору в Qred подгруппы Бореля: 
B./=StGred(/ /), где /.-—стандартный О —флаг типа J (см. 
а) в доказательстве леммы 2.5). Обозначим через 2 образ этого 
множества при каноническом изоморфизме °'^W^.WJJ. j 

Лемма. Для любого опЗ--- если dij,w,rj> dij,w>tIJ при всех... | 
/, / , то либо dij,aw,[j>dij,W'jj, либо dtj,ow,rj>dij,ow,u-при i 
всех i, j . i 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Нетрудно проверить, что creS, J 
еслиитолько если a=(i,'//). для G — SL, a-=-(i/;) (,71 + n + l —i. 
7»+/г+1—•/,) для Q = OSp, lisp, или cr=(i, i + 2), i = r + s 
для G=-=OSp(2r + 1, 2s), c=( i , i-f-1), i—r + 5 для 
G==OSp(2r, 2s), o-=(i, -i + 1) Для G —Q, где г —любое, > 
/ j —наименьшее целое число, удовлетворяющее условиям: ; 
;V>i. 8/£.(У)«6,(У), а при G-OSp, nSp i, у £ < [ * ± £ ± . - ] , ; | 
Далее утверждение леммы выводится из свойств 2.2 матриц I 
взаимного расположения. Подробности мы оставляем читателю. | 

Перейдем к доказательству импликации (и) =$•(£). Пусть для \ 
всех i, j dtj,w-,u>-dij,w,i}. Докажем, что да'<да убывающей. 
индукцией по l0(w'). Согласно лемме б, в) и соответствующему 
классическому утверждению (см., например, [20], ле'мма 53) для. 
w'=s€.W/s с наибольшим t0(s) s>да и, значит, dij,s,/s<du,w,is~ 
для всех i, j (поскольку (i)=^(ii) уже доказано). Поэтому, если;; 
dij,s,ij>dij,w,iJ для всех i, j , то dtj,s,rs = dij,w,js1 и s=w-
по комбинаторной лемме 2.5. Таким образом, для w'=^s.~ 
утверждение доказано. 
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Пусть l0(w')<l0(s). Опять же. в силу леммы 5, в) и. соот­
ветствующего классического утверждения, (см., например, [1, 
предложение 2.7)] существует такое отражение aQU, что 
•да'<ста»'. По лемме 7, либо dUl(,w>iu>dij,w,rj, либо йц,от',и>-
>dij,ew,ij при всех i, j . В первом случае по предположению 
индукции aw'^w, откуда w'^.w. Во втором — по предположе­
нию индукции aw'^ow. Из этого неравенства следует, что ли­
бо w'^w, либо aw'^.w (можно применить соответствующий 
классический результат — лемму 2.5 работы [1].). В любом 
случае имеем w'{le}au, что и требовалось. 

8. (и) =>{Ш). Используя доказанную эквивалентность (i)-4->(ji) 
легко свести задачу, к случаю dij,w,u>dij,ow,ij, o^ZaWjj, 
Б —множество отражений относительно простых корней группы 
Gred, определенное в п. 7. Мы разберем случай G — SL(m,ri), 
a={iD, j0), iQ<j0. Остальные случаи отличаются от этого 
лишь усложнением обозначений. 

Рассмотрим две проекции: °E.-XGF/—>0F/XE'-^-E/XE"; 
они тождественны по первому аргументу, а по второму задаются 
формулами: 

• ' l C - .»> СсгГщ.п 

\ 
^ . с . . . c . .9Vic^ i .c - ?

y . c . -* 7 i + i - ..-. - - -V» 
I 

9>хс . . . аЭ"'i<t-2c9*\tll-.iC.9'jbCt?./o+i — ••• ^^m+ni 

где 9'p\:=9'j, p)—тавтологический флаг. Исследуем взаимное 
расположение пересечений суперклеток Шуберта Ym и и 
Гяш, и со слоями этих проекций. Прежде заметим, что супер-
схемные образы q>ii(Yw, -j) и ф'фСУв-ю, jj) совпадают, так как 
эти образы являются супермногообразиями Шуберта (то есть 
замыканиями суперклеток Шуберта) для пространства непол­
ных флагов F", и матрицы (dij, „,, и) и (dij, ш, и), задающие 
эти суперклетки, одинаковы строго до io-го и после /о1—1-го 
столбцов. 

Суперсхемные образы \\> (Yw,u) и ty (Yaw,и) опять же являют­
ся супермногообразиями Шуберта для относительного проектив­
ного суперпространства Р (б;. (./); £?.„/.?'.,,_-) над <рг|) {Yw,u) = 
•=-^(Y-.a>,.v). (Здесь 6,0(/)4F-rk^,0 —гк^*,,.-!.) Соответствующие 
суперклетки определяются условиями взаимного расположения 
пучков 5Pi./.??

fo_1 и Уч^/У^-и 0<k<m-{-n. Условия взаимного 
расположения однозначно задаются матрицами (di/,w,u) и 

.СО),IJ 
) . Матрица (diJlW,u) дает условие S'ljd'i^icz 

с(.?'/,!«-•(.„) П-^Уо)/-^;.-! ВДЮС некоторое условие общего поло­
жения, а матрица (diJ,aw,u)—9'iJ^i^CL(9l/,w->Uo)r]9'jt)/^i,~i 
плюс некоторое условие общего положения. Мы предполагаем, 
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что di],W,TJ>di/.ош,и при всех i, j . Это влечет неравенство 
- - 1 W < та-1 (УО) (СМ. свойство матрицы (du,w,u) в пункте 
г) доказательства леммы 2.5 и пункт б) там же). Последнее 
неравенство показывает, что -̂ /.ш-ч*., —-Л-си-чл)- откуда 
•ф (Уа,,и) С"[) (Yow,//) = -|> (Кда./у). _ _ 

Наконец, супермногообразия " Шуберта Yw И / (ущг ЯВЛЯЮТСЯ 
пересечениями одного и того же супермногообразия Шуберта 
относительного суперпространства полных флагов GFr+F' с 
прообразами ifl^(Yw) и $~x,§(Yaw). Это есть следствие того, что 
горизонтальные знаки равенства и неравенства между элемен­
тами соседних столбцов, начиная с io-го столбца и кончая 
jo—1-ым, расположены одинаково. 

Таким образом, Y^cYaw, если w*£aw, 
9 . (Hi) {Rightarrow} (iv). Т р и в и а л ь н о . • 
10. Следствие. Пусть I,J&GIB, w,w'^Wu. Тогда /o( '̂){le} 

^l0{w)^t(w')^l(w). 
Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 4.3 о размерно­

сти суперклеток и из эквивалентности (iii)-^(iv) теоремы 3. D 

§ 8. РАЗРЕШЕНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ 
СУПЕРМНОГООБРАЗИЙ ШУБЕРТА 

Особенности многообразий Шуберта, то есть замыканий 
клеток Шуберта, являются, в некотором смысле, линеаризацией 
довольно общих особенностей алгебраических многообразий. 
A именно, скачок, размерности касательного пространства За-
рисского U-+-U' в особой точке иногда (например, в случае пе­
ресечения двух неособых многообразий) можно представлять 
себе как переход некоторого векторного пространства V, высе­
кающего в каком-то фиксированном векторном пространстве 
касательное пространство Зарисского U: U=V(]W, в менее об­
щее положение: U' — V'[\W, dim V—dim V, dim 1.7 > dim U. Это 
и есть типичный случаи появления особенности многообразия 
Шуберта, лежащего в грассманиане подпространств некоторого 
объемлющего векторного пространства. 

Аналогичная ситуация имеет место и в супергеометрии, по­
этому мы надеемся, что изучение особенностей супермногообра­
зий Шуберта прояснит общую картину суперособенностей, ко­
торая благодаря классификации Каца простых супералгебр Ли 
[|16] и известной классификации простых особенностей гипер­
поверхностей посредством диаграмм Дынкина обещает быть ин­
тересной. 

1. Определение. Пусть X—супермногообразие. Назо­
вем точку xeXred неособой, если существует открытая окрест­
ность UczX такая, что x&U и U—неособое супермногообразие. 
Множество особых- точек супермногообразия X — это допол­
нение в Xred к множеству неособых. 
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Напомним, что супер многообразием. Шуберта называется 
замыкание Yw, и (см. определение 7.2) суперклетки Шуберта 
Yw,u в суперпространстве aFjX°FJ, . где I, -/6°^» да—-эле­
мент супергруппы Вейля W алгебраической супергруппы G, 
ia (I) == У. Поскольку Кщ.,/у неособы, супермногообразия Шуберта 
Yw.rs имеют особенности только в точках <X\^7/)^\(YW, и)с&й 
и заведомо имеют их там, где имеют особенности многообразия 
Шуберта (K„f-./)red.. 

2. Суперсхема Ботта—Сэмелсона. Фиксируем w—sk... s1 — 
приведенное разложение элемента •r.ygW в произведение базис­
ных отражений, w\:=•- S i . . . 51, 1 < ь < й . Определим последова­
тельность проективизаций aF/^Z0*-Zi<-... +-Zk векторных рас­
слоений с помощью следующей индуктивной конструкции. Пусть 
Zj уже построено, причем на Zs имеется флаг &, типа w} (I) 
в Tzf-==T®Ozj, Г—пространство стандартного представления 
супергруппы Q. Если G-—SL (т, и), то Sj—(i, i+1) для некото­
рого i, и мы в качестве Z}+x возьмем относительное проективное 
суперпространство Р- (бг (w}+i (/)); .^г+г/^г.О относительной раз­
мерности lv)](T),wJ+1(i)(Sj). В Т-;+1 мы выберем полный флаг .9"., 
все полотнища ^ р (p Ф i) которого подняты с Z}, a Pt однознач­
но определяется тавтологическим пучком 9>il9*i-.iczs>'t+il&l-l 
проективного суперпространства Pz-(6. (w]+l (/)); .9't.+1/.9^_1) и рас­
ширением 0{to}.̂ /_i-->'l̂ ,

i+1{to}S?';rt.i/S?'2_1{to}0. 
Если G—OSp(/n, я) или I3Sp (/re), то в случае Sj = (i, i + l> 

(/»+n+1 —i, m-f/i--i), i < Г m + n 
0 , мы возьмем в качестве 

Z^i относительное проективное суперпространство Pzy (бД-г)^/)); 
tfti+il^i-i) относительной размерности IwjU),«-/+,(/) (--./)• Чтобы 
образовать флаг в Тг/+1, поднимем все полотнища 9>р (p=hU 
m+n—i) с Zj, полотнище 9'i определим, как в предыдущем 
случае, по тавтологическому пучку на Pzj(8t (w/+i (I))', •^f+i/sVi)» 
а полотнище ^т+п_г зададим равенством 9>

mJr„^i\ = 9'jr (относи­
тельно структурной билинейной формы ввТ). Если .~y==(i, m-\-n-\-
+ 1-1), i = [ - l±_ ] , положим Z,+1: =Р . - , (б- (та/+1 (/)); 
~^m+«-w/-?7-i. •-')' где символ «Ь означает, что рассматривается 
суперпространство изотропных относительно формы Ь прямых. 
Размерность Z]+l над Z- равна lwj(r),wJ+1(/)(Sj)- Полотнища 
9>р(р<1 — 1 или р>/и.-|-и.+1 —/) мы поднимаем на Z,J+l с Z /} 
полотнище 9>[ определяем по тавтологическому пучку на 
Pz;(6zX №j+i (/)); S>m»m-i/?i-u b). Если m + /гчетно, то S^--полный 
G-флаг в Г.-..,.. если нечетно, то флаг 9>. мы достраиваем 
до полного, добавив полотнище ^-+r.----S^. 
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Наконец, в случае G=Q(m) Sj = {i, i + 1) для некоторого i» 
и мы ПОЛОЖИМ ZJ+1=Qr~.(1 |1; Фщ/Р^, р)— суперграссманиан 
1] 1-мерных подпространств в Sfi+i/yi-u симметричных относи­
тельно структурной П-симметрии р. Размерность ZJ+t над Z) 
равна l|'1-=-i-»y(/),tBy+1 (/)(•?;)• Флат •?. в Тг строится так же, 
как в случае G=-=SL(/ra, n). 

По построению все Zt неособы. 
Определение . Zw:~Zk называется суперсхемой Ботта — 

Сэмелсрна (она, разумеется, зависит от выбора приведенного 
разложения w). 

3. Морфизм Ботта—Сэмелсона. Морфизм ty:Zw-+°F; Х° Fs 
определим как канонический морфизм, при котором о|э* (Ф{,.) = 
— 0*(sp/,.), где 0:ZK,==ZJ,{to}Z- — GF/—-естественная проекция, 
и 1|з* (^ / , . )=^ . , .У.—-построенный флаг типа ./ = «;(/) на Zw. 
Ясно, что диаграмма Zra{to} E/X Z7/ коммутативна, то есть 

6 °Fi 
•ф—морфизм суперсхем над G-~/. 

Определение. Морфизм -ф называется морфизмом Бот-
та—Сэмелсона. 

4. Морфизм алгебраических супермногообразий f:X{to}Y мы 
называем сюръективным, если соответствующий морфизм ал­
гебраических многообразий /---а : Xred->-Yred сюръективен и су­
персхемный образ f (X) совпадает с У. 

Теорема. Морфизм Ботта—Сэмелсона •ty:Zw-+°FIX°Fs 
является разрешением особенностей супермногообразия Шуберта 
Yw,//i т. е. морфизм ^:Zw-*-Ym,u определен, сюръективен 
и индуцирует изоморфизм открытого подсупермногообразия 
В /Cw С i 111,1 J• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
Шаг 1. Построим открытое подсупермногообразие Uw в Zw 

изоморфно отображающееся в YWiI/ посредством •[). Будем действо­
вать, как в п. 2, то есть построим последовательность открытых под су-
пермногообразий UjCZj, j = 0, . . . , А, таких, что Щц - Um{to} Up 
где Q} — естественная проекция Z/+1 {to} Zr Через ty обозначим 
естественный морфизм Z)-+aFrXaFwJi), построенный, как 
морфизм /ф в п. 3. Положим U0:=Z0=aF,. Ясно, что % задает 
изоморфизм U0 с диагональю в °F/XaF/, то есть с Y е,п-

Пусть Uj построено и фу^ : Us {to} Yw /,W(/) — изоморфизм. 
В качестве Ui+1 возьмем большую суперклетку в относительном 
проективном суперпространстве (в случае G=Q суперграссма-
ниане) Zj+i:=Qjl (Uj)-+Uf (мы считаем, что разбиение на 
суперклетки фиксируется флагом типа /, поднятым с °E- отно. 
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сительно морфизма Zj+\->Uj-+U0—aF[). Поскольку ^ | у изо­
морфно отображает U) на YW.J<W,(I) и суперклетка Шуберта 
Yw]+l,r,Wj+i(h является большой суперклеткой в относительном 
проективном суперпространстве над Yw.,/.-..,(/) (см. п. 4.8), 
а морфизм 1|з/+1 индуцирован морфизмом тавтологических пучков, 
%н1 —изоморфизм. 

Если положить Uw'. = Uk, то по индукции i|)L = ^k\a'- Uw-> 
i -+Yw,u — изоморфизм. 

Шаг 2- Из доказанного на шаге 1 следует, что г|з задает 
морфизм Uw-¥Yw,u, причем ^ (Uj =Yw,fj. По построению 
Zm=Uw, и нам остается только проверить, что морфизм 
^rea'(Zw)Teu^(ywjj-)teu сюръективен. Действительно, много­
образие (ZJrea полно, значит, геометрический (не схемный) образ 
r̂ed ((Zw)re<i) замкнут в (F--,.-/)red. С другой стороны, этот образ 

содержит (Y--,;v)red, откуда следует требуемое. П 
5. З а м е ч а н и е . Важные результаты, получаемые при по­

мощи схем Ботта—Сэмелсона (см. Демазюр [14]): ра­
циональность особенностей многообразий Шуберта, формула 
характеров Демазюра — существенно опираются на теорему об 
обращении в нуль когомологий обратимых пучков на многооб­
разиях Шуберта. Для супермногообразий Шуберта коразмер­
ности 010 эта теорема является частным случаем супервариан-
та теоремы Бореля—Вейля—Ботта (см. [11], [19]). Можно 
думать, что вместе с конструкцией суперсхем Ботта—Сэмелсо­
на это позволит установить правильные суперверсии указан­
ных результатов Демазюра. 

6. П р и м е р . Рассмотрим грассианиан X = Gr(2|0;T) 210-
мерных плоскостей в 3]1-мерном комплексном векторном про­
странстве Т. Очевидно, d1mX-=-2|2, X-ed---P2. Пусть р : 1 - > 
-- Р(1|0; Лс(Т))— Р313 — шиоккерово вложение. Для любой 
комплексной супералгебры A=-A-®Ai образ р(Х(А)) СОСТОИТ 
из прямых в Лд(Г), порожденных четными разложимыми би-
векторами реЛд (Г). Пусть {еь е2, е-> f} — однородный базис 
в Г. Найдем условия на коэффициенты Q в разложении по ба­
зису 

{е{Ае3, eiAf, fAf}, (D 
i,/—.1,2, 3 , ' « / , пространства Лл'(Т), при которых бивектор 
Q^Qi+QzAf+UAf, где Qi: —Ли^ЛегИи-е-Лев+АадвяЛев. 
Q2: =^1.31+?-2е2+^зез, Jw.GAo, X.eAi, i, /==1,2,3, разложим. Раз­
ложимость Q означает, что Q= (R+af) / \ (S+fr/) -=i?AS+ 
+ (ibi?—aS) Л/—abfAf, где R и 5 разлагаются по ei, e2, e3 и 
а и 66A1. Любой бивектор Q1, не зависящий от f, очевидно, 
разложим, то есть равенство Qi=RAS ограничений на Q\ не 
налагает. Фиксируем последнее разложение. Условие (Q$= 
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— bR—aS для некоторых а и Ь) равносильно условию QiA 
AQ2—0. Наконец, условие %— —аЪ равносильно условию 
QiAQ2+2-^Qi —0- Окончательно получаем уравнения образа 
р(Х) в однородных координатах (.\]2: hs '• А23: k\fa '• fa : Яз) 
в рз!з. 

.^^гз — ЯзЯ1з + Я3А12 = 0, 

.."«А+ЯЯ12 = 0, 
ЛДд+ЛЯн —0, 
л2Лз+лЛгз ~ 0. 

Возьмем суперклетку Шуберта №-={A2 | 0cr3 | 1 |d im(An^) — 
= 1 |0}cX , где V2'0—-пространство, порожденное векторами 
еи еъ. Соответствующее супермногообразие Шуберта задается 
в Р3'3 уравнениями 

•^1^23+ ЯзЛ12== О, 

^1^3 = 0, /Г). 
Я2=0, (Z) 

Л - О . 
(Действительно, нетрудно проверить, что при (̂ i2)redG-A*ed усло­
вие dim (ЛП V) > 110 равносильно ехЛезЛ Q •== 0, где Q — бивек­
тор, соответствующий плоскости Л. Последнее уравнение экви­
валентно системе %2 = к = ®- С другой стороны, Wc{A 2 | 0c 
cT3ll\dim (A f]V)>l\0}ciW и открытое аналитическое множе­
ства {QGA2 (Т) | коэффициент Я12 в разложении Q по базису (1) 
удовлетворяет условию (к^тейфЩ плотно в аффинном супер-
пространстве Л2 (Г). Поэтому W задается в XC..P3'3 уравнениями 
Я2=--?.-=0.) _ 

Все точки супермногообразия Wrei, кроме точки 5 с однород­
ными координатами %13 = 1, Л12= А.23 — A-1 —Яг — Хз—А- — 0, неосо­
бы. В соответствующей неоднородной системе координат (%i2, 
Х2 3 , X, %и Х2, %з) в окрестности точки s уравнение W можно за­
писать в виде: 

Я1Я.23 + ^3^12 — 0) 
Л.1Лз—0, 
Я2-0, 
х=.о. 

Ясно, что dim\J7=2| 'L _ 
7. Разрешение Ботта—Сэмелсона особой точки s$W. Для 

супермногообразия Шуберта W суперсхемой Ботта—Сэмелсо­
на естественно назвать относительное проективное суперпро­
странство Л=Рм(1 |0 ; ft/Pi), где A f = P c ( l | 0 ; V2l0)X 
Х Р с ( 1 | 0 ; TJV), 9"i — тавтологический- пучок на первом сом-
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ножктеле, 9>г — такой пучок на втором сомножителе, что 
VczSPz и 9"z/V — тавтологический пучок. Морфием Ботта—Сэ- . 
мелсоиа 1[):Руи(1|0; 9'z/9'\)-^-Qr (2|0; T) — канонический мор­
физм, такой, что при обратном образе тавтологический пучок 
на Gr (210; Г) переходит в пучок ^ 2 . ^1 {subset}^—Р'з, Pi/Pi— 
тавтологический пучок на Р.м(1|0; -PV^i). Ясно, что супер-
клетка W всюду плотна в (суперсхемном) образе 1т -ф я, зна­
чит, Im -43=!n7. 

Опишем морфизм Ботта — Сэмелсона в координатах. Пусть 
UcP3'—окрестность особой точки s. Найдем локальные урав­
нения суперсхемы Ботта — Сэмелсона ZcUXP 1 | 0 (1 |0; V) X ' 
ХР°"(1 |0; Т/V) в координатах (i12) /23, U U, к, .-з). (a-i'th) и (Щ1 

на первом, 1зтором и третьем сомножителе, соответственно (на 
первом сомножителе рассматриваются неоднородные коорди­
наты, а на втором и третьем —однородные). Кроме уравнений, 
задающих грассманиан X = Gr (2 10; Г) в U, ПОЯВЯТСЯ соотно­
шения инцидентности: 5̂ 1 с5^2— -^з. Более явно, если .9,1 =•• 
= < aiei + a2e3 >, 5f3-= < bf* + $el > 1 С Т , где {el el et / * } — 
двойственный к {еъ е2, е3, / } базис в Т*, а 9>

2 соответствует 
бивектор Q = li2eiAe2 + e1Ae3+kae2AesJrlie1/\f + ^2Af+-
+ W \ / + */A/6A-(.0, то 9>\С.9>% равносильно (aiei + a2e3)A 
AQ = 0, а 9>2^9>^—1 Ф/*+ Р<22) Q — 0, где i (•)• —внутреннее 
произведение. В конечном итоге последние два уравнения можно-
записать в,виде систем 

•" * " - * • Л 'Wi — р / 1 8 = 0, 
^3 + ^23 = 0, 
26Z+p/2=0, 
,W2—0. 

Отсюда уравнения Z в UXP1|0XP01' есть 

'я^гз + ЯзАг—0> 
W1 —р/12=0-

'й/з+рг-з-о. 
/ - /2 - - - -0. 

Из них явно видно, что суперсхема Z неособа в UXP1|0XP011. 
Морфизм Ботта —Сэмелсона в координатах записывается сле­

дующим образом: (Я12, £2з. К h, к2, А3) — ̂  (/i2> 4з> ^ >̂ --2. 4; .•-Ч.а.г; 
Ь|Р) : — (/i2, fee, /> А, 4, /з). Прообраз E:=i|,--(s) задается 
уравнениями /12-/23—/==Zi —/2

=/з~0 и, следовательно, изомор­
фен Р110>Р011. Таким образом, можно сказать, что при мор-
физме Ботта—Сэмелсона в нашем примере в особую точку 
вклеивается супермногообразие Р1|0ХР011. 

"1*23 Т" «2-12 = о , 

a1i3 — a2/i-=0, 
#i/2-—a2i2 = 0. 
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8. Раздутие. Пусть М — неособое комплексное супермного-
юбразие размерности т\п, /n;~~-1, s6Mred — точка его подложки, 
z= (zi zm, Si , . . . , £п) —голоморфные координаты в окре­
стности UdM точки s. Раздутием супермногообразия М в точ­
ке s называется комплексное супермногообразие М, получен­
ное приклеиванием к M\{s} (M\{s)— открытое подмногообра­
зие в А! с подложкой MredMs}) супермногообразия 

U={(z,l)QUXPm~lln\z&l} 
посредством отождествления U\{(z, I) |z-=0}---.U\{.s}, при 
котором (z, /)>->- z. При этом Pm- l ln рассматривается как супер-
пространство прямых в Cmln с координатами (Zi,... ,zm, 
Si Sri). Отображение (z, /).-»-z продолжается до естествен­
ной проекции я : М^-М, являющейся изоморфизмом над 
M\{s}. Прообраз E :—лт1 (s) изоморфен рщ-ч» и называется 
исключительным дивизором раздутия. 

В координатах (zb . . . , zTO, £ i , . . . , %п) в U и соответству­
ющих однородных координатах (U :...: lm\ki :...:%п) в 
pm-iin подмногообразие U задается уравнениями: 

(ztlj — Zjli, 
\Zikj=^jli, 
4 » i • • " « . / — —Qfii 

при всех возможных t, /. 
Как и в классической геометрии, раздутие является спосо­

бом разрешения особенностей супермногообразий. Мы проил­
люстрируем это на нашем примере. 

9. Разрешение особой точки SQW С помощью раздутия. 
'Супермногообразие WcP3 '3 задается уравнениями (2) в одно­
родных координатах (.•V^WW-M^i.^.^.-b поэтому можно 
считать, что W вложено в Р2|2--={Л--=01 ^г — О} и задано в соот­
ветствующей неоднородной системе координат (Х.г, Х23. ?ч, -У 
в окрестности UcP2'2 особой точки 5== (0, 0, 0, 0) уравнениями 

Al^23 + ^3'^12 — 0 , • /оч 
Х1Я3=0. (6) 

Построим раздутие О супермногообразия UcP2'2 в точке 5. 
В UXP1|2(<V.<22|ai:a2) раздутие О определяется уравнениями 

(A.12.~-2—^23al- ^ 1 2 " - 1 = M.^1) 
jXi2C-2==-^3--l> Ягза1 = = ' ^ l ^ ) (4) 
IAi23-*2== " З ^ » .."l0-^ ——P»?pb \ i Ai1K1==U, A-,M2-=-'.J. 

Найдем полный прообраз n~l (W) при естественной проекции 
n:U-+U. Рассмотрим покрытие суперпространства Р1'2 двумя 
картами Й1Т--0 и 02-?--0. В первой карте а ^ О , и можно поло­
жить ai = l. Подставляя уравнения (4) в (3), мы получим 
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Xl2(0-.ia2 + C-2) — 0> i\l2CClC42=0, --W—Al2-3-2> ^1==7.-2--11 ^3_= ^12aZ 
(зависимые уравнения мы опускаем)-уравнения n~l(W). Во 
второй карте, полагая а2=\, получим следующие уравнения 
п'1^): •\23(a-+a2'3i)—0> ^ffl-!ia2==0, .Л12—.W ît h — hsPu fa — 
=-Л2з«2. В_этой ситуации мы будем говорить, что полный про­
образ я - 1 (W) распадается в объединение исключительно дивизора 
E=={.\,i2.—Я23 —М — ^з —0}—Р1'2 (взятого с кратностью 2), и 
собственного прообраза супермногообразия W, заданного 
в первой и второй картах на U X Р1'2, соответственно, урав­
нениями 

I
a1a2+ci2 = 0) (0-1+ a2ai=-0. 

.•\.23—?И2<22> 2 - , 1 2 = ^23-^1 > 
Ь \ = •^12с-1> ? > 1 = = ^ 2 3 к 1 » 
Л з = Xi2{alpha}2 v A.3 = - ^ г з - ^ г . 

Ясно, что эти уравнения определяют неособое подмногообра­
зие в UXP112. 
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