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§1. ÷×Å ÄÅÎÉÅ

ï ÓÔÁÔØÅ. îÁÓË ÏÌØË Ï ÉÚ×Å ÓÔÎÏ Á×Ô ÏÒÁÍ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒ Å × Ó Ï×Å Ô-

ÓË ÏÊ (Ò Ï Ó ÓÉÊÓË ÏÊ) ÌÉÔ ÅÒÁÔÕÒ Å, ÍÁÔ ÅÍÁÔÉÞÅ ÓË Ï Å ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÆÆ ÅËÔ Ï×

Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ ×ÂÌÉÚÉ ËÁ Õ ÓÔÉË ÂÙÌ Ï ÎÁ ÞÁÔ Ï ÷. í. âÁÂÉÞÅÍ × ÒÁÂ Ï ÔÁÈ

[2, 3]

1

. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÏÍ ÓÌÕÖÉÌÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁ Ñ Æ ÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓ Ó Ï-

ÎÁ (æð). äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÐÒ ÏÇÒ Å Ó Ó ÂÙÌ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÉÓÐÏÌØÚ Ï×ÁÎÉÅÍ ÁÎÚÁÔ-

ÃÁ áÄÁÍÁÒÁ, ËÁÎÏÎÉÞÅ ÓË ÏÇ Ï ÏÐÅÒÁÔ ÏÒÁ íÁÓÌ Ï×Á, Ô Å ÏÒÉÉ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔ ÅÊ

Ç ÌÁ ÄËÉÈ Ï Ô Ï ÂÒÁÖÅÎÉÊ É Ô.Ä. (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1, 5]). ïÄÎÁË Ï, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ

ÍÎÅÎÉÀ, ×ÏÚÍÏ ÖÎÏ ÓÔÉ æð-ÐÏÄÈ ÏÄÁ ÄÁÌ ÅË Ï ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ. åÇ Ï ÐÒÉ×Ì Å-

ËÁÔ ÅÌØÎÁ Ñ ÞÅÒ ÔÁ { Ç Å ÏÍÅ ÔÒÉÞÅ ÓËÁ Ñ ÎÁÇ ÌÑÄÎÏ ÓÔØ, { Ó ÏÞÅ ÔÁÅ ÔÓÑ Ó ÁÎÁ-

ÌÉÔÉÞÅ ÓË ÏÊ ÐÒ Ï ÓÔ Ï Ô ÏÊ: Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔÉ ÎÁ ËÁ Õ ÓÔÉËÁÈ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÅÒ ÅÚ

ÁÓÉÍÐÔ Ï ÔÉË Õ ÉÎÔ ÅÇÒÁÌ Ï×, Ó ÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÁÌÙÅ ÐÁÒÁÍÅ ÔÒÙ. ïÔ ÌÉÞÉÅ ÎÁ-

ÛÅÊ ÒÁÂ Ï ÔÙ Ï Ô ÐÉÏÎÅÒ ÓË ÏÊ ÒÁÂ Ï ÔÙ ÷. í. âÁÂÉÞÁ Ó Ï ÓÔ ÏÉÔ × ÉÓÐÏÌØÚ Ï×Á-

ÎÉÉ ÍÅ Ô ÏÄÁ ÓÐÕ ÓËÁ: ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÒ Å ÈÍÅÒÎÕÀ æð ÄÌÑ ÉÓ ÓÌ Å ÄÏ×ÁÎÉÑ

Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁ ÄÁ ÞÉ.

üÆÆÅËÔ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. ðÕ ÓÔØ A = ( x; y ; z ) 2 R3

É t > 0. ëÁË ÉÚ×Å ÓÔÎÏ,

Ò ÅÛÅÎÉÅ ( ×ÏÌÎÁ ) u = u ( A; t ) ÚÁ ÄÁ ÞÉ ëÏÛÉ

u

tt

� � u = 0 ; (A ; t) 2 R3 � (0 ; 1 ) ; (1.1)

u

�
�

t =0

= u

0

; u

t

�
�

t =0

= u

1

; A 2 R3

; (1.2)

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á : ÐÒ Ï ÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏ-×Ò ÅÍÅÎÎÙÅ ×ÏÌÎÏ×ÙÅ ÐÏÌÑ, ÒÁÓÐÒ Ï ÓÔÒÁÎÅÎÉÅ

ÒÁÚÒÙ×Ï×, Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔÉ ÐÏÌÑ ×ÂÌÉÚÉ ËÁ Õ ÓÔÉËÉ.

ðÏÄ ÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 14-01-00535á É óðÂçõ 6.38.670.2013.

ðÏÄ ÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔ ÏÍ óðÂçõ 6.38.670.2013.

1

÷ [3], Á×Ô ÏÒ ÏÍ Ï ÔÍÅÞÅÎÁ ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÀÝÁ Ñ Ò ÏÌØ ÒÁÂ Ï Ô áÄÁÍÁÒÁ, ×ÙÛÅ ÄÛÉÈ ×

1929{1933 Ç ÏÄÁÈ.
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ÄÁÅ ÔÓÑ æð

u ( A; t ) =
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dt
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5 +
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( A )

u

1

( B ) d�
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;

Ç ÄÅ S

t

( A ) := f B 2 R3 j j A � B j = t g. äÌÑ ÐÒ Ï ÓÔ Ï ÔÙ ÍÙ ÐÒÉÍÅÍ

óÏÇ ÌÁÛÅÎÉÅ 1. ÷ÓÀÄÕ × ÒÁÂÏÔÅ ÐÏÌÁÇÁÅÍ u

1

� 0, ÔÁË ÞÔÏ ×ÙÐÏÌ-

ÎÅÎÏ

u ( A; t ) =

1

4 �

d

dt

2

6
4

1

t

Z

S

t

( A )

u

0

( B ) d�

B

3

7
5 (1.3)

åÓÌÉ u

0

2 C

2

lo c

( R3

), ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ u ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ( × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ u

0

), ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ u

ËÁË ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (1.3).

÷ ÜÔ ÏÊ ÒÁÂ Ï Ô Å ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÜÆÆ ÅËÔÙ Ë ÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÜÎÅÒÇÉÉ ×ÏÌÎÙ.

÷ ËÁ ÞÅ ÓÔ×Å ÐÒ Ï ÓÔ ÅÊÛÅÇ Ï ÐÒÉÍÅÒÁ ×ÏÚØÍÅÍ

u

0

( B ) =

(
0 ; j B j < r

0

;

1 ; j B j > r

0

ÐÒÉ r

0

> 0. ÷ ÜÔ ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔ ÅÇÒÁÌ × (1.3) ÒÁ×ÅÎ ÐÌ ÏÝÁ ÄÉ ÞÁÓÔÉ Ó Æ ÅÒÙ,

Ì ÅÖÁÝÅÊ × ÎÏ ÓÉÔ ÅÌ Å ÎÁ ÞÁÌØÎÏÇ Ï ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ u

0

:

Z

S

t

( A )

u

0

( B ) d�

B

= � [ S

t

( A ) \ supp u

0

] ; (1.4)

Ë Ï Ô ÏÒÕÀ ÎÅ ÔÒÕ ÄÎÏ ÐÏ ÓÞÉÔÁÔØ Ñ×ÎÏ.

� ðÕ ÓÔØ A = (0 ; 0 ; r

0

� r ) Ó r < r

0

. ô ÏÇ ÄÁ ÉÍÅ ÅÍ

u ( A; t ) =

8
>><

>>:

0 ; 0 < t < r ;

1

2

h
r

0

r

0

� r

+

1

r

0

� r

( t � r )

i
; r < t < 2 r

0

� r ;

1 ; t > 2 r

0

� r

(1.5)

(ÓÍ. òÉÓ. 1).

ðÏÌÁÇÁ Ñ O = (0 ; 0 ; 0), ÉÍÅ ÅÍ

� [ S

t

( O ) \ supp u

0

] =

(
0 ; 0 < t < r

0

;

4 � t ; t > r

0

;
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a)

b)

c)

òÉÓ. 1. ÷ÏÌÎÙ × ÛÁÒ Å.

ÞÔ Ï ÄÁÅ Ô

u ( O ; t )

(1 : 3) ; (1 : 4)

= � ( t � r

0

) + � ( t � r

0

) ; (1.6)

Ç ÄÅ � ( t ) É � ( t ) =

1

2

[1 + sign t ] , ÆÕÎËÃÉÉ äÉÒÁËÁ É èÅ×ÉÓÁÊÄÁ Ó Ï Ï Ô×Å Ô-

ÓÔ×ÅÎÎÏ. æÉÚÉÞÅ ÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ (1.5) É (1.6) ×ÐÏÌÎÅ ÐÒ Ï ÓÔ.

� îÁ ÞÁÌØÎÏ Å ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ u

0

ÒÁÚÒÙ×ÎÏ: ÉÍÅ Å ÔÓÑ ÓËÁ ÞÏË ÎÁ Ó Æ ÅÒ Å S

r

( O )

( O = (0 ; 0 ; 0)). óÏ Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÌÎÁ u ( � ; t ) ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÙ×ÎÁ: Õ ÎÅ Å Å ÓÔØ

Ä×Á ÓËÁ ÞËÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ä×ÉÖÅ ÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ ÛÁÒÁ j B j < r

0

Ó Å ÄÉÎÉÞ-

ÎÏÊ ÓË ÏÒ Ï ÓÔØÀ, ÎÁÈ ÏÄÑÓØ ÎÁ Ó Æ ÅÒ Å S j t � r

0

j ( O )

2

. üÔÁ Ó Æ ÅÒÁ, { ÐÅÒ Å ÄÎÉÊ

ÆÒ ÏÎÔ, { Ï Ô ÄÅÌÑÅ Ô Ú ÏÎÕ ÐÏË ÏÑ Ï Ô Ú ÏÎÙ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ.

� ðÒÉ t = r ÆÒ ÏÎÔ ÐÒ Ï È ÏÄÉÔ Ô ÏÞË Õ A . îÁ ÞÁÌØÎÙÊ ÓËÁ ÞÏË (ÁÍÐÌÉ-

ÔÕ ÄÙ 1) Ä×ÉÖÅ ÔÓÑ Ï Ô ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ô ÏÞËÉ A

0
= (0 ; 0 ; r

0

) 2 S

r

( O ), × ÄÏÌØ

ÌÕÞÁ A

0
A , É ÄÏ ÓÔÉÇÁÅ Ô Ô ÏÞËÉ A Ó ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÏÊ

r

0

2( r

0

� r )

. üÔÁ ÁÍÐÌÉÔÕ-

ÄÁ Ô ÅÍ Â ÏÌØÛÅ, ÞÅÍ A ÂÌÉÖÅ Ë ÃÅÎÔÒÕ O : × ÜÔ ÏÍ É Ó Ï ÓÔ ÏÉÔ ÜÆÆ ÅËÔ

Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ (Ë ÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÜÎÅÒÇÉÉ).

2

÷Ô ÏÒ ÏÊ ÓËÁ ÞÏË ÎÁ S

t + r

0

( O ) ÉÎÔ ÅÒ Å ÓÁ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÌÑÅ Ô.
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� ðÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÆÒ ÏÎÔ ÄÏ È ÏÄÉÔ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÐÒÉ t = r

0

É

Ó ÏÚÄÁÅ Ô Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ ×ÉÄÁ (1.6), ÞÔ Ï É Ñ×ÌÑÅ ÔÓÑ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×Ë ÏÊ × ÎÁÉ-

Â ÏÌ Å Å ×ÙÒÁÖÅÎÎÏÊ Æ ÏÒÍÅ.

� ðÒ ÏÊÄÑ ÃÅÎÔÒ, ÆÒ ÏÎÔ ÄÏ È ÏÄÉÔ ÄÏ A × ÍÏÍÅÎÔ t = 2 r

0

� r , ÐÒÉ ÜÔ ÏÍ

×ÏÚÎÉËÁÅ Ô ×Ô ÏÒ ÏÊ ÓËÁ ÞÏË (Ï ÔÒÉÃÁÔ ÅÌØÎÙÊ!). ðÅÒ ÅÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ ×ÙÚ×ÁÎÁ

ÉÎ×ÅÒ ÓÉÅÊ ÆÒ ÏÎÔÁ ×ÏÌÎÙ ÐÒÉ ÐÒ Ï È Ï ÖÄÅÎÉÉ Æ ÏË Õ ÓÁ O .

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. äÌÑ ÚÁ ÄÁÎÎÏÊ Ô ÏÞËÉ A , ÆÕÎËÃÉÀ ×Ò ÅÍÅÎÉ u ( A; � ) ÍÙ

ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÏÊ . ÷ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒ Å ×ËÌÁ Ä × Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔÉ Ó ÅÊ-

ÓÍÏÇÒÁÍÍÙ ÄÁÀÔ Ä×Á ÌÕÞÁ: A

0
A É A

00
A . ðÒÉ ÜÔ ÏÍ ×ËÌÁ Ä ËÁÖÄÏÇ Ï ÌÕÞÁ

ÚÁ×ÉÓÉÔ Ï Ô Ô ÏÇ Ï, ÐÒ Ï È ÏÄÉÔ ÏÎ ÞÅÒ ÅÚ Æ ÏË Õ Ó ÉÌÉ ÎÅ Ô.

ëÏÎÅÞÎÏ, Ç Å ÏÍÅ ÔÒÉÑ ÌÕÞÅÊ × ÛÁÒ Å ÐÒ Å ÄÅÌØÎÏ ÐÒ Ï ÓÔÁ, É ËÁ Õ ÓÔÉËÁ ÐÅ-

Ò Å ÄÎÅÇ Ï ÆÒ ÏÎÔÁ Ó Ï ÓÔ ÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÌÉÛØ Ô ÏÞËÉ O . îÁÛÁ ÃÅÌØ Ó Ï ÓÔ ÏÉÔ ×

ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÆÆ ÅËÔ Ï× Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ × ÐÒ ÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ (Ï ÂÝÅÇ Ï ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÑ)

ÓÌÕÞÁÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÙ × ×ÉÄÅ Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍ u ( A; � ) ÄÌÑ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÊ Ô ÏÞËÉ A ÎÁ ÌÕÞÅ, ÉÓÈ ÏÄÑÝÅÍ ÉÚ ÎÅË Ï Ô ÏÒ ÏÊ Ô ÏÞËÉ

ÆÒ ÏÎÔÁ u

0

.

÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁ ÄÁ ÞÅ ÍÙ ÒÁÓ ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÐÒ ÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ Ç ÌÁ ÄË ÕÀ ËÒÉ-

×ÕÀ Ï ÂÝÅÇ Ï ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÑ É ÐÒÉ×ÏÄÉÍ Ë ÏÎËÒ Å ÔÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. ÷ ÔÒ Å ÈÍÅÒ-

ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÅ ÓË ÏÌØËÉÍÉ ÍÏÄÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ,

× Ë Ï Ô ÏÒÙÈ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ×ÉÄÙ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ.

� á×Ô ÏÒÙ ÐÒÉÚÎÁÔ ÅÌØÎÙ ÷. í. âÁÂÉÞÕ É á. ð. ëÉÓ ÅÌ Å×Õ ÚÁ ÐÏÌ ÅÚÎÙÅ

Ï Â ÓÕÖÄÅÎÉÑ.

§2. ä×ÕÍÅÒÎÁ Ñ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ

2.1. ëÁ Õ ÓÔÉËÉ. ðÕ ÓÔØ L � R2

{ Ç ÌÁ ÄËÁ Ñ ËÒÉ×Á Ñ, � � L { (ÍÁÌÁ Ñ)

ÏËÒ Å ÓÔÎÏ ÓÔØ, ÐÏËÒÙ×ÁÅÍÁ Ñ Ì ÏËÁÌØÎÏÊ Ë Ï ÏÒÄÉÎÁÔ ÏÊ � , n ( � ) { Ç ÌÁ ÄË Ï Å

ÐÏÌ Å Å ÄÉÎÉÞÎÙÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÎÏÒÍÁÌ ÅÊ Ë � , r ( � ) := f A 2 R2 j A =

� n ( � ) ; � > 0 g { ÌÕÞ, ÐÏÒ Ï ÖÄÅÎÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ. íÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï

T :=

[

�

r ( � ) � R2

ÎÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÏÊ ÔÒÕÂËÏÊ (Ó Ï ÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ � : ÓÍ. òÉÓ. 2a).

ëÁÖÄÁ Ñ Ô ÏÞËÁ A = ( x; y ) 2 T Ì ÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅË Ï Ô ÏÒ ÏÍ ÌÕÞÅ r ( � ), ÔÁË

ÞÔ Ï Å Å ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÅ ÎÁ R2

ÚÁ ÄÁÎÏ ÐÁÒ ÏÊ �; � , { ÌÕÞÅ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-

ÍÉ A . äÅËÁÒ Ô Ï×Ù Ë Ï ÏÒÄÉÎÁÔÙ A ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÌÕÞÅ×ÙÈ:

x = x ( �; � ) ; y = y ( �; � ).
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íÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï

C :=

�
( x; y ) 2 R2

�
�
�
� det

�
x

�

x

�

y

�

y

�

�
= 0

�
;

Ç ÄÅ ( � )

�;�

{ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒ ÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ËÁÕÓÔÉËÏÊ Ó ÅÍÅÊÓÔ×Á

ÌÕÞÅÊ, ÉÓÈ ÏÄÑÝÉÈ ÉÚ � . ÷ Ï ÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔ Ï ËÒÉ×Á Ñ, ÉÇÒÁÀÝÁ Ñ Ò ÏÌØ

ÏÇÉÂÁÀÝÅÊ Ó ÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÕÞÅÊ r ( � ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÁ

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1

É ÐÁÒÁÂ ÏÌÙ y = x

2

, ËÁ Õ ÓÔÉËÉ ÚÁ ÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

( ax )

2

3

+ ( by )

2

3

= ( a

2 � b

2

)

2

3

; y =

1

2

+ 3

�
x

4

� 2

3

(2.1)

Ó Ï Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. òÉÓ. 2 b,c; F � É F ÓÕÔØ Ç Å ÏÍÅ ÔÒÉÞÅ ÓËÉÅ Æ ÏË Õ ÓÙ).

a)

b)

c)

òÉÓ. 2. ìÕÞÅ×ÙÅ Ë Ï ÏÒÄÉÎÁÔÙ É ËÁ Õ ÓÔÉËÉ.
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2.2. úÁ ÄÁ ÞÁ ëÏÛÉ. òÅÛÅÎÉÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁ ÄÁ ÞÉ ëÏÛÉ

u

tt

� � u = 0 ; (x ; y ; t) 2 R2 � (0 ; 1 ) ; (2.2)

u

�
�

t =0

= u

0

; u

t

�
�

t =0

= u

1

; (x ; y) 2 R2

: (2.3)

ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÉÍÏ È ÏÒ ÏÛÏ ÉÚ×Å ÓÔÎÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ æð; ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [6]. ïÄ-

ÎÁË Ï ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÆÆ ÅËÔÁ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÍÅ Ô ÏÄ ÓÐÕ ÓËÁ.

üÔ Ï Ô ÐÒÉÅÍ Ï ÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÒ Ï ÓÔ ÏÍ ÆÁËÔ Å: Å ÓÌÉ u

0

É u

1

× (1.2) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ

Ï Ô z , Ô Ï Ò ÅÛÅÎÉÅ u ÔÒ Å ÈÍÅÒÎÏÊ ÚÁ ÄÁ ÞÉ (1.1){(1.2) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ Ï Ô

z É Õ ÄÏ×Ì Å Ô×ÏÒÑÅ Ô ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ u

tt

� u

xx

� u

y y

= 0.

äÌÑ Ô ÏÞÅË A = ( x; y ) 2 R2

É B = ( x; y ; z ) 2 R3

, ÏÐÒ Å ÄÅÌÉÍ A

�
:=

( x; y ; 0) 2 R3

É B � := ( x; y ) 2 R2

. ÷ ÜÔÉÈ Ï Â ÏÚÎÁ ÞÅÎÉÑÈ ÆÕÎËÃÉÑ

u ( A; t )

(1 : 3)

=

1

4 �

d

dt

2

6
4

1

t

Z

S

t

( A

�
)

u

0

( B � ) d�

B

3

7
5 +

1

4 �

Z

S

t

( A

�
)

u

1

( B � ) d�

B

; (2.4)

Ç ÄÅ u

0

; u

1

Â ÅÒÕÔÓÑ ÉÚ (2.3), Õ ÄÏ×Ì Å Ô×ÏÒÑÅ Ô (2.2){(2.3).

ðÕ ÓÔØ 
 � R2

Å ÓÔØ Ï ÂÌÁÓÔØ Ó ÈÁÒÁËÔ ÅÒÉÓÔÉÞÅ ÓË ÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

�




( A ) :=

(
1 ; A 2 
 ;

0 ; A 62
 :

äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ëÏÛÉ (2.3) ×ÉÄÁ

u

0

= �




; u

1

= 0 ; (2.5)

ÐÏÌÕÞÉÍ

u ( A; t )

(1 : 4) ; (2 : 4)

=

1

4 �

d

dt

�
� [ S

t

( A

�
) \ 


�
]

t

�
;

Ç ÄÅ 


�
:= f B 2 R3 j B � 2 
 g, É � [ S ] - ÐÌ ÏÝÁ ÄØ S . ÷ Ô Ï ÖÅ ×Ò ÅÍÑ,

ÐÌ ÏÝÁ ÄØ Å ÓÔØ

� [ S

t

( A

�
) \ 


�
] = 2

ZZ

D

t

( A ) \ 


p
1 + jr z ( x; y ) j 2

dx dy

= 2 t

ZZ

D

t

( A ) \ 


dx dy

p
t

2 � ( x � x

A

)

2 � ( y � y

A

)

2

; (2.6)

Ç ÄÅ ËÒÕÇ

D

t

( A ) = f M 2 R2 j j M � A j 6 t g = [ S

t

( A

�
)] �
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Ñ×ÌÑÅ ÔÓÑ ÐÒ Ï ÅËÃÉÅÊ ÐÏÌÕ Ó Æ ÅÒÙ

z = z ( x; y ) =

p
t

2 � ( x � x

A

)

2 � ( y � y

A

)

2

ÎÁ ÐÌ Ï ÓË Ï ÓÔØ z = 0. ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈ ÏÄÉÍ Ë ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÀ

u ( A; t )

(1 : 4) ; (2 : 6)

=

1

2 �

d

dt

2

6
4

ZZ

D

t

( A ) \ 


dx dy

p
t

2 � ( x � x

A

)

2 � ( y � y

A

)

2

3

7
5 ; (2.7)

Ë Ï Ô ÏÒ Ï Å ÐÏ ÓÌÕÖÉÔ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÏÍ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÜÆÆ ÅËÔ Ï×

Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ.

2.3. óÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÙ.

ëÒÉ×ÁÑ É ÏÂÌÁÓÔØ. ðÕ ÓÔØ ÐÌ Ï ÓËÁ Ñ ËÒÉ×Á Ñ L ÚÁ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÅÊ y = y ( x )

Ó Ï ÓÌ Å ÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ

y ( � ) 2 C

4

lo c

( R) ; y (0) = y

0
(0) = 0 ; y

000
(0) 6= 0 : (2.8)

ô ÏÇ ÄÁ y ( � ) ÄÏÐÕ ÓËÁÅ Ô ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÅ

y ( x ) =

y

00
(0)

2!

x

2

+

y

000
( � ( x ))

3!

x

3

×ÂÌÉÚÉ x = 0 ; (2.9)

Ç ÄÅ � ( � ) ÎÅÐÒ ÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆ ÅÒ ÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É j � ( x ) j < j x j . ëÒ ÏÍÅ Ô ÏÇ Ï,

ÐÕ ÓÔØ y

00
(0) > 0, ÔÁË ÞÔ Ï × Ô ÏÞË Å O = (0 ; 0) ËÒÉ×Á Ñ L ÉÍÅ Å Ô ÐÏÌ Ï ÖÉ-

Ô ÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÉÚÎÕ, ÒÁ×ÎÕÀ

r

0

=

1

y

00
(0)

:

ðÏÌ Ï ÖÉÍ

C

t

( A ) := @ D

t

( A ) = f ( x; y ) j x

2

+ ( y � r )

2

= t

2 g :

ëÁË ÉÚ×Å ÓÔÎÏ, ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë O ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ ÓË ÏÊ Ô ÏÞË ÏÊ ÎÁ ÌÕÞÅ y > 0

Â Õ ÄÅ Ô A

0

= (0 ; r

0

): ÜÔ Ï ÔÁ Ô ÏÞËÁ, ÄÌÑ Ë Ï Ô ÏÒ ÏÊ C

r

0

( A

0

) Ñ×ÌÑÅ ÔÓÑ ÓÏÐÒÉ-

ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ó ËÒÉ×ÏÊ y = y ( x ). ðÏ ÓÌ Å ÄÎÅ Å ÏÚÎÁ ÞÁÅ Ô

y ( x ) � y

0

( x ) = o ( x

2

) ×ÂÌÉÚÉ x = 0 ;

Ç ÄÅ y

0

( x ) := r

0

�
p

r

2

0

� x

2

{ ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔØ C

r

0

( A

0

).

ô ÅÐÅÒØ × ËÁ ÞÅ ÓÔ×Å ÎÁ ÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ × (2.5) ×ÏÚØÍÅÍ

u

0

= �




; 
 = f ( x; y ) 2 R2 j y 6 y ( x ) g

É u

1

= 0. îÁÛÁ ÃÅÌØ { ÏÐÉÓÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÓÔØ Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÙ u ( A; � ) ×

Ô ÏÞË Å A = (0 ; r ) Ï Ô ÒÁÓÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÑ ÜÔ ÏÊ Ô ÏÞËÉ ÎÁ ÌÕÞÅ y > 0. îÁÍ ÎÕÖÎÏ

ÒÁÚ Ï ÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁ Ñ: r < r

0

; r > r

0

, É (ËÒÉÔÉÞÅ ÓËÉÊ) r = r

0

.
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óÌÕÞÁÊ r < r

0

. æÉË ÓÉÒÕÅÍ A = (0 ; r ) Ó ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÍ r < r

0

.

t = r � �

t = r + �

òÉÓ. 3. óÌÕÞÁÊ r < r

0

.

� ðÒÉ ×Ò ÅÍÅÎÁÈ t < r , ÉÍÅ ÅÍ D

t

( A ) \ 
 = ? É, ÓÌ Å ÄÏ×ÁÔ ÅÌØÎÏ, u ( A; t )

(2 : 7)

= 0

(ÓÍ. òÉÓ. 3).

� ðÕ ÓÔØ Ô ÅÐÅÒØ t = r + � Ó ÍÁÌÙÍ � > 0. ïÂÌÁÓÔØ D

t

( A ) \ 
 6= ?
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÒÉ×ÙÍÉ y = y ( x ) É

y = y

�

( x ) := r �
p

t

2 � x

2

= r �
p

( r + � )

2 � x

2

: (2.10)

ïÎÁ ÎÁÈ ÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ Ë ÏÒÎÑÍÉ x � ( � ) < 0 É x

�
( � ) > 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y ( x ) =

y

�

( x ), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ Ë ÏÒÎÉ ÓÔÒ ÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ � ! 0 (ÓÍ. òÉÓ. 3).
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óÏÇ ÌÁÓÎÏ (2.9), ÐÒÉ x � ( � ) < x < x

�
( � ) ÉÍÅ ÅÍ

y ( x ) � y

�

( x ) = � +

1

2

[ y

00
(0) � y

00
�

(0)] x

2

+

1

6

[ y

000
( � ( x )) � y

00
�

( � ( x ))] x

3

= � �
1

2

�
1

r + �

�
1

r

0

�
x

2

+ � ( x; � ) x

3

= � �
�




2

+ O ( � )

�
x

2

+ � ( x; � ) x

3

= � � 


2

 

2

( x; � ) (2.11)

Ó


 :=

r
j y

00
(0) � y

00
0

(0) j
2

=

r
r

0

� r

2 r

0

r

;  ( x; � ) = x [1 + o (1)] ;

 

0
( x; � ) = 1 + o (1) ;  

0
( x; 0) = 1 ; (2.12)

Ç ÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ o (1) ÚÁ×ÉÓÑÔ Ï Ô x; � É ÓÔÒ ÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ x ! 0

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ � .

éÎÔ ÅÇÒÁÌ × (2.7) Å ÓÔØ

ZZ

D

t

( A ) \ 


: : : =

x

�
( � )Z

x � ( � )

dx

y ( x )Z

y

�

( x )

dy

p
t

2 � x

2 � ( y � r )

2

(2 : 10)

=

=

x

�
( � )Z

x � ( � )

dx

y ( x )Z

y

�

( x )

dy

p
( r � y

�

)

2 � ( r � y )

2

=

x

�
( � )Z

x � ( � )

�
�

2

� arcsin

r � y ( x )

r � y

�

( x )

�
dx:

ðÒÉÍÅÎÑÑ

d

dt

Ó ÕÞÅ Ô ÏÍ y ( x � ( � )) = y

�

( x � ( � )) ; y ( x

�
( � )) = y

�

( x

�
( � )), ÉÍÅ ÅÍ

u ( A; t )

(2 : 7)

= �
1

2 �

x

�
( � )Z

x � ( � )

1

r

1 �
h

r � y ( x )

r � y

�

( x )

i
2

�
�

r � y ( x )

[ r � y

�

( x )]

2

� �
�

dy

�

( x )

dt

�
dx

=

1

2 �

x

�
( � )Z

x � ( � )

( r + � )[ r � y ( x )]

[ r � y

�

( x )]

2

dx

p
[ r � y

�

( x )]

2 � [ r � y ( x )]

2

=

1

2 �

x

�
( � )Z

x � ( � )

�( x; � )

p
y ( x ) � y

�

( x )

dx (2.13)
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Ó

�( x; � ) :=

( r + � )[ r � y ( x )]

[ r � y

�

( x )]

2

p
2 r � y ( x ) � y

�

( x )

=

1

p
2 r

[ 1 + o (1)] ;

Ç ÄÅ o (1) !
� ! 0

0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x 2 ( x � ( � ) ; x

�
( � )) . ðÏÜÔ ÏÍÕ, Ó ÏÇ ÌÁÓÎÏ

(2.11), ÄÌÑ ÄÏ ÓÔÁÔ ÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ � , ÐÏÌÕÞÉÍ

u ( A; t ) =

�( ~ x ( � ) ; � )

2 �

x

�
( � )Z

x � ( � )

dx

p
� � 


2

 

2

( x; � )

=

1 + o (1)

2 �

p
2 r

x

�
( � )Z

x � ( � )

dx

p
� � 


2

 

2

( x; � )

; (2.14)

Ç ÄÅ x � ( � ) < ~x ( � ) < x

�
( � ). úÁÍÅÎÑÑ ÐÅÒ ÅÍÅÎÎÕÀ ÉÎÔ ÅÇÒÉÒ Ï×ÁÎÉÑ ÎÁ

s =  ( x; � ) ; x = x ( s ) (ÔÁË, ÞÔ Ï dx = [  

0
( x ( s ) ; � )]

� 1

ds ) É ÕÞÉÔÙ×Á Ñ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

 ( x � ( � ) ; � ) = �

p
�




;  ( x

�
( � ) ; � ) =

p
�




;

Ë Ï Ô ÏÒÙÅ ×ÙÔ ÅËÁÀÔ ÉÚ (2.11), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x

�
( � )Z

x � ( � )

: : : =

p
�


Z

�
p

�




ds

 

0
( x ( s ) ; � )

p
� � 


2

s

2

(2 : 12)

=

1 + o (1)




arcsin


 s

p
�

�
�
�
�

s =

p
�




s = �
p

�




=

�




[1 + o (1)] = �

r
2 r

0

r

r

0

� r

[1 + o (1)] :

÷ÏÚ×ÒÁÝÁ ÑÓØ Ë (2.14) É ÓÕÍÍÉÒÕÑ Ò ÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÒÉÈ ÏÄÉÍ Ë ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì Å-

ÎÉÀ

u ( A; t ) =

1

2

r
r

0

r

0

� r

[1 + o (1)] ÐÒÉ t � r + 0 (2.15)

(ÓÍ. òÉÓ. 3).

ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, ÎÁ ÞÁÌØÎÙÊ ÓËÁ ÞÏË ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÙ 1 ÉÓÈ ÏÄÉÔ ÉÚ O =

(0 ; 0), Ä×ÉÖÅ ÔÓÑ × ÄÏÌØ ÌÕÞÁ y > 0, ÄÏ ÓÔÉÇÁÅ Ô Ô ÏÞËÉ A = (0 ; r ) ÐÒÉ

t = r É ÐÒ ÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÒÙ×. áÍÐÌÉÔÕ ÄÁ ÐÏ ÓÌ Å ÄÎÅÇ Ï ÒÁ×ÎÁ

1

2

q
r

0

r

0

� r

;

ÏÎÁ ÒÁÓÔ Å Ô ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ r Ë r

0

.
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ô ÁËÁ Ñ ËÁÒ ÔÉÎÁ ×ÐÏÌÎÅ Ó ÏÇ ÌÁÓÕÅ ÔÓÑ Ó ÉÚ×Å ÓÔÎÙÍÉ Ò ÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ Ç Å Ï-

ÍÅ ÔÒÉÞÅ ÓË ÏÊ ÏÐÔÉËÉ. ô ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅ Å, ÚÄÅ ÓØ ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÜÌ ÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ

ÓÒ Å ÄÓÔ×ÁÍÉ, Â ÅÚ ÉÓÐÏÌØÚ Ï×ÁÎÉÑ ÁÎÚÁÔÃÁ áÄÁÍÁÒÁ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ ÅÎÏ ÓÁ

É Ô.Ð.: ÓÍ., e.g., [4].

óÌÕÞÁÊ r > r

0

. æÉË ÓÉÒÕÅÍ A = (0 ; r ) Ó ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÍ r > r

0

, É

×ÙÂ ÅÒ ÅÍ ÍÁÌ Ï Å � > 0. îÅ Ô ÅÒÑÑ Ï ÂÝÎÏ ÓÔÉ, ÍÙ ÒÁÓ ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ \ÎÅ×Ù-

Ò Ï ÖÄÅÎÎÙÊ", ÓÌÕÞÁÊ, ÉÚ Ï ÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ òÉÓ. 4.

t = r � �

t = r + �

òÉÓ. 4. óÌÕÞÁÊ r > r

0

.

åÇ Ï Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØÀ Ñ×ÌÑÅ ÔÓÑ ÐÏ×Å ÄÅÎÉÅ Ë ÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y ( x ) = y

�

( x ) (= r �
p

( r � � )

2 � x

2

)

ÍÙ ÐÒ Å ÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔ Ï

x � ( � ) ! x � (0) < 0 ; x

+

( � ) ! x

+

(0) > 0 ; x � ( � ) ! 0 ; x

�
( � ) ! 0 ÐÒÉ � ! 0 :
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� ðÕ ÓÔØ t = r � � ÔÁË, ÞÔ Ï y

�

( x ) = r �
p

( r � � )

2 � x

2

. ô ÏÇ ÄÁ ÒÁÚÎÏ ÓÔØ

× (2.11) ÐÒÉÎÉÍÁÅ Ô ×ÉÄ

y ( x ) � y

�

( x )

(2 : 9)

= � � +

1

2

[ y

00
(0) � y

00
�

(0)] x

2

+

1

6

[ y

000
( � ( x )) � y

00
�

( � ( x ))] x

3

= � � + 


2

 

2

( x; � ) (2.16)

Ç ÄÅ


 =

r
j y

00
(0) � y

00
�

(0) j
2

=

r
r � r

0

2 r

0

r

;  ( x; � ) = x [1 + o (1)] ;

 

0
( x; � ) = 1 + o (1) ;  

0
( x; 0) = 1 : (2.17)

ðÏ×Ô ÏÒÑÑ ÒÁÓ ÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉ×Å ÄÛÉÅ Ë (2.13), Ì ÅÇË Ï ÐÏÌÕÞÉÍ

u ( A; t ) =

1

2 �

2

6
4

x � ( � )Z

x � ( � )

+

x

+

( � )Z

x � ( � )

3

7
5

�( x; � )

p
y ( x ) � y

�

( x )

dx (2.18)

Ó

�( x; � ) :=

( r � � )[ r � y ( x )]

[ r � y

�

( x )]

2

p
2 r � y ( x ) � y

�

( x )

; �(0 ; 0) =

1

p
2 r

: (2.19)

ô ÅÐÅÒØ ×ÙÂ ÅÒ ÅÍ (ÄÏ ÓÔÁÔ ÏÞÎÏ ÍÁÌ Ï Å) " > 0 ÔÁË, ÞÔ Ï (2.16) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

ÄÌÑ x 2 ( � "; " ) É ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÉÍ

x � ( � )Z

x � ( � )

+

x

+

( � )Z

x

�
( � )

=

� "Z

x � ( � )

+

x � ( � )Z

� "

+

"Z

x

�
( � )

+

x

+

( � )Z

"

:

ðÅÒ×ÙÊ É ÞÅ Ô×ÅÒ ÔÙÊ ÉÎÔ ÅÇÒÁÌÙ 	

1

( � ) :=

� "R

x � ( � )

É 	

4

( � ) :=

x

+

( � )R

"

×Å ÄÕÔ

Ó Å ÂÑ Ò ÅÇÕÌÑÒÎÏ ÐÒÉ � ! 0 É ÎÅ ÄÁÀÔ ×ËÌÁ ÄÁ × Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ u ( A; t ). äÌÑ

ÔÒ Å ÔØÅÇ Ï ÉÎÔ ÅÇÒÁÌÁ, Ó ÕÞÅ Ô ÏÍ


  ( x

�
( � ) ; � )

(2 : 16)

=

p
� ;
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ÉÍÅ ÅÍ

"Z

x � ( � )

�( x; � )

p
y ( x ) � y

�

( x )

dx

(2 : 16)

=

"Z

x � ( � )

�( x; � )

p



2

 

2

( x; � ) � �

dx

=

"Z

x � ( � )

�( x; � )


  

0
( x; � )

d ln

h

  ( x; � ) +

p



2

 

2

( x; � ) � �

i

= �
�( x

�
( � ) ; � )


  

0
( x

�
( � ) ; � )

ln

p
� +

~

	

3

( � )

(2 : 17) ; (2 : 19)

=

1

2

r
r

0

r � r

0

ln

1

�

+ 	

3

( � )

Ó Ò ÅÇÕÌÑÒÎÙÍ 	

3

( � ), ÓÔÒ ÅÍÑÝÉÍÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÚÎÁ ÞÅÎÉÀ 	

3

(0) ÐÒÉ

� ! 0.

ëÁË Ì ÅÇË Ï ÐÒ Ï×ÅÒÉÔØ, ×Ô ÏÒ ÏÊ ÉÎÔ ÅÇÒÁÌ ÄÁÅ Ô ÁÎÁÌ ÏÇÉÞÎÙÊ ×ËÌÁ Ä:

x � ( � )Z

� "

�( x; � )

p
y ( x ) � y

�

( x )

dx =

1

2

r
r

0

r � r

0

ln

1

�

+ 	

2

( � ) :

ïÂßÅ ÄÉÎÑÑ Ò ÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÍÙ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ (2.18) × ×ÉÄÅ

u ( A; t ) =

1

2 �

r
r

0

r � r

0

ln

1

r � t

+ 	( t ) ×ÂÌÉÚÉ t = r (2.20)

Ó ÎÅÐÒ ÅÒÙ×ÎÏÊ 	, ÄÌÑ Ë Ï Ô ÏÒ ÏÊ ÚÎÁ ÞÅÎÉÅ 	( r � 0) Ë ÏÎÅÞÎÏ.

� óÌÕÞÁÊ t ! r + 0 ÒÁÚ ÂÉÒÁÅ ÔÓÑ ÁÎÁÌ ÏÇÉÞÎÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌ Ï-

ÇÉÞÅÎ (2.20) É, ÏË ÏÎÞÁÔ ÅÌØÎÏ, ÍÙ ÐÒÉÈ ÏÄÉÍ Ë ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÀ Ó ÅÊÓÍÏ-

ÇÒÁÍÍÙ × Æ ÏÒÍÅ

u ( A; t ) =

1

2 �

r
r

0

r � r

0

ln

1

j t � r j
+ 	( t ) ×ÂÌÉÚÉ t = r ; (2.21)

Ç ÄÅ 	 ÉÍÅ Å Ô Ë ÏÎÅÞÎÙÅ ÚÎÁ ÞÅÎÉÑ 	( r � 0).

ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, ÐÒ ÏÊÄÑ Ô ÏÞË Õ ËÁ Õ ÓÔÉËÉ A

0

= (0 ; r

0

), Ë ÏÎÅÞÎÙÊ ÉÚ-

ÎÁ ÞÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÙ× ÐÒ Å×ÒÁÝÁÅ ÔÓÑ × Ì ÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ ÓË ÕÀ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ.

óÌÕÞÁÊ r = r

0

. éÓ ÓÌ Å ÄÕÑ ËÒÉÔÉÞÅ ÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÍÙ ÉÍÅ ÅÍ ÄÅÌ Ï Ó \ÎÅ×Ù-

Ò Ï ÖÄÅÎÎÏÊ", ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ òÉÓ. 5. ô ÁËÖÅ, ÄÌÑ ÐÒ Ï ÓÔ Ï ÔÙ, ×

ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë (2.8) ÍÙ ÐÒ Å ÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔ Ï y

I V

(0) 6= 0. âÌÁÇ ÏÄÁÒÑ ÜÔ ÏÍÕ,

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏ Å ÎÁÍÉ ÒÁÚÌ Ï ÖÅÎÉÅ ô ÅÊÌ ÏÒÁ{ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÉÆÆ ÅÒ ÅÎÃÉÒÕÅÍÏ

×ÐÌ Ï ÔØ ÄÏ ÞÌ ÅÎÏ× ÔÒ Å ÔØÅÇ Ï ÐÏÒÑÄËÁ.
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t = r � �

t = r + �

òÉÓ. 5. óÌÕÞÁÊ r = r

0

.

� ðÕ ÓÔØ A = (0 ; r

0

) É t = r

0

� � . õ ÞÉÔÙ×Á Ñ y

00
(0) =

1

r

=

1

r

0

= y

0

(0),

ÐÏÌÕÞÉÍ

y ( x ) � y

�

( x ) = � � +

y

000
(0)

6

x

3

+

y

I V

( � ( x ))

24

x

4

= � � + �

3

 

3

( x; � ) (2.22)

Ó

� :=

�
y

000
(0)

6

� 1

3

;  ( x; � ) = x [1 + o (1)] ;

 

0
( x; � ) = 1 + o (1) ;  

0
( x; 0) = 1 ; (2.23)

Ç ÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ o (1) ÚÁ×ÉÓÑÔ Ï Ô x; � É ÓÔÒ ÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ x ! 0

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ � . ðÅÒ×ÙÊ Ë ÏÒ ÅÎØ x � ( � ) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y ( x ) � y

�

( x ) = 0

ÓÔÒ ÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ � ! 0 É

� ( x � ( � ) ; � )

(2 : 22)

= �

1

3

: (2.24)
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äÌÑ ×Ô ÏÒ ÏÇ Ï Ë ÏÒÎÑ ×ÙÐÏÌÎÑÅ ÔÓÑ x

�
( � ) ! x

�
(0) > 0 ÐÒÉ � ! 0.

æÉË ÓÉÒÕÅÍ " > 0 ÔÁË Ï Å, ÞÔ Ï (2.22) ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ 0 < x < " . óÅÊÓÍÏ-

ÇÒÁÍÍÁ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÉÔÓÑ Ô ÏÇ ÄÁ × ×ÉÄÅ

u ( A; t ) =

1

2 �

2

6
4

"Z

x � ( � )

+

x � ( � )Z

"

3

7
5

�( x; � )

p
y ( x ) � y

�

( x )

dx (2.25)

Ó

�( x; � ) :=

( r

0

� � )[ r

0

� y ( x )]

[ r

0

� y

�

( x )]

2

p
2 r

0

� y ( x ) � y

�

( x )

; �(0 ; 0) =

1

p
2 r

0

: (2.26)

÷Ô ÏÒ ÏÊ ÉÎÔ ÅÇÒÁÌ Ò ÅÇÕÌÑÒ ÅÎ ÐÒÉ � ! 0, Á ÐÅÒ×ÙÊ ÍÏ ÖÎÏ ÐÅÒ ÅÐÉÓÁÔØ ×

×ÉÄÅ

"Z

x � ( � )

�( x; � )

p
y ( x ) � y

�

( x )

dx

(2 : 22) ; (2 : 24)

=

Z
 ( ";� )

�

1

3

�

�( x ( s ) ; � )

 

0
( x ( s ) ; � )

p
�

3

s

3 � �

ds

=

Z
� ( ";� ) �

� 1

3

1

�

�
x

�
�

1

3

�

t

�
; �

�
�

1

3

�

 

0

�
x

�
�

1

3

�

t

�
; �

�
�

1

2

p
t

3 � 1

dt

(2 : 23) ; (2 : 26)

=

=

1

p
2 r

0

�
6

y

000
(0)

� 1

3

2

4
1Z

1

dt

p
t

3 � 1

3

5
�

� 1

6

[1 + o (1)] :

óÌ Å ÄÏ×ÁÔ ÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÅ

u ( A; t )

(2 : 25)

= c � ( r

0

� t )

� 1

6

+ 	 � ( t ) (2.27)

Ó ÐÏ ÓÔ ÏÑÎÎÏÊ

c � :=

1

2 �

p
2 r

0

�
6

y

000
(0)

� 1

3

2

4
1Z

1

dt

p
t

3 � 1

3

5

É ÎÅÐÒ ÅÒÙ×ÎÏÊ 	 � , ÉÍÅÀÝÅÊ Ë ÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒ Å ÄÅÌ 	 � ( r

0

� 0).

� ÷ÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌ ÏÇÉÞÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÓÌÕÞÁ Ñ t = r

0

+ � , ÄÁÅ Ô ÁÓÉÍÐÔ Ï ÔÉËÉ

Ô ÏÊ ÖÅ Æ ÏÒÍÙ (2.27) É ×Å ÄÅ Ô Ë ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÀ

u ( A; t )

(2 : 25)

= c � j t � r

0

j �
1

6

+ 	 � ( t ) ÐÒÉ t � r

0

� 0 ; (2.28)
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ÐÒÉÞÅÍ

c

+

:=

1

2 �

p
2 r

0

�
6

y

000
(0)

� 1

3

2

4
1Z

� 1

dt

p
t

3

+ 1

3

5
;

É ÎÅÐÒ ÅÒÙ×ÎÏÊ 	 � ÔÁË ÏÊ, ÞÔ Ï 	 � ( r

0

� 0) 6= 1 .

ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, × ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ ÓË ÏÊ Ô ÏÞË Å A

0

= (0 ; r

0

) ÜÆÆ ÅËÔ Æ ÏË Õ ÓÉ-

Ò Ï×ËÉ ×ÙÒÁÖÅÎ ÎÁÉÂ ÏÌ Å Å ÑÒË Ï.

÷ÙÐÕËÌÁÑ 
 . ðÏÄÏ ÂÎÙÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ ÍÏ ÖÎÏ ÐÒ ÏÁÎÁÌÉÚÉÒ Ï×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ,

ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÎÙÊ ÎÁ òÉÓ. 6, × Ë Ï Ô ÏÒ ÏÍ y

00
(0) = � 1

r

0

< 0. ðÕÎËÔÉÒÎÁ Ñ

ÌÉÎÉÑ Å ÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏ ÓÔØ, Ó ÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÁ ÑÓÑ Ó ËÒÉ×ÏÊ y = y ( x ).

t = r � �

t = r + �

òÉÓ. 6. ÷ÙÐÕËÌÁ Ñ 
.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁË Ï×: ÄÌÑ ÌÀÂ ÏÇ Ï A = (0 ; r ) ( r > 0) Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅ Å Ô

×ÉÄ

u ( A; t ) =

(
0 ; t < r ;

1

2

q
r

0

r + r

0

[1 + o (1)] ; t � r + 0 :
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t = r � �

t = r + �

òÉÓ. 7. ðÏÌÕÐÌ Ï ÓË Ï ÓÔØ.

éÔÁË, ÚÄÅ ÓØ ÉÍÅ Å Ô ÍÅ ÓÔ Ï ÜÆÆ ÅËÔ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ : ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÁ ÓËÁ ÞËÁ ×

A ÕÍÅÎØÛÁÅ ÔÓÑ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ r .

2.4. ðÒÉÍÅÒÙ. úÄÅ ÓØ, ÏÐÕ ÓËÁ Ñ ×ÙÞÉÓÌ ÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÓÐÉÓ ÏË Ò Å-

ÚÕÌØÔÁÔ Ï×, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÒÁÍËÁÈ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ Ô Å ÈÎÉËÉ.

ðÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÕ ÓÔØ 
 = f ( x; y ) 2 R2 j y 6 0 g É A = (0 ; r ) ( r > 0).

óÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) =

� ( t � r )

2

; (2.29)

ÞÔ Ï Ï Ô×ÅÞÁÅ Ô Ò ÅÛÅÎÉÀ ÚÁ ÄÁ ÞÉ (2.2){(2.3) ×ÉÄÁ

u ( x; y ; t ) =

1

2

[ � ( � y + t ) + � ( � y � t )] ;

ÐÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ òÉÓ. 7. áÍÐÌÉÔÕ ÄÁ ÓËÁ ÞËÁ × ÍÏÍÅÎÔ t = r ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ r .
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ëÒÕÇ. ðÕ ÓÔØ 
 := f ( x; y ) 2 R2 j x

2

+ y

2 > r

0

g.

� äÌÑ A = (0 ; r ) Ó 0 < r < r

0

, Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÚ Ï ÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ òÉÓ. 8.

ðÏ ÓÔ ÏÑÎÎÙÅ ÓÕÔØ a =

1

2

q
r

0

r

0

� r

, b =

1

2 �

q
r

0

r � r

0

, ÞÔ Ï Ó ÏÇ ÌÁÓÕÅ ÔÓÑ Ó (2.15)

É (2.21).

òÉÓ. 8. ëÒÕÇ.

� äÌÑ A = O = (0 ; 0), ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÅ (2.7) Ì ÅÇË Ï ×Å ÄÅ Ô Ë

u ( O ; t ) =

(
0 ; t < r

0

;

tp
t

2 � r

2

0

; t > r

0

; =

t � r

0

+0

c ( t � r

0

)

� 1

2

[1 + o (1)]

(2.30)

Ó c =

p
r

0

2

É ÄÁÅ Ô Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ, ÉÚ Ï ÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 9.

ïÓ Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ ( t � r

0

)

� 1

2

ÏÐÉÓÙ×ÁÅ Ô ÍÁË ÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏ ÖÎÕÀ ÄÌÑ ÐÌ Ï Ó-

Ë Ï ÓÔÉ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×Ë Õ; ÐÒÉ ÜÔ ÏÍ ÏÎÁ ÓÌÁÂ Å Å ÞÅÍ × ÐÒ Ï ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÍ. (1.6).

ðÁÒÁÂÏÌÁ. ðÕ ÓÔØ 
 := f ( x; y ) 2 R2 j y 6 x

2 g, ÔÁË ÞÔ Ï ËÒÉ×Á Ñ L Å ÓÔØ

ÐÁÒÁÂ ÏÌÁ Ó ËÁ Õ ÓÔÉË ÏÊ C ×ÉÄÁ (2.1). ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÓÔÉ Ï Ô ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÑ Ô ÏÞËÉ

A ×ÎÕÔÒÉ ÐÁÒÁÂ ÏÌÙ, ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ r

A

( B ) := j A � B j of B 2 L ÍÏ-

ÖÅ Ô ÉÍÅ ÔØ ÏÄÉÎ, Ä×Á ÉÌÉ ÔÒÉ ÜË ÓÔÒ ÅÍÕÍÁ A

0
, f A

0
; A

00g, É f A

0
; A

00
; A

000g
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òÉÓ. 9. ëÒÕÇ.

ÎÁ L . ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ u ( A; � ) ÉÍÅ Å Ô Ó×ÏÀ

ÓÐÅÃÉÆ ÉË Õ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ c > 0 ÏÚÎÁ ÞÁÅ Ô ÎÅË Ï Ô ÏÒÕÀ Ë ÏÎÓÔÁÎÔÕ.

� ðÕ ÓÔØ A = ( x

A

; y

A

) ÒÁÓÐÏÌ Ï ÖÅÎÁ ÐÏÄ C ÔÁË, ÞÔ Ï

x

2

A

< y

A

<

1

2

+ 3

�
x

A

4

� 2

3

(òÉÓ. 10). äÌÑ ÎÅ Å ÒÁÓ ÓÔ ÏÑÎÉÅ r

A

( � ) ÉÍÅ Å Ô ÏÄÉÎ ÍÉÎÉÍÕÍ A

0 2 L , É

Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅ Å Ô Å ÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓËÁ ÞÏË ÐÒÉ t = r

A

( A

0
), Ë Ï Ô ÏÒÙÊ

Ó Ï Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÕÅ Ô ÓÌÕÞÁÀ r < r

0

× ÒÁÚÄÅÌ Å 2.3.

òÉÓ. 10. A ÎÉÖÅ C.

� åÓÌÉ A = (0 ;

1

2

) { ×ÅÒÛÉÎÁ Ò ÏÇÁ ÎÁ C (òÉÓ. 11), Ô Ï r

A

( � ) ÔÁËÖÅ

ÄÏ ÓÔÉÇÁÅ Ô Å ÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇ Ï ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÒÉ A

0
= (0 ; 0), É Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ

ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) =

(
0 ; t <

1

2

;

c

�
t � 1

2

� � 1

4

+ 	( t ) ; t >

1

2

(2.31)
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Ó c =

R
1

0

dtp
1 � t

4

É ÎÅÐÒ ÅÒÙ×ÎÏÊ 	 ; Õ ÄÏ×Ì Å Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ j 	(

1

2

+ 0) j < 1 .

òÉÓ. 11. A × ×ÅÒÛÉÎÅ Ò ÏÇÁ.

ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ ÎÁ Ò ÏÇ Å ÉÍÅ Å Ô ÍÅ ÓÔ Ï, ÎÏ ÜÆÆ ÅËÔ ÓÌÁÂ Å Å

ÞÅÍ × ÃÅÎÔÒ Å ËÒÕÇÁ (ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó (2.30)).

� äÌÑ ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ ÓË ÏÊ Ô ÏÞËÉ A 2 C Ï ÂÝÅÇ Ï ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÑ Ó x

A

6= 0 (òÉÓ. 12)

ÉÍÅÀÔ ÍÅ ÓÔ Ï Ä×Á Ì ÏËÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÉÍÕÍÁ A

0
; A

002 L of r

A

( � ), ÐÒÉ ÜÔ ÏÍ

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ r

A

( A

0
) < r

A

( A

00
).

òÉÓ. 12. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ A 2 C.

óÏ Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÅÎÎÏ,Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅ Å Ô Ä×Å ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏ ÓÔÉ. ðÅÒ×Á Ñ { ÜÔ Ï

ÓËÁ ÞÏË, ÐÏÒ Ï ÖÄÅÎÎÙÊ ÎÁ ÞÁÌØÎÙÍ ÓËÁ ÞË ÏÍ, ÐÒÉÛÅ ÄÛÉÍ ÉÚ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ

Ô ÏÞËÉ A

0
; A

0
; ÏÎ Ó Ï Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÕÅ Ô ÓÌÕÞÁÀ r < r

0

× ÒÁÚÄÅÌ Å 2.3, ÅÇ Ï ÁÍ-

ÐÌÉÔÕ ÄÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅ ÔÓÑ ÐÏ (2.15). ÷Ô ÏÒÁ Ñ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏ ÓÔØ ×ÏÚÎÉËÁÅ Ô ÉÚ

ÓËÁ ÞËÁ, ÐÒÉÛÅ ÄÛÅÇ Ï ÉÚ A

00
, É ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ (2.28) (ÓÍ. ÓÌÕÞÁÊ r = r

0

×

ÒÁÚÄÅÌ Å 2.3). ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ × A × ÍÏÍÅÎÔ t = r

A

( A

00
)

ÉÍÅ Å Ô ÍÅ ÓÔ Ï, ÎÏ ÏÎÁ ÓÌÁÂ Å Å ÞÅÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ.



66 í. é. âåìéûå÷, á. æ. ÷áëõ ìåîëï, á. ñ. ëáúáëï÷

� ðÕ ÓÔØ Ô ÅÐÅÒØ A ÔÁË Ï×Á, ÞÔ Ï x

A

6= 0, y

A

> x

2

A

, É y

A

>

1

2

+ 3

�
x

A

4

� 2

3

,

Ô Ï Å ÓÔØ ÏÎÁ Ì ÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ËÁ Õ ÓÔÉËÉ (òÉÓ. 13). òÁÓ ÓÔ ÏÑÎÉÅ r

A

( � ) ÄÏ ÓÔÉ-

ÇÁÅ Ô ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÒ Å È Ô ÏÞËÁÈ { A

0
; A

00
; A

0002 L . ìÕÞ AA

0
Å ÓÔØ ÓÁÍÙÊ

Ë ÏÒ Ï ÔËÉÊ ÐÕÔØ ÉÚ A ÄÏ L ; AA

00
{ ÓÁÍÙÊ Ë ÏÒ Ï ÔËÉÊ ÐÕÔØ ÉÚ A ÄÏ ÐÒÁ×ÏÊ

×Å Ô×É L ; ÌÕÞ AA

000
{ ËÁÓÁÅ ÔÓÑ ËÁ Õ ÓÔÉËÉ × C É ÏÒ Ô ÏÇ ÏÎÁÌ ÅÎ ÐÁÒÁÂ ÏÌ Å ×

A

00
. ðÒÉ ÜÔ ÏÍ r

A

( A

0
) < r

A

( A

00
) < r

A

( A

000
).

òÉÓ. 13. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ A 2 C.

ëÁÖÄÙÊ ÌÕÞ ÐÒÉ×ÎÏ ÓÉÔ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔÉ × Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁ-

ÞÁÌØÎÙÅ ÓËÁ ÞËÉ × A

0
É A

00
ÄÁÀÔ ÓËÁ ÞËÉ × A ×ÉÄÁ (2.15), ÞÔ Ï Ï Ô×ÅÞÁÅ Ô

ÓÌÕÞÁÀ r < r

0

ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3. óËÁ ÞÏË, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚ A

000
, ÐÒ Ï È ÏÄÉÔ ÞÅÒ ÅÚ ËÁ-

Õ ÓÔÉË Õ × C , ÐÒÉÏ ÂÒ Å ÔÁÅ Ô Ì ÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ ÓË ÕÀ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ (2.21) É ÐÒÉ×-

ÎÏ ÓÉÔ Å Å × Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ (ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ r > r

0

ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3).

åÓÌÉ x

A

= 0 ; y

A

>

1

2

, Ô Ï r

A

( A

0
) = r

A

( A

00
), É ÓËÁ ÞËÉ ÉÚ A

0
É A

00

ÐÒÉÈ ÏÄÑÔ × A ÏÄÎÏ×Ò ÅÍÅÎÎÏ. ÷ ÜÔ ÏÍ Ï Ó Ï Â ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÁ ÞËÉ ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÙ

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (2.15) É ÐÒ Ï ÓÔ Ï ÓËÌÁ ÄÙ×ÁÀÔÓÑ. óËÁ ÞÏË ÉÚ A

000
= (0 ; 0) ÄÁÅ Ô

Ì ÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ ÓË ÕÀ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ t = y

A

.

ëÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ. äÌÑ ËÒÉ×ÏÊ L = f ( x; y ) 2 R2 j y = x

3 g É Ï ÂÌÁ-

ÓÔÉ 
 := f ( x; y ) 2 R2 j y 6 x

3 g Ò ÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÎÁÌ ÏÇÉÞÎÙ ÐÒ Å ÄÙÄÕ-

ÝÉÍ. óÐÅÃÉÆ ÉËÁ ÌÉÛØ × Ô ÏÍ, ÞÔ Ï ÚÄÅ ÓØ ÉÍÅ Å ÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÕÐÌÏÝÅÎÉÑ

O = (0 ; 0) 2 L , × Ë Ï Ô ÏÒ ÏÊ y (0) = y

0
(0) = y

00
(0) = 0. ÷ ÜÔ ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌ Å ÄÕÀÝÅÍÕ.

ðÕ ÓÔØ A = (0 ; r ) Ì ÅÖÉÔ ÎÁ Ä Ô ÏÞË ÏÊ ÕÐÌ ÏÝÅÎÉÑ, ÎÏ, ÄÌÑ ÐÒ Ï ÓÔ Ï-

ÔÙ, ÎÉÖÅ ËÁ Õ ÓÔÉËÉ: ÓÍ. òÉÓ. 14. ô ÏÇ ÄÁ Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ Ó ÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÁ-

ÞÏË ×ÉÄÁ (2.15) ÐÒÉ t = r , ÐÒÉÛÅ ÄÛÉÊ ÉÚ O , ÐÒÉÞÅÍ ÅÇ Ï ÁÍÐÌÉÔÕ-

ÄÁ ÒÁ×ÎÁ

1

2

. ðÒÉÍÅÞÁÔ ÅÌØÎÏ, ÞÔ Ï ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ r . üÔ Ï

ÍÏ ÖÎÏ Ï ÂßÑÓÎÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏÊ Ë ÏÍÐÅÎÓÁÃÉÅÊ ÜÆÆ ÅËÔ Ï× Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ ÎÁ
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ÐÒÁ×ÏÊ ×Å Ô×É f ( x; y ) 2 L j 0 < x < " g É ÄÅ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ ÎÁ Ì Å×ÏÊ

f ( x; y ) 2 L j � " < x < 0 g. ÷ Ò ÅÚÕÌØÔÁÔ Å ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÁ ×ÙÇ ÌÑÄÉÔ ÔÁË

ÖÅ ËÁË É × ÐÌ Ï ÓË ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÓÍ. (2.29) É òÉÓ. 7.

òÉÓ. 14. A ÎÁ Ä Ô ÏÞË ÏÊ ÕÐÌ ÏÝÅÎÉÑ.

§3. ô Ò Å ÈÍÅÒÎÁ Ñ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ

3.1. ëÁ Õ ÓÔÉËÉ. ðÕ ÓÔØ S � R3

Å ÓÔØ Ç ÌÁ ÄËÁ Ñ ÐÏ×ÅÒ ÈÎÏ ÓÔØ, � � S
(ÍÁÌÁ Ñ) ÏËÒ Å ÓÔÎÏ ÓÔØ Ó ÚÁ ÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÊ Ì ÏËÁÌØÎÙÍÉ Ë Ï ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

� É � , n ( �; � ) { Ç ÌÁ ÄË Ï Å ÐÏÌ Å Å ÄÉÎÉÞÎÙÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÎÏÒÍÁÌ ÅÊ Ë � ,

r ( �; � ) := f A 2 R3 j A = � n ( �; � ) ; � > 0 g { ÌÕÞ, ÐÏÒ Ï ÖÄÅÎÎÙÊ ÎÏÒÍÁ-

ÌØÀ. íÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï T :=

S
�;�

r ( �; � ) � R3

ÎÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ÌÕÞÅ×ÏÊ ÔÒÕÂËÏÊ

((Ó Ï ÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ � ). ëÁÖÄÁ Ñ Ô ÏÞËÁ A = ( x; y ; z ) 2 T Ì ÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅË Ï Ô ÏÒ ÏÍ

ÌÕÞÅ r ( �; � ), ÔÁË ÞÔ Ï Å Å ÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÅ × R3

ÚÁ ÄÁÎÏ ÔÒ ÏÊË ÏÊ �; � ; � { ÌÕÞÅ×Ù-

ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ . äÅËÁÒ Ô Ï×Ù Ë Ï ÏÒÄÉÎÁÔÙ A ÐÒÉ ÜÔ ÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ

ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÌÕÞÅ×ÙÈ: x = x ( �; � ; � ) ; y = y ( �; � ; � ) ; z = z ( �; � ; � ).

íÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï

C :=

8
<

:
( x; y ; z ) 2 R3

�
�
�
� det

0

@
x

�

x

�

x

�

y

�

y

�

y

�

z

�

z

�

z

�

1

A
= 0

9
=

;

ÎÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ËÁÕÓÔÉËÏÊ Ó ÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÕÞÅÊ, ÉÓÈ ÏÄÑÝÉÈ ÉÚ � . ïÂÙÞÎÏ ÜÔ Ï

Ë Õ Ó ÏÞÎÏ-Ç ÌÁ ÄËÁ Ñ ÐÏ×ÅÒ ÈÎÏ ÓÔØ × R3

.

3.2. ðÒÉÍÅÒÙ. îÁÛ ÐÏÄÈ ÏÄ, Ï ÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ æð, ×ÐÏÌÎÅ ÜÆÆ ÅËÔÉ×ÅÎ

× ÉÓ ÓÌ Å ÄÏ×ÁÎÉÉ ÔÒ Å ÈÍÅÒÎÏÊ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÉ. ïÄÎÁË Ï, × Ï ÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ó Ï-

Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÙÞÉÓÌ ÅÎÉÑ ×Å ÓØÍÁ ÇÒ ÏÍÏÚÄËÉ É ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÐÁ-

Ò ÏÊ Ë ÏÎËÒ Å ÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒ Ï×.
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÷ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ 
 := f ( x; y ; z ) 2 R3 j z 6 z ( x; y ) g Ó

Ç ÌÁ ÄË ÏÊ z ( x; y ), ÔÁË ÏÊ ÞÔ Ï

z (0 ; 0) = 0 ; r z (0 ; 0) = 0 ;

É ÐÏÌÁÇÁÅÍ u

0

= �




. äÁÌ Å Å, ÍÙ ÒÁÓ ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ Ô ÏÞË Õ ËÁ Õ ÓÔÉ-

ËÉ A

0

= (0 ; 0 ; r

0

) ÎÁ ÌÕÞÅ z > 0, ÉÄÕÝÅÍ ÉÚ O = (0 ; 0 ; 0), É ÓÔÒ ÏÉÍ

Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ u ( A; � ) × Ô ÏÞË Å A = (0 ; 0 ; r ) Ó r < r

0

; r = r

0

; É r > r

0

ÐÏ

Æ ÏÒÍÕÌ Å

u ( A; t )

(1 : 3) ; (1 : 4)

=

1

4 �

d

dt

�
� [ S

t

( A ) \ 
]

t

�
:

ðÌ ÏÝÁ ÄØ ÄÁÅ ÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ

� [ S

t

( A ) \ 
] =

ZZ

pr[ S

t

( A ) \ 
]

p
1 + jr z ( x; y ) j 2

dx dy ; (3.1)

Ç ÄÅ pr : ( x; y ; z ) 7! ( x; y ; 0) Å ÓÔØ ÐÒ Ï ÅËÃÉÑ. ïÓÎÏ×ÎÁ Ñ ÚÁ ÄÁ ÞÁ Ó Ï ÓÔ ÏÉÔ

× ÏÃÅÎË Å ÁÓÉÍÐÔ Ï ÔÉÞÅ ÓË ÏÇ Ï ÐÏ×Å ÄÅÎÉÑ ÜÔ ÏÇ Ï ÉÎÔ ÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ t � r �
� ( � ! 0).

ðÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. ðÕ ÓÔØ 
 := f ( x; y ; z ) 2 R3 j z 6 x

2

+ y

2 g. ÷ ÜÔ ÏÍ Ï Ó Å-

ÓÉÍÍÅ ÔÒÉÞÅ ÓË ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÕÞ z > 0 Ó ÏÄÅÒÖÉÔ Å ÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ-

ÓË ÕÀ Ô ÏÞË Õ (0 ; 0 ;

1

2

), É ÍÙ ÉÎÔ ÅÒ Å ÓÕÅÍÓÑ Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÏÊ u ( A; � ) ÄÌÑ

A = (0 ; 0 ; r ) Ó ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÍ r <

1

2

; r =

1

2

, É r >

1

2

. ÷ ÓÉÌÕ Ï Ó Å×ÏÊ

ÓÉÍÍÅ ÔÒÉÉ ÐÁÒÁÂ ÏÌ ÏÉÄÁ, pr[ S

t

( A ) \ 
] Å ÓÔØ ÉÌÉ ËÒÕÇ, ÉÌÉ Ë ÏÌØÃÏ, É

ÉÎÔ ÅÇÒÁÌ × (3.1) Ì ÅÇË Ï ×ÙÞÉÓÌÑÅ ÔÓÑ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ Ë Ï ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ × ( x; y )-

ÐÌ Ï ÓË Ï ÓÔÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁË Ï×Ù.

� ðÒÉ r <

1

2

, Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) =

(
0 ; t < r ;

c + 	( t ) ; t > r

(3.2)

Ó c =

1

2(1 � 2 r )

É Ç ÌÁ ÄË ÏÊ 	 ÔÁË ÏÊ,ÞÔ Ï 	(

1

2

+ 0) = 0. ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ,

ÉÍÅ Å ÔÓÑ Ë ÏÎÅÞÎÙÊ ÓËÁ ÞÏË × ÍÏÍÅÎÔ t = r , ÄÒÕÇÉÈ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔ ÅÊ ÎÅ Ô.

� ðÒÉ r =

1

2

, Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) =

(
0 ; t <

1

2

;

1

4

�
t � 1

2

� � 1

2

+ 	( t ) ; t >

1

2

(3.3)

Ó Ç ÌÁ ÄË ÏÊ 	 ÔÁË ÏÊ, ÞÔ Ï j 	(

1

2

+ 0) j < 1 . ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, ÜÆÆ ÅËÔ Æ ÏË Õ-

ÓÉÒ Ï×ËÉ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅ Ô, ÐÒÉÞÅÍ Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ ÓÌÁÂ Å Å, ÞÅÍ × ÃÅÎÔÒ Å ÛÁÒÁ

(ÓÍ. (1.6)), ÎÏ ÓÉÌØÎÅ Å, ÞÅÍ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ Ò ÏÇÁ ÄÌÑ ÐÁÒÁÂ ÏÌÙ ÎÁ ÐÌ Ï ÓË Ï ÓÔÉ
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(ÓÍ. (2.31)). ðÏ ÓÌ Å ÄÎÅ Å ×ÐÏÌÎÅ Ï ÖÉÄÁÅÍÏ ÐÏ Æ ÉÚÉÞÅ ÓËÉÍ Ó Ï Ï ÂÒÁÖÅÎÉ-

ÑÍ.

� ðÒÉ r >

1

2

Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ Ó ÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔÉ É ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) =

8
><

>:

0 ; 0 < t <

q
r � 1

4

;

c

1

�
t �

q
r � 1

4

� � 1

2

� c

2

� ( t � r ) + 	( t ) ; t >

q
r � 1

4

(3.4)

Ó c

1

=

(4 r � 1)

1

4

2

; c

2

=

r

2 r � 1

, É Ç ÌÁ ÄËÉÍ 	. ïÓ Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ t =

q
r � 1

4

Ó Ï-

ÚÄÁÀÔ ÓËÁ ÞËÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ Ô ÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏ ÓÔÉ, Ë Ï Ô ÏÒÁ Ñ Ì ÅÖÉÔ ÎÁ ÐÁÒÁ-

Â ÏÌ ÏÉÄÅ É Ó Ï ÓÔ ÏÉÔ ÉÚ Ô ÏÞÅË, ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ Ë (0 ; 0 ; r ).

� ÷ Â ÏÌ Å Å Ï ÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ z = ax

2

+ by

2

Ó ÐÏ ÓÔ ÏÑÎÎÙÍÉ a; b ; 0 < b < a ,

ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÅ (3.2) Ó Ï ÈÒÁÎÑÅ ÔÓÑ (Ó ÐÏÄÈ ÏÄÑÝÅÊ c > 0), ÐÒÉ ÜÔ ÏÍ ×Ô ÏÒÁ Ñ

ÓÔÒ ÏËÁ × (3.3) ÐÒÉÎÉÍÁÅ Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) = c ( t � r

0

)

� 1

4

+ 	( t ) ; t > r

0

; (3.5)

Ó

r

0

=

1

2 a

; c =

3 a

1

4

( a � b )

� 1

2

2 �

1Z

0

p
1 � s

4

ds ; (3.6)

É Ç ÌÁ ÄËÉÍ 	, ÔÁË ÞÔ Ï Æ ÏË Õ ÓÉÒ ÏËÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÌÁÂ Å Å.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ a É b ÐÏ ÓÔ ÏÑÎÎÙ, Ô Ï (0 ; 0 ; 0) Â Õ ÄÅ Ô Ô ÏÞË ÏÊ ÐÁÒÁÂ Ï-

Ì ÏÉÄÁ, × Ë Ï Ô ÏÒ ÏÊ ç Á Õ Ó Ó Ï×Á ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÍÁË ÓÉÍÁÌØÎÁ, Á (0 ; 0 ; r

0

) { Ï ÓÔÒÉÅ

Ò ÏÇÁ ËÁ Õ ÓÔÉËÉ, ÞÔ Ï Ñ×ÌÑÅ ÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔ ÅÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ

ÍÏ ÖÅ Ô ÂÙÔØ Ó×Å ÄÅÎ Ë z = a ( x; y ) x

2

+ b ( x; y ) y

2

Ó Ç ÌÁ ÄËÉÍÉ a; b , Õ ÄÏ×Ì Å-

Ô×ÏÒÑÀÝÉÍÉ 0 < b (0 ; 0) < a (0 ; 0) ; jr a (0 ; 0) j + jr b (0 ; 0) j 6= 0. ÷ ÜÔ ÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ (3.2) Ó Ï ÈÒÁÎÑÅ ÔÓÑ (Ó ÐÏÄÈ ÏÄÑÝÅÊ ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÏÊ c ), ÎÏ, ×ÍÅ ÓÔ Ï

(3.3) É/ÉÌÉ (3.5), Â Õ ÄÅ Ô

u ( A; t ) = c ( t � r

0

)

� 1

6

+ 	( t ) ; t � r

0

+ 0

Ó r

0

=

1

2 a (0 ; 0)

É ÎÅË Ï Ô ÏÒ ÏÊ c > 0. ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, Å ÓÌÉ ÓÉÍÍÅ ÔÒÉÑ Ï Ô-

ÓÕÔÓÔ×ÕÅ Ô, Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ Â Õ ÄÅ Ô ÎÁÉÂ ÏÌ Å Å ÓÌÁÂ ÏÊ, ÞÔ Ï ×ÐÏÌÎÅ Ï ÖÉÄÁÅÍÏ

ÐÏ Æ ÉÚÉÞÅ ÓËÉÍ Ó Ï Ï ÂÒÁÖÅÎÉÑÍ.

óÅÄÌÏ. ðÕ ÓÔØ 
 := f ( x; y ; z ) 2 R3 j z 6 x

2 � y

2 g. ÷ ÜÔ ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÕÞ

z > 0, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚ Ó Å ÄÌ Ï×ÏÊ Ô ÏÞËÉ O = (0 ; 0 ; 0) Ó ÏÄÅÒÖÉÔ Å ÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ

ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ ÓË ÕÀ Ô ÏÞË Õ (0 ; 0 ;

1

2

), Ì ÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ ÓË ÏÇ Ï Ò Ï-

ÇÁ. ïÐÕ ÓËÁ Ñ ×ÙÞÉÓÌ ÅÎÉÑ, ÐÒÉ×Å ÄÅÍ Ò ÅÚÕÌØÔÁÔ.
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� ðÒÉ r <

1

2

, Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÁ × Ô ÏÞË Å A = (0 ; 0 ; r ) ÉÍÅ Å Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) =

(
0 ; t < r

1

2

p
1 � 4 r

2

+ 	( t ) ; t > r

(3.7)

Ó Ç ÌÁ ÄË ÏÊ 	, ÔÁË ÏÊ ÞÔ Ï 	(

1

2

+ 0) = 0. ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, ÉÍÅ Å ÔÓÑ ÓËÁ ÞÏË ×

ÍÏÍÅÎÔ t = r . éÎÔ ÅÒ Å ÓÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÅÇ Ï ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÕ Ó ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÏÊ ÓËÁ Þ-

ËÁ × ÓÌÕÞÁÅ Ë ÕÂÉÞÅ ÓË ÏÊ ÐÁÒÁÂ ÏÌÙ (ÓÍ. òÉÓ. 14). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔ Ï Ô ÏÇ ÄÁ

ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓ ÅÌÁ Ï Ô r . æÏÒÍÁ Ó Å ÄÌÁ ÔÁË Ï×Á, ÞÔ Ï É ÚÄÅ ÓØ ÏÄÎÁ

ÞÁÓÔØ ÏËÒ Å ÓÔÎÏ ÓÔÉ Ó Å ÄÌ Ï×ÏÊ Ô ÏÞËÉ (0 ; 0 ; 0) ÆÏËÕÓÉÒÕÅÔ ÌÕÞÉ, Á ÄÒÕ-

ÇÁ Ñ ÒÁÓÆÏËÕÓÉÒÕÅÔ ÉÈ. ô ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅ Å, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅ Ô (3.7), ÁÍÐÌÉÔÕ ÄÁ

ÒÁÓÔ Å Ô ÐÒÉ r ! 1

2

� 0, Ô Ï Å ÓÔØ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ ÐÒ Å×ÁÌÉÒÕÅ Ô.

� ðÒÉ r =

1

2

, ÉÍÅ ÅÍ Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÕ

u ( A; t ) =

(
0 ; t <

1

2

;

c

�
t � 1

2

� � 1

4

+ 	( t ) ; t >

1

2

(3.8)

Ó

c =

1

2 �

1Z

0

ds

p
s

4

+ 1 + s

2

É Ç ÌÁ ÄËÉÍ 	 ÔÁËÉÍ, ÞÔ Ï j 	(

1

2

+ 0) j < 1 . ô ÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ

ÉÍÅ Å ÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏ ÓÔØ ÓÌÁÂ Å Å, ÞÅÍ ÄÌÑ ËÁ Õ ÓÔÉÞÅ ÓË ÏÇ Ï Ò ÏÇÁ Õ

ÐÁÒÁÂ ÏÌ ÏÉÄÁ: ÓÍ. (3.3).

� ðÒÉ r >

1

2

É ×Ò ÅÍÅÎÁÈ t � r , × Ó ÅÊÓÍÏÇÒÁÍÍÅ Å ÓÔØ Ì ÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ ÓËÁ Ñ

Ï Ó Ï Â ÅÎÎÏ ÓÔØ:

u ( A; t ) =

1

2 �

p
4 r

2 � 1

ln

1

j t � r j
+ 	( t ) (3.9)

Ó Ç ÌÁ ÄË ÏÊ 	 ÔÁË ÏÊ, ÞÔ Ï j 	( r ) j < 1 .

� ÷ Â ÏÌ Å Å Ï ÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ z = ax

2 � by

2

Ó ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÍÉ ÐÏ ÓÔ ÏÑÎÎÙÍÉ

a É b Ï ÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÑ (3.7) É (3.9) (Ó ÐÏÄÈ ÏÄÑÝÉÍÉ

Ë ÏÜÆÆ ÉÃÉÅÎÔÁÍÉ), ÎÏ × (3.8) ×Ô ÏÒÁ Ñ ÓÔÒ ÏËÁ ÐÒÉÍÅ Ô ×ÉÄ

u ( A; t ) = c ( t � r

0

)

� 1

4

+ 	( t ) ; t > r

0

; (3.10)

Ó

r

0

=

1

2 a

; c =

3 a

1

4

( a + b )

� 1

2

2 �

1Z

0

p
1 � s

4

ds; (3.11)
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É Ç ÌÁ ÄË ÏÊ 	. þÔ Ï ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ (3.11), ÎÕÖÎÏ ÐÒ Ï ÓÔ Ï ÚÁÍÅÎÉÔØ b × (3.6)

ÎÁ � b .

ïÄÎÁË Ï, Å ÓÌÉ a É b ÐÏ ÓÔ ÏÑÎÎÙ, Ô Ï × Ô ÏÞË Å(0 ; 0 ; 0) Ó ÅËÃÉÏÎÎÁ Ñ ËÒÉ×ÉÚ-

ÎÁ ÄÏ ÓÔÉÇÁÅ Ô ÍÁË ÓÉÍÕÍÁ, Á Ô ÏÞËÁ (0 ; 0 ; r

0

) Ì ÅÖÉÔ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁ Õ ÓÔÉ-

ÞÅ ÓË ÏÇ Ï Ò ÏÇÁ, ÞÔ Ï Å ÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÉÓËÌÀÞÉÔ ÅÌØÎÙÊ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏ ÖÎÏ

Ó×Å ÓÔÉ Ë z = a ( x; y ) x

2 � b ( x; y ) y

2

Ó Ç ÌÁ ÄËÉÍÉ a; b ÐÒÉ Õ ÓÌ Ï×ÉÉ

0 < a (0 ; 0) < b (0 ; 0) ; jr a (0 ; 0) j + jr b (0 ; 0) j 6= 0 :

ô ÏÇ ÄÁ (3.7) É (3.9) Ï ÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙ, ÎÏ ×ÍÅ ÓÔ Ï (3.8) ÉÌÉ (3.10), ÎÕÖÎÏ

×ÚÑÔØ

u ( A; t ) = c � j t � r

0

j �
1

6

+ 	( t ) ; t � r

0

� 0

Ó r

0

=

1

2 a (0 ; 0)

, ÐÏ ÓÔ ÏÑÎÎÙÍÉ c � , Ë Ï Ô ÏÒÙÅ ÏÐÒ Å ÄÅÌÑÀÔÓÑÞ ÚÎÁ ÞÅÎÉÑÍÉ

a (0 ; 0) ; b (0 ; 0) ; a

x

(0 ; 0) ; a

y

(0 ; 0) ; b

x

(0 ; 0) ; b

y

(0 ; 0), É 	 { Ç ÌÁ ÄË Ï Å. ô ÁËÉÍ

Ï ÂÒÁÚ ÏÍ, ÐÒÉ Ï ÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÓÉÍÍÅ ÔÒÉÉ Æ ÏË Õ ÓÉÒ Ï×ËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ÓÌÁ-

Â ÅÊÛÅÊ.
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