
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ 

том / номер / год 1995 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ И МЕТОДЫ 
УДК 519.63 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С НЕСТАЦИОНАРНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

© П.Н.Вабищевич 

Институт математического моделирования РАН, Москва 

Рассматривается краевая задача в следующей постановке: внутри области решение удовлетворяет 
уравнению Лапласа, а нестационарные граничные условия заданы на части границы. Строится и 
исследуется разностная схема с весами. Приведены примеры выполненных расчетов. 

NUMERICAL SOLUTION OF A PROBLEM FOR THE ELLIPTIC EQUATION 
WITH UNSTEADY BOUNDARY CONDITIONS 

P. N. Vabishchevich 

A boundary value problem is considered in the following formulation: inside the domain a 
solution is satisfied to the Laplace equation, but unsteady boundary conditions are given at 
same part of a boundary. A weighted finite- difference scheme is constructed and studied. 
Results of prediction conducted using this scheme are presented. 

Введение. В задачах гидрогеологии (см., например, [1,2]) большое зна­
чение имеет задача для которой решение определяется из стационарного урав­
нения фильтрации, а динамика верхней кромки пласта учитывается заданием 
нестационарных граничных условий. Такая задача может при соответствующей 
операторной формулировке рассматриваться как нестационарная задача на гра­
нице. Параболические задачи на многообразии рассмотрены в книгах [3,4]. 

В данной работе для приближенного решения модельной задачи обсуждае­
мого класса применяются разностные методы. Строятся и исследуются в рамках 
традиционного аппарата теории разностных схем [5] двухслойные разностные 
схемы. Обобщения на более сложные задачи с переменными коэффициентами, 
более сложные расчетные области носят в значительной степени редакционный 
характер. Приведены некоторые примеры выполненых расчетов по приближенному 
решению модельной задачи. 

1. Постановка задачи. В прямоугольнике 

Q = {x | х =(Х1УХ2) , 0<ха<еа, а = 1,2} 

с границей dQ функция u(x,t) определяется из уравнения Лапласа: 
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I ^ Т = 0 , x € Q , t > 0 . (1) 
a = i dx§ 

Обозначим через Г часть границы, на которой х2=^2- Будем считать, что на Г 
задано нестационарное условие 

ди да . .ч ~ ,>,ч 

Н + э? ' * ( x i ' t b х е Г > ( 2 ) 

где d/dv-d/dx7 — производная по внешней нормали. Для простоты, ограничимся 
граничными условиями первого рода на оставшейся части границы. Более того, 
будем считать их однородными, т.е. 

u (x , t )=0 , x € d Q \ I V (3) 

Кроме граничных условий (2), (3) задается необходимое начальное условие: 

u(x,0)=u0(x1), х € Г . (4) 

С учетом нестационарности только граничных условий (см. (2)) начальное 
условие также задается только на части границы Г. 

Приведем простейшую оценку устойчивости для задачи (1)-(4), которая 
будет ориентиром при исследовании соответствующих разностных схем. Для 
функций, заданных на Г, определим гильбертово пространство #(Г) со скаляр­
ным произведением 

(vtw)r = J v(x,t) w(x,t) dxx 
г 

и нормой IMlf = (v,v)T. Домножая (2) скалярно в Я(Г), получим 

У 11и,1?+И)г=<^г. (5) 
На основании формулы Грина и с учетом граничных условий (3) из (1) следует 

Подстановка в (5) приводит нас к неравенству 

~ l luH^(g,u) r^llg!l r l !ul l r . 

Отсюда с учетом (4) получим искомую оценку устойчивости 
t 

llu(x,t)ll r£ llu0llr + ]\\g(x2>s)\\ds (6) 
о 

решения задачи (1)-(4). 
2. Разностная задача. Для построения разностной схемы для задачи (1)-

(4) сначала проведем дискретизацию по пространственным переменным. В Q 
введем равномерную по каждому направлению сетку со = со U дсо с шагами Ьг и 
h2. Пусть со — множество внутренних узлов, т.е. 
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со = {х I x = (x1,x2), xa = ia ha , ia = l929...,Na-l9 Naha = ea , a = l , 2 > , 

a dco - множество граничных узлов. Через у обозначим часть граничных узлов, 
лежащих на Г (без угловых точек). 

Пусть v(xyt) приближенное решение на введенной сетке по пространству. 
Определим обычным образом [5] сеточный оператор Лапласа: 

2 
Ау= I yj x . 

а = 1 а а 

Во внутренних узлах в соответствии с (1) имеем 

Av = 0 , X€(D, t > 0 . (7) 

Граничные условия (3) дают 

i/(x,t) = 0 , х€д<о\у, t>Q. (8) 

Аппроксимация граничного условия (2) приводит к уравнению 

^ + dv = q(xtt)t xeyt t > 0 , (9) 

где, например, q(x, t )=g(x1 , t ) , х еу для достаточно гладких входных 
данных задачи. Уравнение (9) дополняется начальным условием 

v(x,0)=u0(x1), х е у . (10) 

Сеточный оператор 4 в (9) выпишем на основе аппроксимации граничного 
условия (2) на решениях разностного уравнения (7) [5]. Со вторым порядком 
аппроксимации имеем 

dv = vx2~Tv*ixi' х € у * (11> 

Далее рассматривается задача (9),(10) с оператором d, определенным в 
соответствии с (7),(8),(11). Для приближенного решения задачи (9)-(10) 
введем сетку по времени 

(»t={ t | t=m > л = 0Д,... > 

с шагом т>0 и пусть yn=y(x,tn). 
Для задачи (9),(10) рассмотрим стандартную двухслойную разностную 

схему с весами: 

v n + l _ v / t 
у у +d(ayn+1+(l-o)yn)=qn , 

(12) 
Х € / , Л = 0 Д , . . . 

при y°(x)=u0(x1). 
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3. Устойчивость разностных схем. Исследование схемы с весами (12) 
базируется на общих результатах теории устойчивости разностных схем [5,6]. 
Для их использования рассмотрим основные свойства оператора 4, рассматри­
ваемого в сеточном пространстве Я(у). Скалярное произведение в Н(у) опре­
деляется следующим образом: 

(v,w) = 2 v(x, t )^(x, t )h 1 , 
хеу 

причем Ilv̂ llp = 
Покажем, что оператор 4, определяемый согласно (11) на множестве се­

точных функций (7),(8), является неотрицательным и самосопряженным в #(у): 

4=4**0 . (13) 

На основании (11) имеем 
h2 

{dvyw)y = {v-^2>w)y-Y (^7 Л >^)у (1 4) 

Так как сеточные функции v и w обращаются в нуль при хг = 0 и х1 = В1 (см. 
(8)), то 

(^7Л>^)У= - ( ^ И Т ^ у = ( " 7 Л ^ ) У - (1 5) 

Для преобразования первого слагаемого в (14) домножим разностное ура­
внение (7) на сеточную функцию w и просуммируем по всем внутренним узлам: 

0= 2 Avwh1h2 = 
х есо 

N0 - 1 NA - 1 N л - 1 N-, - 1 

= 1 h2 2 VH,x*whl+ I hl 1 v^x0
wh2-

j = 1 i = 1 г i i = 1 j = 1 2 2 

На основе разностной формулы Грина [5] с учетом граничных условий (8) име­
ем 

N2-\ N2 

2 vJ2x2
 w h2 = " 2 % ^7 2 Ь2

 + (*Чс/Ц • 

Это дает возможность из (14),(15) получить 
(4v,w)y = 

2 h2(x2) 2 v^ *^ Ь1+ 2 hj 2 T x 2 ^ 7 2
h 2 

у = 1 / = 1 А х / = 1 у = i z z 
(i6) 

где h2(x2)=h2 , x € со и h2(x2)=h2 /2 при х2 = В2. Отсюда непосредственно 
следует самосопряженность оператора 4. 
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Из (16) имеем (см. [7]) 
(dv,v)y=\\Vv\\2= 

s 2 n2(x2) 2 v^vjh^ 2 h, 2 ^2^2*2 (17> 
/ = 1 / = 1 г 2 / = 1 у = 1 2 2 

и тем самым оператор d неотрицательный. 
Разностная схема с весами (12),(13) устойчива (см. [5,6]) при выпол­

нении следующего операторного неравенства 
Е+(о-0,5)т4*0. 

В частности, безусловно устойчива схема (12) при а^0,5. Устойчивость имеет 
место, в частности, в Н(у). Соответствующая оценка для нормы разностного 
решения имеет вид 

llyn+1llvs lly°IL + 2 r l lq^lL, 
r r k=0 Y 

что полностью согласуется с оценкой (6) для решения дифференциальной за­
дачи. 

При 
d*AE9 (18) 

и сг<0,5 имеет место условная устойчивость схемы (12),(13): 

Т " Г » = Д ( 0 , 5 - а ) - <19> 

С учетом (17) имеем [5,7] 

Uv.v) = IIVi/H2< Hvl lV- . 
f W2w) 

Для следов сеточных функций из V|(aJ) с учетом (8) имеет [8,9] место 

где постоянная Мг не зависит от сетки. Из теоремы вложения одномерных се­
точных функций имеем 

Поэтому для А в неравенстве (18) получим оценку A = 0 ( h j 1 / 2 ) . Тем самым из 
(19) следует следующая оценка для предельного шага по времени: 

T°=Toi^)0 ( h ' / 2 )- <2°) 
В силу этого устойчивость явной схемы (а = 0) имеет место при дастаточно 
слабых ограничениях на шаг по времени. 

4. Сходимость разностных схем. На основе полученных результатов об 
устойчивости разностных схем (12) обычным образом следуют простейшие оцен­
ки сходимости разностного решения к точному. Считая точное решение задачи 
(1)-(4) достаточно гладким, определим погрешность zn+1(x)=yn(x)-u(xttn)i 
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х € со. Сформулируем соответствующую разностную задачу для погрешности. Из 
(1),(7) и (3),(8) имеем 

Az" + 1 (x )=f + 1 (x ) , xzco, ' * (21) 

zw+1(x) = 0 , хедсо\у. (22) 

Для погрешности аппроксимации имеем грп+1(х) = 0( | h | 2 ) , где \h\2 =h\ +h%. 
Аналогично для узлов на у получим 

zn*l~zn + 4(ozn+1 + (l-o)zn)=<pn , хеу, л = 0Д,.. . (23) 

при z°(x)=0 и <рп(х)=0( | h | 2 + p"), где ^ = 2 при а = 0,5 и /* = 1 при других ст. 
Представим погрешность в виде двух слагаемых: 

z"+1(x)=sn+1(x) + r*+1(x), х е ш . (24) 

Пусть гп + 1(х) определяется как решение сеточной задачи Дирихле для уравне­
ния Пуассона: 

Ar*+1(x)=Vrt+1(x)> хесо, (25) 

r n + 1 (x)=0, x e d w . (26) 

Тогда для s r t+1(x) из (21)-(23) получим уравнение 

+ 4 a s n + 1 + ( l - a ) s ' I ) = / - 0 n , х е у , п = 0 Д , . . . , (27) 

причем 

Л ^ + 1 ( х ) = 0 , хеш, (28) 

s"+ 1(x)=0, хбдоЛу . (29) 

В (27) с учетом (11),(24),(26) имеем 

фп(х)=аг1+1Н1-о)г1 , х е у . (30) 
*2 *2 

На основе доказанной выше оценки устойчивости для решения задачи 
(27)-(30) с однородными граничными условиями (26) имеем 

llz"+1ll = Ilsn+1ll •* 2 T( I I?*IL + I I 0 * I L ) . (31) 
r Y л = о г г 

Осталось оценить норму сеточной функции Фп{х), определяемой согласно (30) 
на решениях задачи (25),(26). 

Определим сеточную функцию 

rl*1, х е со U у , 

0 , х € дсо \ у 
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с учетом (25),(26). В силу этого 

(32) 

Имеет место равенство 
N <> - 1 

/ = 0 1 * 2 )х2 
(33) 

Используя формулы разностного дифференцирования, получим 

V ( x ) = T~w2(*i>x2 + h2)+ ^хЛх) (w(x)+w(xl9x2 + h2)). 
х 2 ^ 2 . *2 1 

Подстановка в (32),(33) с учетом определения функции w(x) дает 

" r i + 1 l l ^ - i 2 *i 2 (г |+ 1)2Ь2 + 

*2 ' и2 i = 1 у =1 х 2 

f W j - i / v 2 - i 

I U ( ^ )2h2 
i = i у = о *2*2 

1/2 tf, - 1 

2 hi 2 (r»«+r»?)% 
/ = 1 У = 0 

1/2 

^ l l r , m , l V 
При достаточной гладкости точного решения для разностной задачи Дирихле 
(25),(26) имеем [10] 

, , г , 2 + 1 , , ^ ) ^ 4 ' 1 ^ + 1 Н ^ ) . 

На основании этого и с учетом (30) оценка (31) принимает искомый вид 

Тем самым разностное решение сходится для множества граничных сеточных 
узлов, причем 

llzn+1ll *М6(т<" + \h\2). (34) 

Оценка (34) полностью аналогична соответствующим оценкам сходимости для 
параболических уравнений второго порядка 15]. 

5* Принцип максимума. Для исследования устойчивости и сходимости раз­
ностной схемы (12) в равномерной норме привлекается принцип максимума. С 
учетом (7),(8),(11) запишем разностную схему в виде 
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Л(х)у"+1(х) = 2 Ви+1(х>|)ул+1(§) + 

(35) 
+ 2 Bn(x,$)yn(£)+Fn(x) , x e w U y , 

где ЯВ"(х) - окрестность узла х на n-ом временном слое. Достаточные условия 
выполнения принципа максимума для разностной схемы (35) имеют [5-7] вид: 

Л(х)>0, Вп+1(х,£)>0, £п(х,£)>0, 

(36) 
D(x)=A(x)- J Bn+4x,S)~ I Вп(х,£)*0 . 

Для внутренних узлов имеем 

Лу"+1 = 0 , х е ш (37) 

и выполнение (36) не вызывает сомнений. Для граничных узлов в силу (11), 
(12) получим 

[Н^УЧх)-
,±уП>Нх1,Х2-Ь2) + аЛ = aT-iy"+1(x1>x2-h2) + a^(y"+ 1 (x 1 -h 1 ,x 2 )+y"+ 1 (x 1 -h 1 >x 2 ) ) + 

(38) 

) + (7-(1-"(4*|))'"м 

+ (1-аХ—r(yn(x1-h1 )x2)+y"(x1-h1 )x2))+q«(x) ( x e y . 
2hf 

Отсюда следует, что условия (36) будут выполнены при 

(39) 

Эту оценку можно сравнить с оценкой для предельного шага (20). Для выпол­
нения принципа максимума необходимо, чтобы r so (h 1 ) , т.е. предельный шаг 
пропорционален шагу сетки по пространственной переменной. 

Для получения оценки устойчивости определим 

lly"+1(x)llc(y) = max|y"+ 1(x)| . 
хеу 

Принимая во внимание уравнение (37) и однородные условия Дирихле на дсо\у, 
получим 
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max |у«+1(х) | ^ llyrt+1(x) ilc(y). 

С учетом этого при выполнении условий (39) из разностного уравнения (38) 
получим оценку 

11ул+1(х)11С(у)^11у°(х)11с(у)+ | т llg*(x)llc(y). (40) 

Приведем также соответствующую оценку сходимости рассматриваемой раз­
ностной схемы в равномерной норме. Снова представим погрешность в виде 
(24) и рассмотрим отдельные задачи (25),(26) и (27)-(30). 

На основе доказанной выше оценки устойчивости для решения задачи 
(27)-(30) и однородных граничных условий (26) имеем 

llz*+1llc(y) = lls" + 1 l l c ( y ) * £ т (11^Н с ( у ) + 11^11с (у )). (41) 

Для оценки нормы сеточной функции rl+1 в С(у) рассмотрим вспомогательную 
сеточную функцию Z(x), для которой 

AZ= 1 1 ^ + 1 0 0 1 1 с ы , хешу (42) 

Z(x)£0, хедсо. (43) 

Сравнивая с (25),(26), заключаем, что 

-Z(x)±rn+1(x)±Z(x) y xew . 

Принимая во внимание однородное граничное условие (26), получим 

\\rl+4c(r)*\\Z(xve2-h2)\\c(y). 

В качестве мажоранты можно взять сеточную функцию 

Z(x)=|x2(F2-x2)ll^+ 1 l lc ( f t > ) 

и поэтому 

||гГ||с(у)£Г||^',+1||с(-) • 
Подстановка в (30),(41) приводит нас к оценке 

\\*»Чс{у)* £ т ( Н ^ Н с ( у ) + ^ ( c 7 l l ^ + 1 l l c ( w ) + ( l -a) l l^ l l c ( f t > ) ) ) . 

Таким образом показана сходимость разностной схемы с весами в равномерной 
норме при выполнении условий (39). 

6. Примеры расчетов. Реализация схемы с весами (12) для параболичес­
кой задачи на многообразии (1)-(4) связана с решением эллиптической задачи 
на каждом временном шагу. Для этого могут использоваться различные прямые 
и итерационные методы решения сеточных уравнений [11]. Необходимо иметь в 
виду при использовании прямых методов то обстоятельство, что на каждом 
временном слое требуется решение только при х2 = £2

 и х2 = ^2~^2- Приведем 
некоторые результаты расчетов. 
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Рассматривалась задача (1)-(4) в единичном квадрате Q при g(xltt) = 0 и 
начальным условием 

u0(x1) = sin (лхг) + sin (27гхх) 

на квадратной сетке. Решение задачи на три момента времени, полученное на 
сетке 41x41 представлено на рис.1-3. Приведены линии уровня через равные 

Yi x , r ) 

t = о.о 

Ymin = -1.3259 

Ymax = 2.7358 

Рис. 1. 

Y( x , t ) 

t = 0 . 2 

Ymin = -0.2102 

Ymax = 0.94A2 

Рис. 2. 
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интервалы <5y(x,t)=const(t). При t = 0,5 (рис.3) решение задачи неотрицатель­
но во всей расчетной области и демонстрирует выход на асимптотическую ста­
дию. Расчеты выполнены по явной схеме с т = 0,001. 

Y ( x , t ) 

t = 0 .5 

Ymin = 0.0000 

Ymax = 0.2420 

1.0 

Рис. З. 

Исследовалось влияние расчетной сетки на максимальный шаг по времени 
для явной схемы. В соответствии с (39) явная схема на квадратной сетке 
устойчива в равномерной норме при 

На сетке 21x21 имеем т0 = 0.025, но вычислительная неустойчивость для рас­
сматриваемого примера вычислительно проявляется при г«0,2. Это связано с 
тем, что условия устойчивости в более слабой норме пространства Н(у) су­
щественно менее обременительны (см. (20)). На более подробной сетке 41x41 
т0 = 0.0125, а неустойчивость проявляется при т»0,2. 
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