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Введение 
Для орграфа ( )σΓ  преобразования : X Xσ →  множества X из n эле-

ментов число входящих в вершину дуг называется кратностью этой вершины.  
В § 1 работы рассматриваются преобразования σ  множества из n эле-

ментов, для которых кратности вершин орграфа ( )σΓ  принимают только 

значения 0, 1, 2. Вторичная спецификация вершин имеет вид 20 1 2 ,r n r r−      

где r — число начальных вершин [2]. Для получения асимптотических фор-
мул используется подход, который можно условно назвать методом макси-
мального элемента. В работе находится асимптотика числа nE  преобразова-

ний данного вида при .n → ∞  Для случайной величины nξ , равной числу на-

чальных вершин ( )σΓ  случайного преобразования вторичной спецификации 
20 1 2r n r r−     , найдены также асимптотики среднего и дисперсии 

( ) ( )1 (1) , 1 (1)
2 2 8 6 2

n n

n n
o oξ ξ= + = +

+ +
M D  

и доказана асимптотическая нормальность с параметрами (0, 1) случайной 

величины ( ) /n n nξ ξ ξ− M D . 

Пусть V  — векторное пространство размерности   над полем 

(2),GF 0 1 1 0 1 1( , ,..., ) , ( , ,..., )x x x V f x x x− −∈    — булева функция обратной связи 
регистра сдвига. В § 2 рассматриваются регистровые преобразования 

:R V V→  : 

( ) ( )0 1 1 1 2 1 0 1 1( , ,..., ) ( , ,..., , ( , ,..., ) .R x x x x x x f x x x− − −=    

Орграф ( )RΓ  преобразования R имеет вторичную спецификацию вершин 

вида 20 1 2r n r r−     . Найдено выражение для числа начальных вершин r через 

веса функций 1 1 1(0, ,..., ) и (1, ,..., ).f x x f x x −   

Для случайной величины η , равной числу начальных вершин преобразо-

вания R, отвечающего случайным функциям 1 1(0, ,..., )f x x −  и 1 1(1, ,..., ),f x x −  
при → ∞  найдены асимптотики среднего и дисперсии 

( ) ( )2 32 1 (1) , 2 1 (1) ;o oη η− −= + = +M D 
   

методом максимального элемента доказана асимптотическая нормальность 

с параметрами (0, 1) случайной величины ( ) / .η η η− M D    Отметим, что 

асимптотика среднего значения ηM   приведена в работе [1]. 
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В § 3 рассматриваются преобразования n-множества, для которых крат-

ности вершин орграфов имеют вторичную спецификацию 00 ,ddβ β      

и в этом случае 0

1
1 ,  d

n
n

d d
β β = − = 

 
. Отдельно рассмотрен случай, когда 

d = 2 и, следовательно, 0 12 , .n m mβ β= = =  Найдена формула для числа 

2 , (2)m kD  преобразований 2m-множества с вторичной спецификацией кратно-

стей вершин орграфа 0 2m m     , орграфы которых имеют k циклических вер-

шин. С использованием этой формулы найдены точное и предельное распре-
деления случайной величины, равной числу циклических вершин случайного 
отображения данного вида. Предельным, как и для случайных преобразова-
ний без ограничений, является распределение Релея. 

§ 1. Преобразования регистрового типа 
Будем рассматривать класс преобразований n-множества, для которых 

кратности вершин имеют вторичную спецификацию 0 1 20 1 2 .β β β      При 

2n =   этот класс содержит преобразования, осуществляемые  двоичным ре-
гистром сдвига. Поэтому преобразования из данного класса будем называть 
преобразованиями регистрового типа. 

1°. Точные и асимптотические формулы. 
Если r — число начальных вершин, то вторичная спецификация преоб-

разований n-множества регистрового типа имеет вид 20 1 2r n r r−     . Поэтому 

для числа ( )nE r  преобразований с r начальными вершинами имеем выраже-
ние [2] 

2

!

( ) coef .
2

n
r

n

n t
x

n

t
E r x t

 
= + + 

 
 

Отсюда следует, что 

 
2

2

( !)
( ) , 0,1,..., ,

2 ( !) ( 2 )! 2n r

n n
E r r

r n r
 = =  −  

  (1.1) 

и общее число преобразований регистрового типа равно  

 
[ ]/2

0

( ), 0,1,...,
n

n n
r

E E r n
=

= =    (1.2) 

где 0 1 1(0) 1.E E E= = =  
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Заменим факториалы в формуле (1.1) соответствующими значениями 
Γ -функции и будем рассматривать функцию ( )nE y  со значениями аргумента 

[ ]0, / 2y n ∈   . При натуральных значениях аргумента из этого отрезка она 

совпадает с ( )nE r , [ ]0,1,..., / 2 .r n=  

При отыскании асимптотической формулы для nE  при n → ∞  будем 

использовать прием, связанный с нахождением значения [ ]0 0, / 2r n ∈   , для 

которого [ ]( )0nE r  принимает максимальное значение. Асимптотическое 

представление для 0r  при n → ∞  получается как единственное подходящее 

решение 0r  квадратного уравнения, вытекающего из соотношения 

( 1) / ( ) 1 (1).n nE r E r o+ = +  

Это позволяет записать равенство 

 
[ ]

( )0
0 /2
max ( ) ( ) 1 (1)n n
r n

E r E r o
≤ ≤

= + .    (1.3) 

Для 0r  можно получить при n → ∞  следующее асимптотическое пред-
ставление: 

 0

3 2 1

2 2 2 2

n
r O

n

−  = − +  +  
.   (1.4) 

Доказательство асимптотической формулы для nE  и предельного рас-
пределения для числа начальных вершин в случайном преобразовании осно-
вываются на следующей лемме. 

Лемма 1. Для любого 
1

0
6

ε< <  равномерно для всех [ ]1 ,1 ,x δ δ∈ − +  

0δ > , при n → ∞  для производящей функции 

 
[ ]/2

0

( ) ( )
n

k
n n

k

f x E k x
=

=      (1.5) 

имеет место асимптотическое представление 

 ( )
1

2 22

1

2

2 ( 2 1)

0( ) ( ) 1 (1) ,
jn

r j n
n n

j n

f x E r x x e o

ε

ε

+

+

+−

=−

= +    (1.6) 

где r  — натуральное число, определяемое неравенствами 0 1.r r r≤ < +  
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Доказательство. Представим ( )nf x  в виде 

 
[ ]/2

0
0 10 0

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( )

n rr
r j jn n

n n
j jn n

E r j E r j
f x E r x x x

E r E r

−
−

= =

 − += + 
  
    (1.7) 

При ,n → ∞  используя формулу Стирлинга и равенство (1.1), получаем 
асимптотическое представление  

 

2 22 ( 2 1)

0

( )
(1 (1))

( )

j
n n

n

E r j
e o

E r

+−− = +   (1.8) 

с равномерной по 
1 1

2 2n j n
ε ε+ +

− ≤ ≤  оценкой остаточного члена. Общий вклад 

для 
1

2n j r
ε+

≤ ≤  в первую сумму и для [ ]
1

2 / 2n j n r
ε+

≤ ≤ −  во вторую сумму 

в правой части равенства (1.7) имеет порядок 
2

( )nO ne
ε−  равномерно для всех 

x ∈ [1 – δ, 1 + δ]. Поэтому из равенств (1.7) и (1.8) следует асимптотическое 
представление (1.6). 

Отметим, что из условия 0 1r r− <  при n → ∞  следует формула 

 
1

1
2 2

n
r O

n

  = +  +   
,    (1.9) 

совпадающая с аналогичной асимптотикой для 0 ,r  вытекающей из равен-
ства (1.4). 

Лемма 2. При n → ∞  имеет место асимптотическая формула 

 ( )3/2 1/2
0

1 2 1
( ) ( 2 1) 1 (1) .

n

n
nE r n o

eπ
− += + +  

 
 (1.10) 

Доказательство. Используя формулу Стирлинга, при n → ∞  имеем 

( )0 2
0 0 3/2

2 !
2 ( !) ( 2 )! 1 (1) .

( 2 1)
r

n

n n
r n r o

π
+

⋅ ⋅− = +
+

 

В соответствии с формулой (1.1) получаем 

 0( )nE r = ( )
3/2( 1)! ( 2 1)

1 (1) .
2

nn
o

π

+− ⋅ + +  (1.11) 

Применяя формулу Стирлинга, отсюда получаем соотношение (1.10). 
В качестве следствия из лемм 1 и 2 получаем асимптотическую форму-

лу для числа nE  преобразований n-множества регистрового типа. 
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Следствие 1. При n → ∞  имеет место асимптотика 

 ( )
1/2

2 1
1 (1) .

2

n

n
n

e
E n o

e

+
 += +  
 

 (1.12) 

Доказательство. Действительно, при n → ∞  из равенства (1.6) имеем 

 ( )
1

2 22

1

2

2 ( 2 1)

0(1) ( ) 1 (1) .
jn

n
n n n

j n

E f E r e o

ε

ε

+

+

+−

=−

= = +  (1.13) 

Заменяя в правой части этого равенства сумму интегралом, находим, что 

 ( )
1

2 22
2 2

1

2

2 ( 2 1)
2 ( 2 1) 1 (1) .

njn
yn

n
j n

e n e dy o

ε ε

εε

+

+

+− − +

−=−

= +   (1.14) 

После замены переменной в интеграле и перехода к бесконечным пре-
делам, вносящего погрешность экспоненциально малого характера, получаем 

( )
1

2 2 22

1

2

2 ( 2 1)

2
1

1 (1) .
2 1 2 2

j zn
n

j n

n
e e dz o

ε

ε

+

+

∞+− −

−∞
=−

= +
+   

Таким образом, 

 ( )
1

2 22

1

2

2 ( 2 1) 1
1 (1) .

2 1 2

jn
n

j n

n
e o

ε

ε

π
+

+

+−

=−

= +
+   (1.15) 

Теперь из равенств (1.10), (1.13) и (1.15) находим, что 

 ( )1 2 1
1 1 (1) .

2

n

n
nE n o

e

 += + +  
 

 (1.16) 

Отсюда после очевидных преобразований получаем формулу (1.12). 
 
2°. Точные и предельные распределения 
На множестве всех преобразований n-множества регистрового типа за-

дадим равномерное вероятностное распределение и рассмотрим случайную 
величину nξ , равную числу начальных вершин орграфа случайного преобра-

зования. Точное распределение nξ  с учетом равенств (1.1) и (1.2) имеет вид 

 
( )

( ) ,   0,1,..., .
2

n
n

n

E r n
r r

E
ξ  = = =   

P     (1.17) 



Случайные преобразования множеств с ограничениями на параметры. I 

 ___________________________ 2012, Т. 3, № 1, С. 125–144 ___________________________  

131

Производящая функция nξ  определяется равенством 

 
( )

( ) , 1,2,... .
(1)

n
n

n

f x
P x n

f
= =  (1.18) 

Из равенств (1.6) и (1.10) получаем следующую лемму. 
Лемма 3. При n → ∞  для любого 0 1/ 6ε< <  при 0 1r r r≤ < +  имеет 

место асимптотическое представление 

 ( ) ( )
1

2 22

1

2

2 ( 2 1)2
( ) 2 1 1 (1) ,

jn
r j n

n

j n

P x x x e o
n

ε

επ

+

+

− +

=−

= + +  (1.19) 

где остаточный член стремится к нулю равномерно для всех 
[ ]1 ,1 , 0.x δ δ δ∈ − + >  

Для первых двух производных ( )nf x  в точке x = 1 можно получить при 
n → ∞  асимптотические оценки, аналогичные (1.6), с использованием кото-
рых, а также формул (1.10, (1.12) и (1.18), можно вывести асимптотические 
представления для среднего и дисперсии случайной величины nξ  

 
( )

( )

1 (1) ,
2 2

1 (1) .
8 6 2

n

n

n
o

n
o

ξ

ξ

= +
+

= +
+

M

D

   (1.20) 

Теорема 1. При n → ∞  распределение случайной величины 

 ( ) /n n n nξ ξ ξ ξ′ = − M D   (1.21) 

сходится к нормальному распределению с параметрами (0, 1). 
Доказательство. Для производящей функции моментов ( )nM t  слу-

чайной величины nξ  с учетом равенства ( ) ( )t
n nM t P e=  для всех 

[ ], ,  0t γ γ γ∈ − > , в соответствии с леммой 3 имеем асимптотическое пред-

ставление при n → ∞  

 n

t
M

n

  = 
 

( ) ( )
1

2
2

1

2

4 3 24 3 2
1 (1) .

r t t jtn
nn n

j n

e e o
n

ε

επ

+

+

− + +

=−

+ +   (1.22) 

Заменяя сумму интегралом, имеем 

n

t
M

n

  = 
 

( )2(4 3 2 )4 3 2
1 (1) .

r t n
y ytn

n

e e dy o

ε

επ
− + +

−

+ +  



В. Н. Сачков 

 ______________ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ КРИПТОГРАФИИ ______________  

132

Переход к бесконечным пределам интегрирования вносит при n → ∞  
погрешность экспоненциально малого характера, поэтому с учетом равенства 

 
2

22
z

e dzπ
∞

−

−∞

=       (1.23) 

получаем 

 n

t
M

n

  = 
 

( )2 /2(8 6 2 ) 1 (1) .
r t

tne e o+ +  (1.24) 

Сделав замену переменной  

,
8 6 2

t
z =

+
 

получаем 

 ( )
2(8 6 2 )

2
(8 6 2)

1 (1) .
zr z

n
ne M z e o

n

+− ⋅  +  = +
 
 

 (1.25) 

Левая часть последнего равенства представляет собой производящую 

функцию моментов ( )nM x  случайной величины ( ).n zξ ′  Так как при n → ∞  

 
2

2( ) ,
z

nM x e→  (1.26) 

то теорема доказана. 

§ 2. Регистровые преобразования 

Пусть V  — -мерное векторное пространство над полем GF(2). Пре-

образование 

 :R V V→    (2.1) 

называется регистровым с функцией обратной связи 

 : (2),f V GF→    (2.2) 

если для любого вектора  0 1 1( , ,..., )x x x V− ∈   выполнено равенство 

 ( ) ( )0 1 1 1 2 1 0 1 1( , ,..., ) ( , ,..., , ( , ,..., ) .R x x x x x x f x x x− − −=    (2.3) 

Так как регистровое преобразование является преобразованием регист-
рового типа, то его орграф ( )RΓ  имеет вторичную спецификацию 
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2 20 1 2 ,r r r−  
  



 зависящую от одного параметра r: числа начальных вершин. 

Значение параметра r зависит от свойств функции обратной связи f. Для уста-
новления этой зависимости рассмотрим разложение функции f по переменной 

0x  следующего вида: 

 0 1 1 1 1 0 1 1( , ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )f x x x x x x x xϕ ψ− − −= ⊕   ,   (2.4) 

где  

 1 1 1 1( ,..., ) (0, ,..., ),x x f x xϕ − −=    (2.5) 

 1 1 1 1 1 1( ,..., ) (0, ,..., ) (1, ,..., )x x f x x f x xψ − − −= ⊕      (2.6) 

и ⊕  — знак сложения в поле GF(2). 
Лемма 4. Величина r, равная числу начальных вершин орграфа ( )RΓ  

регистрового преобразования с функцией обратной связи f, существенно 
зависящей от переменной 0 ,x  определяется равенством 

 { }1 1 1 1( ,..., ) : ( ,..., ) 0 .r x x x xψ− −= =     (2.7) 

Доказательство. Действительно, если 1 1( ,..., ) 0x xψ − = , то для любого 

0 (2)x GF∈  имеем 

 ( ) ( )0 1 1 1 2 1 1 1( , ,..., ) , ,..., , ( ,..., )R x x x x x x x xϕ− − −=      (2.8) 

и, следовательно, для любого 0x  имеет место соотношение 

 ( ) ( )0 1 1 1 2 1 1 1( , ,..., ) , ,..., , ( ,..., ) 1 .R x x x x x x x xϕ− − −≠ ⊕     (2.9) 

Это означает, что для орграфа ( )RΓ  вершина ( 1 2 1, ,..., ,x x x −  

)1 1( ,..., ) 1x xϕ − ⊕  является начальной. 

Обратно, если вершина ( )1 2 1 1 1, ,..., , ( ,..., ) 1x x x x xϕ− − ⊕   начальная, то 

выполнено соотношение (2.9), а, следовательно, и равенство (2.8), из которого 
вытекает, что 1 1( ,..., ) 0.x xψ − =  

Будем предполагать, что таблица истинности функции f представляет 
собой реализацию бернуллиевской последовательности с вероятностями по-
явления единиц и нулей, равными  p и q  соответственно и, стало быть, табли-
ца истинности для функции 1 1 1 1(0, ,..., ) (1, ,..., ) 1f x x f x x− −⊕ ⊕   также являет-
ся бернуллиевской последовательностью с вероятностями появления единиц 
и нулей соответственно, равными 2 2p q+  и 2 pq . Рассмотрим множество 

{ }( )
1 1 1 1: (0, ,..., ) (1, ,..., ) 1 ,rW f f x x f x x r− −= ⊕ ⊕ =    
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где символ ⋅  означает вес соответствующей булевой функции. Если 

( )G r  — число регистровых преобразований с r начальными вершинами в их 

орграфах, то, согласно лемме 4, 

( )G r = ( ) 1, 0,1,...,2rW r −= 
 . 

При указанных предположениях относительно таблиц истинности бу-
левой функции 1 1 1 1(0, ,..., ) (1, ,..., ) 1f x x f x x− −⊕ ⊕   случайная величина 

2 2( ),p qη η= +   равная весу этой функции, имеет биномиальное распреде-

ление 

( ) 1
1

2 2 2 12
( ) (2 ) , 0,1,...,2r rr p q pq r

r
η

−
−

− − 
= = + = 

 
P





  

со средним и дисперсией 

1 2 2 1 2 22 ( ), 2 ( )(2 );p q p q pqη η− −= + = +M D 
   

стало быть, распределение случайной величины 
1 2 2

1 2 2

2 ( )

2 ( )(2 )

p q

p q pq

η −

−

− +

+





 при 

→ ∞  сходится к нормальному распределению с параметрами (0, 1). Для 
сбалансированной случайной функции 0 1 1( , ,..., )f x x x −  параметры норми-

ровки ( )2 32 , 2 .− −   

Отметим, что из вида распределения вершин нулевой кратности ( )RΓ  

следуют очевидным образом выражения для распределений вершин кратно-
стей 1 и 2. 

Метод максимального элемента для доказательства предельного рас-
пределения числа начальных вершин можно применить и к регистровым пре-
образованиям при различных видах распределения веса случайной функции 
обратной связи. 

В качестве иллюстрации такого применения приведем вывод указанно-

го выше предельного распределения 
1

2
η η  =  

 
   при .→ ∞  Рассмотрим 

производящую функцию 
12

0

( ) ( ) .r

r

f x G r x
−

=

=


   
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Если величина 0r определяется равенством при → ∞  

10
0 2

( ) max ( ),
r

G r G r
−≤ ≤

=
   

то очевидно, что 
2

0 2r −=  ( )1 (1)o+  

и, следовательно, 

( )1
1

2
0 2

2
( ) 2 1 (1) .

2
G r o

−
−

−

 
= + 
 




   

Как и в лемме 1, можно установить, что при → ∞  для любого 
1

0
6

ε< <  существует такое 0δ > , что равномерно для всех [ ]1 ,1x δ δ∈ − +  

имеет место асимптотическое представление  

( )
1

( 2) 22

2

1
( 2)

2

2
2

0

2

( ) ( ) 1 (1) ,
j

r j

j

f x x G r x e o

ε

ε

 + − 
 

−

 + − 
 

−

=−

= +






   

где 0 1,   r r r r≤ < +  — натуральное число. 
Отсюда следует асимптотическое представление для производящей 

функции случайной величины η  

( )
1

( 2) 22 2

2

1
( 2)

2

2 2
2

2

2

( ) 1 (1)
2

j
j

j

x
P x x e o

ε

επ

 + − −  
−

 + − 
 

−

−

=−

= +






 
 

с равномерной оценкой остаточного члена для всех [ ]1 , 1 ,   0.x δ δ δ∈ − + >  

Из этого соотношения следует, что существует такое 0,θ >  что для любых 

[ ], ,   0,t θ θ θ∈ − >  справедливо асимптотическое представление 

( )
1

2 2( 2)
2

22 2 2

1
( 2)

2

2
2

22 2 2

2

2

1
1 (1) .

2

t j jt
t

j

P e e e o

ε

επ

 − + − 
 

−− − −

 + − 
 

− +

−

=−

 
  = +
 
 


 

  



 
 

Заменяя сумму интегралом, отсюда получаем, что 

( )
2 ( 2)

22 2

( 2)

2 2
2 2

2

1
1 (1) .

t
t

y ytP e e e dy o

ε

επ

− −

− −

−

−
− +

−

 
  = +
 
 


 

 


  
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Переходя в интеграле к бесконечным пределам и внося при этом по-
грешность экспоненциально малого характера, получаем 

( )
2 2

2
2 2

2
( )

2 2 4 2
1

1 (1) .
t t tt y

P e e e e dy o
π

−

− −
∞− − −

−∞

 
  = +
 
 




 

  

После замены переменной под знаком интеграла и использования из-
вестной формулы (1.23) для интеграла от экспоненциальной функции получаем 

( )
2 2

2 2

2

2 2 4 1 (1) .
t tt

P e e e o

−

− −
− 

  = +
 
 



 

  

Проводя замену переменной 2t ω= , находим, что при → ∞  
2 2

3 3

2

2 2 2 .P e e e
ω ωω

−

− −
− 

  →
 
 



 

  

Левая часть этого соотношения представляет собой производящую 

функцию моментов случайной величины 2 3( 2 ) / 2 .η − −−  
  Поэтому из соот-

ношения следует, что эта случайная величина асимптотически нормальна 
с параметрами (0, 1). 

§ 3. d-ичные преобразования 

Преобразование σ n-множества будем называть d-ичным с параметром d, 

если орграф Г(σ) имеет вторичную спецификацию вида 00 .ddβ β      В этом 

случае очевидно, что 0

1
1 ,   .d

n
n

d d
β β = − = 

 
 

Если ( )nD d  — число d-ичных преобразований с параметром d, то [2] 

/ !
( ) coef 1

!
n

nd

n t n

t
D d

d

 
= + 

 
 

и, следовательно,  

 
/

!
, | ,

/ ( !)( )

0, |

n d

n

n n
d n

n d dD d

d

 
 =  

.n







  (3.1) 
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Свободные деревья с n вершинами, имеющие вторичную специфика-

цию 00 ,ddβ β      называются d-ичными с параметром d. Для числа таких де-

ревьев имеем следующее выражение [2]: 

2 /( 2)!
( ) coef 1 .

!
n

nd

n t n

t
T d

d
− −

 
= + 

 
  

Так как в этом случае 0

2 2
,   d

n n
n

d d
β β− −= − = , то 

 ( )nT d = ( 2)/

( 2)!
, | 2,

( 2) / ( !)

0,                                   |

n d

n n
d n

n d d

d

−

  − − − 
2.n




 −

    (3.2) 

Отметим, что при 2d >  требования к числу  n: |   и  | 2d n d n − , не-
обходимые для существования как двоичных преобразований, так и свободных 
d-ичных деревьев с параметром d, являются несовместимыми. Совместимость 
имеет место в единственном случае, когда 2d =  и для преобразований имеем 

0 2 , 2m n mβ β= = = , а для свободных деревьев 0 21, 1, 2 .m m n mβ β= + = − =  
При 2d =  d-ичные преобразования и деревья будем называть двоичными. Со-
ответствующие формулы для числа двоичных преобразований и свободных 
двоичных деревьев имеют вид 

 2 (2)mD =
2 (2 )!

2m

m m

m

 
 
 

,  (3.3) 

 2 (2)mT =
1

2 (2 2)!

1 2m

m m

m −

  −
 − 

.  (3.4) 

Так как при изучении двоичных преобразований представляют интерес 
только такие корневые двоичные деревья, которые являются составными час-
тями орграфов двоичных преобразований, то в качестве корней в свободных 
деревьях могут выбираться только начальные вершины. Отсюда следует, что 
для числа корневых двоичных деревьев имеет место следующее выражение: 

 2 (2)mT =
1

2 (2 2)!
( 1)

1 2m

m m
m

m −

  −+  − 
. (3.5) 

Последнюю формулу можно представить в виде 

 2 (2)mT = 11

(2 )!
,

2 mm

m
C −−      (3.6) 
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где 1mC −  — числа Каталана, которым соответствует производящая функция [2] 

 1/2
1

1

1 1
1 (1 4 ) ,   .

2 4
m

m
m

C t t t
∞

−
=

 = − − <     (3.7) 

Обозначим через 2 , (2)m kD  число преобразований 2m-множества вто-

ричной спецификации 0 2m m     , орграфы которых имеют k циклических 

вершин. Орграфы таких преобразований получаются из корневых деревьев 
вторичной спецификации такого же вида после соединения корней дугами 
в соответствии с некоторой подстановкой степени k. В соответствии с этим, 
учитывая формулу (3.6), получаем 

 2 , (2)m kD
1

1

1 1
...

1

(2 )!
...

2 k

k

i

m mm k
m m m

m

m
C C− −−

+ + =
≥

=  .  (3.8) 

Из равенства (3.7) следует соотношение 

 m

m k

t
∞

=
 1

1

1 1
...

1

(2 )!
...

2 k

k

i

m mm k
m m m

m

m
C C− −−

+ + =
≥

= 1/21
1 (1 4 ) .

2

k

k
t − −   (3.9) 

Из равенства (3.8) находим, что 

 
1

1

2
1 1

... 0
1

/ 2
... ( 1) 2 ( 1)

k

k

i

k
m m k j

m m
m m m j

m

k j
C C

j m
−

− −
+ + = =

≥

  
= − −   

  
  .  (3.10) 

Теперь из равенств (3.8) и (3.10) следует, что 

 2 ,
0

/ 2
(2) ( 1) 2 (2 )! ( 1) ,   1,2,..., .

k
m m j

m k
j

k j
D m k m

j m=

  
= − − =  

  
  (3.11) 

Формула (3.11) неудобна как для вычислений, так и получения из нее 
асимптотических оценок. Для преобразования этой формулы к приемлемому 

виду заметим, что при 1m ≥  и k m≤  имеем  
2

k
m

  <  
 и, следовательно, 

 
2

0

0,
2

k

k
k m

mν

ν
ν

 
  

=

  
= ≤  

  
 .   (3.12) 

Поэтому из равенств (3.11) и (3.12) следует, что 

 1
2 , (2) ( 1) 2 (2 )!m m

m kD m−= −
2

0

1 / 2

2 1

k

k

mν

ν
ν

 
  

=

+  
  +  

 .  (3.13) 
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По определению биномиальных коэффициентов общего вида 

 
1

2

1 / 2 ( 1) (2 1)! (2 2 2)!

2 ! ! ( 1)!

m

m

m

m m m

νν ν ν
ν ν

− −+  − + − −=  − − 
.  (3.14) 

С использованием соотношения (3.14) из равенства (3.13) получаем 
окончательную формулу 

        
2

2 , 2 1 11
0

(2 )! ( 1)
(2) ( ) (2 2 2) ,  1,2,..., .

2 ! !

k

m k mm

m
D k m k m

m

ν

ν ν
ν

ν
ν

 
  

+ − −−
=

−= − − =   (3.15) 

При k = 1 из формулы (3.15), как и следовало ожидать, вытекает форму-
ла (3.5). 

На совокупности преобразований 2m-множества вторичной специфика-

ции 0 2m m      зададим равномерное вероятностное распределение и рассмот-

рим случайную величину κ2m, равную числу циклических элементов случай-
ного отображения из рассматриваемой совокупности. Вероятностное распре-
деление κ2m имеет вид 

       P(κ2m = k) = 
2

2 1 1
0

( 1)! ( 1)
( ) (2 2 2) , 1,2,..., .

(2 1)! !

k

m

m
k m k m

m

ν

ν ν
ν

ν
ν

 
  

+ − −
=

− − − − =
−   (3.16) 

После несложных преобразований отсюда следует, что 

 P(κ2m = k) = 
2

2

1 2

( 1) ( 1)( 1)
, 1,2,...,

2 1 ! (2 2)

k

k mk
k m

m m

ν
ν ν

ν νν

 
  

=

− −− =
− − . (3.17) 

Из точного распределения κ2m  вида (3.17) вытекает предельная теорема. 

Теорема 2. При n = 2m и n → ∞  для любого 
1

0
8

ε< <  для всех 

1

20 x n
ε−

< <  таких, что x n  — натуральное число, имеем 

 ( )
2

2
1

1 (1) .
x

n x xe o
n n

κ − = = + 
 

P    (3.18) 

Действительно, из формулы (3.16) при выполнении условий теоремы 
имеем 

1
2

4 2

0

( 1)
(1)

! 2

n
n x x

x o
n n

ε νν

ν

κ
ν

−

=

  −   = = +        
P . 
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Отсюда, переходя к пределу при ,n → ∞  получаем соотношение (3.18). 
Из равенства (3.18) в качестве следствия получаем, что 

 ( )
2

21 1 (1) .n e o
n

ακ α
−  ≤ = − +       

P    (3.19) 

Для определения среднего и дисперсии κ2m  рассмотрим двойную про-
изводящую функцию 

 
1 1

2
( , )

(2 )!

m
m

m k

F t x t
m

∞ ∞

= =

=   2 , (2) .k
m kD x     (3.20) 

Из равенства (3.8) имеем 

1

( , ) 2k k m

k m k

F t x x t
∞ ∞

= =

=  1

1

1 1
...

1

...
k

k

i

m m
m m m

m

C C− −
+ + =

≥

 . 

Отсюда с учетом соотношения (3.9) получаем 

 1/2

1

( , ) 1 (1 4 ) .
kk

k

F t x x t
∞

=

 = − −     (3.21) 

Полагая 

2 ,0

1, 0,2
(2)

0, 0,(2 )!

m

m

m
D

mm

=
=  >

 

из равенства (3.21) находим, что при 
1

4
t <  имеет место следующее выра-

жение для двойной производящей функции: 

 
1/2

1
( , )

1 1 (1 4 )
F t x

x t
=

 − − − 
.  (3.22) 

Дифференцируя по x обе части равенства (3.22), получаем 

 1 1/2
1( , ) (1 4 ) (1 4 )x xF t x t t− −

=′ = − − − .  (3.23) 

Так как из формулы (3.22) следует, что 

1/2

0

2
( ,1) (1 4 ) ,m

m

m
F t t t

m

∞
−

=

 
= − =  

 
  

то из равенства (3.23) находим, что 

 1
1

2
( , ) 4 .m m

x x
m

m
F t x t

m

∞

=
=

  ′ = −  
  

  (3.24) 
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С другой стороны, 

 1 2 ,
1 1

2
( , )   (2).

(2 )!

m
m

x x m k
m k

m
F t x t k D

m

∞

=
= =

′ =   (3.25) 

Поэтому из равенств (3.24) и (3.25) получаем формулу для среднего 
значения κ2m: 

M κ2m=
22

1.
2

m

m

m

−
 
 
 

 

Отсюда, применяя формулу Стирлинга, получаем 

M κ n= ( )1 (1)m oπ + , .m → ∞  

Так как n = 2m, то окончательное выражение для асимптотики при 
n → ∞  имеет вид 

 M κn= ( )1 (1)
2

n
o

π + .    (3.26) 

Аналогичным образом, находя выражение для второй производной 
( , )F t x′′  при x = 1, можно получить асимптотику для дисперсии 

 D κn = ( )2 1 (1) .
2

n o
π − + 

 
  (3.27) 

Предельная теорема данного параграфа и асимптотические формулы 
(3.26) и (3.27) показывают, что при n → ∞  предельное распределение числа 
циклических элементов, а также среднее и дисперсия даже при почти мак-
симально возможных ограничениях на вторичную спецификацию вершин 
орграфа имеют такие же выражения, как и при отсутствии каких-либо огра-
ничений. 

§ 4. Двоичные регистры сдвига 
Рассмотрим регистры сдвига, которым соответствуют двоичные преоб-

разования. Пусть регистр сдвига с функцией обратной связи f вида (2.2) опре-
деляет отображение R, удовлетворяющее условиям (2.1) и (2.3).  

Лемма 5. Вершины орграфа отображения :R V V→   регистра сдви-

га с функцией обратной связи 0 1 1( , ,..., )f x x x −  имеют вторичную специфи-

кацию 
1 12 20 2

− −  
  

 

 тогда и только тогда, когда переменная 0x  является 

несущественной для функции f. 
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Рассмотрим разложение функции f по переменной 0x  вида (2.4) 

с условиями (2.5) и (2.6). Если переменная 0x  несущественна для функции f, 

то 1 1( ,..., ) 0x xψ − ≡  для всех 1 2 1, ,..., .x x x −  Следовательно, 

 ( ) ( )0 1 1 1 1 1 1( , ,..., ) ,..., , (0, ,..., )R x x x x x f x x− − −=      (4.1) 

для всех 1 2 1, ,..., .x x x −  Отсюда вытекает, что для всех 1 2 1, ,...,x x x −  

 ( ) ( )0 1 1 1 1 0 1 1( , ,..., ) ,..., , ( , ,..., ) .R x x x x x f x x x− − −≠     (4.2) 

Таким образом, для любого набора 1 2 1, ,...,x x x −  вершина 

( )1 1 1 1,..., , (0, ,..., ) 1x x f x x− − ⊕   является начальной. Стало быть, общее число 

начальных вершин равно 
122 ,

−

 а значит, число вершин кратности 2 равно 
122 .

−

 
Пусть теперь вершины орграфа преобразования R, соответствующего 

регистру сдвига, имеют вторичную спецификацию 
1 12 20 2

− −  
  

 

. Тогда для 

каждого набора 1 2 1, ,...,x x x −  имеет место либо соотношение (4.1), либо соот-

ношение (4.2). Из равенств (2.4) и (2.6) следует, что 1 1( ,..., ) 0x xψ − ≡ . Это оз-
начает, что переменная x0 несущественна для функции f. 

§ 5. Деревья с ограниченной вторичной спецификацией 
вершин 
Для свободных деревьев с n вершинами для вторичной спецификации 

0 1 20 1 2β β β      имеем 0 1 2, 2 2,   2r n r rβ β β= = − + = − . Если (2) ( )nT r  — число 

свободных деревьев вторичной спецификации 2 2 20 1 2r n r r− + −     , то 

2
( 2)!

2
(2)

/
( ) coef .

2
r n

n

n

n x t

t
T r x t−

−

 
= + + 

 
  

Отсюда следует формула 

 (2)
2

!( 2)!
( ) , 2,3,..., 1.

2 !( 2)!( 2 2)! 2n r

n n n
T r r

r r n r−

−  = = + − − +  
   (5.1) 

Корневые деревья вторичной спецификации 2 2 20 1 2r n r r− + −      являются 

составными частями орграфов преобразований вторичной спецификации 
20 1 2r n r r−     , поэтому в качестве корней могут выбираться только r началь-



Случайные преобразования множеств с ограничениями на параметры. I 

 ___________________________ 2012, Т. 3, № 1, С. 125–144 ___________________________  

143

ных вершин. Если (2) ( )nT r  — число n-вершинных деревьев с r вершинами ну-
левой кратности, одна из которых корневая, то 

 (2)
2

!( 2)!
( ) , 2,3,..., 1.

2 ( 1)!( 2)!( 2 2)! 2n r

n n n
T r r

r r n r−

−  = = + − − − +  
   (5.2) 

Общее число корневых деревьев рассматриваемого вида равно 

1
2

(2) (2)

1

( ).

n

n n
r

T T r

 +  

=

=   

Для асимптотической оценки (2)
nT  при n → ∞  применим такой же спо-

соб, как при выводе формулы (1.12) для величины nE . Положим 

(2) (2)
0

2 1
2

max ( ) ( ).n nn
r

T r T r
 ≤ ≤ +  

=  

Можно показать, что 0r  определяется единственным образом и при 
n → ∞   

0

1
1 .

2 2

n
r O

n

  = +  +   
 

С использованием равенства (5.2) и формулы Стирлинга находим, что 

( )
1/2

(2)
0

( 2 1) ( 2)!
( ) 1 (1) .

n

n

n
T r o

π

++ −= +  

Лемма 6. Для любого 
1

0
2

ε< <  равномерно для всех [ ]1 ,1 ,x δ δ∈ − +  

0,δ >  при n → ∞  для производящей функции 

1
2

(2)

1

( ) ( )

n

r
n n

r

x T r xϕ

 +  

=

=   

имеет место асимптотическое представление 

(2)
0( ) ( ) r

n nx T r xϕ = ( )
1

22 2

1

2

2 ( 2 1)
1 (1) ,

jn
j n

j n

x e o

ε

ε

+

+

− +

=−

+  

где 0 1,   r r r r≤ < +  — натуральное число. 
Доказательство аналогично доказательству леммы 1 в § 1. 
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При x = 1 из леммы 6 получаем асимптотическую формулу для общего 
числа корневых деревьев 

(2)
nT = ( )12 2 1

1 (1) .
2 2

n

nn o
e

− + +  +  
 

Если nξ  — число начальных вершин в случайном равновероятном де-

реве вторичной спецификации 2 2 20 1 2r n r r− + −     , то так же, как в § 1, можно 

показать, что для среднего и дисперсии nξ  имеют место при n → ∞  асимпто-
тические формулы 

( ) ( )1 (1) ,   1 (1)
2 2 8 6 2

n n

n n
o oξ ξ= + = +

+ +
M D   

и распределение случайной величины ( ) /n n nξ ξ ξ− M D    при n → ∞  схо-

дится к нормальному распределению с параметрами (0,1). 
Обозначим через (2)

nkE  число преобразований n-множества вторичной 

спецификации 20 1 2r n r r−     , имеющих k циклических элементов. 

Выбор остова рассматриваемого преобразования, содержащего k вер-
шин, из которых j являются корневыми деревьями, и выбор корневого леса 
из n-k+j  вершин и j деревьев определяют общее число вариантов построе-
ния орграфа преобразования рассматриваемого вида. В результате получаем 
формулу 

1

1

(2)(2)
(2)

1 ... 1
2

! 1 ...
! !

j

j

i

k
nn

nk
j n n n k j j

n

TTk
E n

j n n= + + = − +
≥

 
  = +     

 

  . 

Отметим, что при k = n в орграфе отсутствуют деревья и все вершины 
являются циклическими. 
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