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УДК 517.977 

Т. Ф. ФИЛИППОВА 

О П Т И М И З А Ц И Я И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Г О Ф У Н К Ц И О Н А Л А 
НА ПУЧКЕ Р Е Ш Е Н И Й 

У П Р А В Л Я Е М О Г О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О В К Л Ю Ч Е Н И Я 

Рассматривается задача управления динамической системой при не­
полной информации о начальных состояниях и текущих значениях фазо­
вых скоростей системы. Предполагаются заданными лишь допустимые 
области изменения соответствующих параметров системы. Каждое про­
граммное управление порождает в силу динамической системы ансамбль 
(пучок или трубку) траекторий системы. Исследуется задача на про­
граммный минимум интегрального функционала, определенного на сече­
ниях ансамблей траекторий в предписанный момент времени. Приводят­
ся необходимые условия оптимальности. В идейном плане работа опи­
рается на исследования [1, 2] и продолжает [3, 4 ] . 

1 . Постановка задачи. Основные предположения. Рассматривается 
управляемая система, описываемая следующим дифференциальным 
включением: 

x£F{t, ху u(t))y (1.1) 

Здесь / — время; х — фазовый вектор (x£Rn); и(-)—управление {u(t)d. 
6 i ? m , te[t0, ti]); F — многозначная функция (F(t9 x, u)czRn). Начальное 
состояние x(to)=x0 точно неизвестно, дано лишь множество X0czRn

r 

содержащее х0:хо£Х0. 
Каждой допустимой реализации программного управления и(-) по­

ставим в соответствие ансамбль движений X(t; и(-), Х0) = {x(t)} {t0^. 
^t^ti), полученный объединением по всем х0£Х0 пучков решений 
включения (1.1) с начальным условием x(to)=x0. 

Для заданной функции ср(-) (xp:Rn-^Rl) положим 

ф(и(-))= $y(x)dx, X=X(ti; и{.)9 Хо) . (1.2) 
X 

З а д а ч а 1. Среди допустимых управлений и (•) найти и0 ( •) , мини­
мизирующее функционал Ф (и (•)): 

ф(и°(-)) = т т Ф(и(-)) 
и(-) 

Перейдем к формулировке основных определений и предположений^ 
в рамках которых будет решаться задача 1. 

П р е д п о л о ж е н и е 1. Класс допустимых управлений °U={u(-)} 
образуют все измеримые m-векторные функции и(-), значения u(t) 
которых при почти всех t&[to, ti] принадлежат заданному компакту 
UczRm. 

Зафиксируем произвольное u(-)£°U. Под решением (в смысле Кара-
теодори) дифференциального включения (1.1) (при u=u(t)) на отрезке 
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I?o, ti] будем понимать абсолютно непрерывную функцию x(t), опре­
деленную на [t0f ti] и удовлетворяющую при почти всех td[to, ti] усло­
вию x(t)£F(t, x{t)t u(t)). 

Введем следующие обозначения: пусть Л — произвольное строго 
выпуклое множество в Rn. Для каждого ненулевого вектора p£Rn обоз­
начим v (А, р) точку (единственную) из Л, для которой p'v(A, р) = 
—р(р; А) (здесь штрих означает транспонирование; р(р; А) —значение 
опорной функции множества А, вычисленное в точке р). Отдельные 
свойства опорного отображения v (Л, •) рассматривались, например, 
в [5, 6 ] . Для двух строго выпуклых компактных множеств Л и В (Л, Ва 
czRn) определим [7] расстояние 

5 (Л, В) = max {| |v(A 9 p)-v (В, р) ||: ||р|| = 1} 

;(здесь — евклидова норма в Rn). 
Непустой компакт AaRn будем называть /^-выпуклым [6, 7] 

(R^O), если Л является пересечением шаров радиуса R. Известно [6] , 
что непустое компактное множество равномерно выпукло тогда и только 
тогда, когда оно ^-выпукло при некотором R^O. Ясно, что каждое 
^-выпуклое множество является и строго выпуклым. 

П р е д п о л о ж е н и е 2. 1) множество Х0 начальных векторов 
включения (1.1) 7?о-выпукло ( 7 ? 0 > 0 ) ; 2) граница дХ0 множества Х0 

является гиперповерхностью класса С 1 [8] . 
Относительно правой части F(tf х, и) дифференциального включения 

(1.1) примем следующее 
П р е д п о л о ж е н и е 3. 1) существует R^O такое, что при любых 

•t£[t0i t\], x£Rn, u£U множество F(t, х, и) /?-выпукло; 2) многозначная 
функция F(t, х, и) непрерывна по совокупности переменных на [to, ti]x 
XRnXU; 3) существует суммируемая на [/0, ^i] функция y(t) (y(t)^ 
^ 0 ) , такая, что при почти всех t£[t0, U] и всех {х, u}£RnxU 

d(0; F(t, х, u))^y(t) (здесь d{a\ В) = max { | | a — : b£B}); 4) опорная 
функция p(l; F(ty x, и)) принадлежит классу С 3 по переменным (/, х )б 
£(Rn\{0}) x R n и соответствующие производные р по (/, х) непрерывны 
по совокупности переменных. 

П р е д п о л о ж е н и е 4. Функция ф в функционале (1.2) непре­
рывно дифференцируема по х. 

Решение x(t) дифференциального включения (1.1) при u — u(t) бу­
дем называть граничной траекторией ансамбля X(t\ u ( - ) , A r

0) ( ^ o ^ S ^ 
^ i ) , если при всех тб[^о, ^ i ] вектор х(х) лежит на границе дХ(х\ и(-), 
Хо) множества Х(х\ и(-), Х0). 

2. Структура трубок траекторий управляемого включения. Отметим 
вначале, что при предположениях, принятых в п. 1, для любого u(-)£°U 
ансамбль траекторий X(t; и(-), Хо) (to^t^ti) является непустым ком­
пактным множеством в пространстве C[t0f t\] непрерывных п-векторных 
функций на [to, ii] [9] . Нетрудно показать, что при достаточно большом 
К>0 для любых u(-)£(U и t£[to, ti] справедливо включение X(t; и(-), 
X0)czS(0; К) (здесь 5 (0 ; К) —открытый шар радиуса К с центром в 0) . 

Из предположения 3 (см. 4) следует, что производные ~^-р(1'> p{t, х, 

' д2 

и)) й • р{1; F(t, х, и)) ограничены на множестве {(/, t, х, и) : | | / | | ^ 1 , 
t£[to, ti], x£S(0; К), u£U}. Тогда [6] существуют константы L, М^О 
такие, что выполнены неравенства 

s(F(t, х, и), F(t, у, и))^М\\х-у\\, 

s(F(t,Xx+(l—X)y, и), XF(t,x,u) + 

+ (l-X)F(t,y,u))^Ll(l-X) \\х~у\\2, 
(2.1) 

t£[t0, ti], *GS(0 ;К) , иви. 
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В работах [6, 7] доказано, что при предположениях 1—3 сечения 
Х(/*; и(-), Хо) в произвольный момент достаточно близкий к U, 
ансамблей X(t\ и(-), Х0) (to^t^h) равномерно выпуклы. Приведем 
один результат, где дана оценка интервала времени [to, U+T], на кото­
ром сохраняется свойство выпуклости сечений трубок траекторий, а так­
же описана эволюция границ dX(t; и(-), Хо) при tb[to9 

Т е о р е м а 1 [ 6 ] . Пусть выполнены предположения п. 1 и числа 
L, М выбраны из условия (2.1). Положим y(t) — решение уравнения 
Риккати: y(t)=R+SMy(t)+2Ly2(t), y(t0) = RoU 

оо 

Т= J (R+3Mx+2Lx2)~ldx. 
Ro 

Если x(t) — граничная траектория ансамбля X(t; и(-), Хо) при некото­
ром u(-)£°U, то существует абсолютно непрерывная функция p(t), та­
кая, что выполнены следующие условия: при почти всех t£[to, to-\-T\ 

x(t)=v(F(t9x(t)9u(t))9p(t))9 

p(t)=-p(t) dxv (F(t9x(t)9u(t)),p(t))9 (2.2) 

x(to)=v(X09p{to)), llp(*o)ll = l-
Обратно, если пара функций (x(t), p(t)) является решением (2.2), то 
x(t) —граничная траектория X(t; и(-), Х0) на отрезке [to, io+Т]. Мно­
жества X(t; и(-), Хо) являются у(t)-выпуклыми и x(t) = v(X(t; и(-), 
Хо), p(t)). 

З а м е ч а н и е . Символ dx в (2.2) означает матрицу Якоби функции 
v(F(ty х9 и)9 р) по переменной х. Отметим, что v(F(i9 х9 и)9 р) = 
= -^-9{P\F{t9x,u)) [ 5 ] . 

Далее будем считать, что заданный момент U не больше числа 
*о+7\ 

С л е д с т в и е 1. В условиях теоремы 1 для каждого t^[to, 

dX(t*\ и(-)9 Хо) = {х : ЯховдХо, x=x(t*; и(-)9 х0)} 

(здесь x(t; и(-), хо) — вектор первых п-координат решения (x(i), p(i)) 
системы (2.2) с начальными условиями x(t0)=Xo, Xo = v(X0, ро), Иро11 = 

С л е д с т в и е 2. В условиях теоремы 1 для каждого управления 

1) решение (x(t), p(t)) системы 

x==v(F(t, х, u(t)), р), p=—pdxv(F(t, х, u(t)), p), x{to)=x0, p(t0)=p0, 
(2.3). 

непрерывно дифференцируемо no начальным векторам (хо, ро); 
2) для любого t*£[t0f t\\ множество dX(t*; и(-), Хо) —гиперповерх­

ность класса С 1 в Rn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства 

v(F(t9 х9 u(t))9 р) = ^-p(P\ F{t9 х9 u(t))) 

и предположений о функции р(р; F(t9 х, u(t))) следует, что решение си­
стемы дифференциальных уравнений (2.3) непрерывно дифференцируе­
мо по (х 0, ро). Докажем второе утверждение. В силу полученного свой­
ства гладкости решений (2.3) по начальным условиям, предположения 2 
и следствия 1 граница dX(t*-9 u ( - ) , Хо) является образом гиперповерх­
ности дХ0 в Rn при О-диффеоморфизме [8] х = х ( £ * ; и(-)9 х0) (x0G(3X0, 
x£dX(t*-9 и(-), Хо)). Следовательно, множество dX(t*9 и(-), Х 0 ) —мно­
гообразие класса С 1 размерности п— 1. 
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3. Решение задачи. В данном пункте формулируются необходимые 
условия, которым удовлетворяет управление uQ(•), решающее задачу 1. 
Вначале преобразуем оптимизируемый функционал 

Ф ( и ( - ) ) = J <p{x)dx. (3.1) 
X ( t b u(«) , Хо) 

На основании следствий из теоремы 1 множество X{U\ и(-), Х0) — ' К о м ­
пакт с краем класса С 1 в Rn [8, 10]. Обозначим со(х) следующую диф­
ференциальную (я—1)-форму класса С 1 : 

п 

со (х) = 2 h (х) dx/i, 
i=i 

(—I) ' " 1 f 
Xi(x) = J ф ( х ь Xi-u s, Xi+i, xn)ds, (3.2) 

где х = ( х ь xn)\ а символ dx/% означает внешнее произведение 
dx/i=dxi Л • • • Л dxi-i Л dxi+i Л • • • Л dxn. Ясно, что йсо=ф(х)ах, и по 
формуле Стокса 

J (p(x)dx— J со, 
X(tu u(-), Хо) u ( - ) , Xo) 

где ориентация ( Щ / ь # ( • ) , XQ) согласована [8, 10], с ориентацией Rn. 
На основании следствий из теоремы 1 

J (0 = 8 
dX{tu и('), Хо) дХо 

J o * , 

где е = 1, если О-диффеоморфизм x=x(U\ и(-), х 0 ) сохраняет ориента­
цию, и 8 = —1 в противном случае; со* — прообраз дифференциальной 
формы со при указанном диффеоморфизме: 

с о * = 2 > < ( * ° ; и ( . ) ) < ^ , -
i=l 

П(х°;и(.))= 2 M * ( f c ; « ( 0 , * ° ) ) ^ f e 4 -

(3.3) 

(здесь At, k=D(x/k)/D(x°/i) — якобиан (/г—1)-векторной функции ( х ь 

..., xk-u Xk+u . , хп) по переменной (*°, . . . , х°. + 1, . . . , х°п)). 
Итак, 

ф ( и ( . ) ) = е Jco*, (3.4) 
дХ0 

где со* задается формулами (3.3). 
Необходимые условия оптимальности в задаче 1 получим, следуя 

схеме рассуждений работ [3, 11]. 
Пусть и°(-) — решение задачи 1, т. е. 

ф(и°(.))= т т Ф ( а ( . ) ) , и(-)Ш. (3.5) 

Обозначим и* произвольный вектор из UczRm и t* — любую правильную 
точку функции и°(-) ( f o < f * < * i ) . Положим для малых т > 0 (т<£*— 
— ^ о ) ux(t)=u* при /б(^*—т, t*) и ux(t)=u°(t) для /$(/*—т, *.) ( / 0 ^ 
< * < * i ) . Из (3.5) следует, что т - Ч Ф ( М - ) ) - Ф ( ы ° ( - ) ) ) ^ 0 . 
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Аналогично [3, 1 1 ] получим выражение для приращения но х x(U\ 

x(ti\ И х ( . ) , x0)=x(t1; и°(-)9 Xo)+x^(ti\ и°{-)9 и*9 U9 х0)+о{х9 х0)9 (3.6) 

где х~\о(х9 х 0 ) - ^0 при т - > 0 + равномерно по x0(iXo, ^(t)=^(t; и°(-), 
и*, /*, хо) — решение системы дифференциальных уравнений ( t ^ t ^ U ) 

d .$(t)=dxi)(F(t9 x(t; иЦ.),х0), u°(0), А г(*(*; *o), 
dt 

(3.7) 
X(t9 u°(.),X0))H(t)> 

mt*)=v(F(t», x(U\ u°{.)9 хо), u*)9 N(x(t*; u°{-)9 x0)9 

X(/*; u°(•), Xo)))-v(F(*., x{t*;u<>'(.)9 x0), u°(Q), 
(3.8) 

uQ{.)9Xo)9X{t„9 u°(.)9Xo))) 
(здесь N(x, X) обозначен единичный опорный вектор к множеству X в 
точке х&дХ). 

Найдем приращения относительно т якобианов 

^k(tx\ux^)9x^)=D(x,k)/D(x)i) (x=x{U\Uv(.)9x*)) 

в функционале Ф ( а х ( - ) ) (3.3), (3.4). 
Рассмотрим матрицу А = {(•—1)*+*Д/, *} (i, k=\9 п)9 которая 

является присоединенной к матрице Якоби А = | ^ • j (i, k=\9 . . . , /г); 
k 

Д = Д ( ^ ; и х ( - ) , хй). Если существуют производные А и - ^ d e t A 

в точке т = 0 - + ( det А — якобиан), то 

А | х = о + = ((det А)Д -0 | Т = 0 + = А - 1 - ^ - (det А) | т = 0 + -

- ( d e t A ) A - ( - A A ) ; | ^ + A - . (3.9) 

(Здесь А - 1 существует, так как det A{t\\ их(-)9 х°)фО.) Найдем вначале 
d 

——А в точке т = 0 + . В силу принятых предположении можно менять 
dx 

порядок дифференцирования 

4 7 { ^ [ } 1х=0+

 = {~1 (̂~§г) L=o + } ( * . * = 1 ' • • • ' " ) • 

Тогда получаем 

М О . * ° ) | , = o + = # ( * i , "° (0 , "*> * ° ) A d ; u°(0 , *°) . (З.Ю) 

fl(fi, t., «»(•), «*, * ° ) = * ( ' ь «°(0> ^ x W ^ C . *(*.; «° (0 , «*), 
N(x(t.; u°(.), *°), * ( ' . ; «°(О',' X o ) ) ) - o ( / 7 ( ^ , x(^.; ««(•), 

«°(M). #(*( ' . ; » ° (0 , *°), *(**; "° (0 , *o)))}X(f., "° (0 , *°) + 
(3.11) 

h 

+ J *(*,, t; u°(.), x°)dx(d*u(f (f, "° (0 , *°), «°(0) , ЛГ(х(*; u°(0 . *°), 
t 
* 

X(t; « ° (0 , *<>)))*(*; " 4 0 , «*. « ° (0 . 
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1>( / ; и° ( . ) , «*, x 0 ) = * C , u° ( . ) , *°) *(*.; ц° ( . ) , * э ) , »*), 

# ( * ( / . ; u«( . ) , *°) , X{U- ««(•) , ^ ° ) ) ) - t » ( F ( / . , J C ( / . ; «»(• ) , * D ) , (3.12) 

ВДг.; «"(•), x9), X(U; u ° ( . ) , x0)))); 
где X(t, s; u°(-), x°) — матрица Коши системы (3.7). По формуле Лиу~ 
вилля из (3.10) следует равенство 

d 
det A (in их(-),х°) | т = 0 + = Tr R (tu и" (•), и*, х°) X 

(3.13) 
X det Д(*,; « » ( . ) , *°) 

(здесь Т г # —след матрицы # ) . Объединяя соотношения (3.9) — (3.12)„ 
получаем 

- ^ - Д С и М О . * ° ) | T = O + = A ( ^ , ; и " ( . ) , х ° ) ( Т г / ? ( * ь f „ « » ( • ) , и*, * < > ) £ -

(3.14) 
- # ( * , , ы°(.), и*, х°У) 

(Е — единичная матрица). Следовательно, 
п 

Ai,k(ti; М О . * ° ) | т = о + = ( - 1 ) " 2 ( - I ) ' A M ( ^ I ; « ° ( 0 , *°) X 
(3.15) 

X(TrR(th U, и°(-), и*, x°)E-R(tu U, и°(-), u*,x°)),,h 

(Rt,u— (I, k)-n элемент матрицы R). 
Отметим, что число е в функционале Ф (формула (3.4)) при доста­

точно малых т > 0 не зависит от т : 

. Г dx(t; М О . х«) \ . Г dx(t; .ц° ( . ) , *°) 1 
e = S l g n det j _ j = S 1gn det | — — j . 

Вычисляя вариацию г;(х°, их(-)У в (3.3), получим 

M 0 ) = M * ° , « ° ( - ) ) + т { 2 - ^ - (x(ti; иЦ-), x?))*(ti; « ° ( 0 , 

а*, x°)A / f *(*i ; M ° ( - ) > * ° ) + M * ( ' I ; и ° ( 0 , *0)) 2 ( - 1 ) * + / Д / , 

(3.16) 

x°)(TrR{tu U, и ° ( . ) , и*, x°)E-R(th а ° ( . ) , и*, * ° ) к * } + т 2 / < ( т , х°)„ 

где sup {|/С(т, х 0 ) | : т£(0, т 0 ] , х0£дХ0} < + оо. В результате вычисле­
ния вариации оптимизируемого функционала Ф(их(-)) получаем сле­
дующее необходимое условие оптимальности программного управления 
*>(•). 

Т е о р е м а 2. Пусть и°(-)—решение задачи!. Тогда для почти, 
всех /* из отрезка [to, t\\ выполнено условие 

п п 

min J* 2(2(-^(*('>; " ° ( - ) , * ° ) H ( ' i ; « < • ( • ) , «v*°) + 
n 

2 < - i + Z J ( - 1 ) * + < W > ; « » ( • ) , x°)){lrR{tuU, u°(•),«*, x » ) £ -
/ = 1 
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-R(tu U, и ° ( . ) , и*, x ° ) ) M ) A « , I ( * . ; « » ( • ) , x°)dx°. ) = 0 , 

где функции Xh, if>, /?, А определяются соотношениями (3.2), (3.12), 
(3.11), (3.3) соответственно, a x=x(t; u°(-), x°) есть решение системы 

=v(F(t,'x, u°(t)), N(x, X(t; u°(.), Xo))) 
at 

(здесь X(t; u°{-), XQ) — пучок решений включения (1.1) при и=и°(-); 
N(x, X(t\ Хо)) — единичный опорный вектор к множеству X(t\ 
и0 ( - ) , Хо) в точке x&dX(t; и0 ( •) , Х0)). 

З а м е ч а н и я . 1. Оптимальное программное управление в задаче 1 
может не существовать. В этом случае можно сформулировать необхо­
димое условие, которому удовлетворяют е-оптимальные программные 
управления [3, 11]. 

2. Ясно, что в качестве формы со в (3.2) можно взять любую диффе­
ренциальную (я—1)-форму (Di, для которой d<oi=q>{x)dx. В этом случае 
необходимые условия оптимальности запишутся в ином, но эквивалент­
ном виде. 

3. Предположение 3 (условие 4)) можно ослабить, снизив требова­
ние о степени гладкости опорной функции р(/; F(t, х, и)) до класса С 2 . 
Тогда неравенства (2.1) будут выполнены при некоторых L, М и функ­
ция v(F(t, ху и), р) будет непрерывно дифференцируема по (р, x)G 
£ ( # n \ { 0 } ) XRn, причем матричная функция dxv(F(t, х, и), р) будет удо­
влетворять условию Липшица по переменной х [6] . В этом случае пра­
вая часть системы дифференциальных уравнений (2.2), (2.3) является 
лишь липшицевой функцией фазовой переменной и решение (x(t), p(t)) 
системы (2.3) уже не непрерывно дифференцируемо по начальным усло­
виям (см. следствие 2 теоремы 1). Тем не менее, рассуждая по схеме 
работы [3] , можно получить необходимые условия оптимальности в за­
даче 1, обобщающие приведенные в теореме 2 настоящей работы. Ука­
занное обобщение можно получить и другим путем, а именно аппрокси­
мировав многозначное отображение F(t, х, и) последовательностью ото­
бражений {Fk(t, х, и)} с опорными функциями р(/; Fk(t, х, и)) класса 
С 3 по (/, х ) б ( # п \ { 0 } ) XRn [12]. Нетрудно показать, что аппроксимирую­
щая последовательность {Fk}, построенная по методу [12], удовлетво­
ряет условиям (2.1) с теми же константами L и М, а множества Fk(t, х, 
и) (при фиксированных (t, х, и)) сохраняют свойство /^-выпуклости 
(см. предположение 3, условие 1)) . Тогда решения систем вида (2.2) 
(при F=Fk) определены на том же промежутке [t0y f i ] , что и решение 
исходной системы (2.2), причем правые части последовательности систем 
(2.2) (при F=Fk) аппроксимируют правую часть системы (2.2) (послед­
нее вытекает из свойств функции v(A9 р) и алгоритма построения после­
довательности [12]»). Искомые необходимые условия оптимальности по­
лучаются в результате предельного перехода, описанного, например, 
в [13]. 
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Д. Н. ЧЕБАН 

Н Е А В Т О Н О М Н Ы Е Д И С С И П А Т И В Н Ы Е Д И Н А М И Ч Е С К И Е 
СИСТЕМЫ. М Е Т О Д Ф У Н К Ц И И Л Я П У Н О В А 

В статье изучаются неавтономные диссипативные динамические си­
стемы. Приводится ряд условий, эквивалентных (в конечномерном про­
странстве) диссипативности. Формулируются два признака диссипатив-
ности .общих неавтономных динамических систем (как с непрерывным, 
так и с дискретным временем) в терминах функций Ляпунова. Дается 
приложение этих результатов к неавтономным дифференциальным и раз­
ностным уравнениям. 

1. Неавтономные диссипативные динамические системы. Будем ис­
пользовать терминологию и обозначения, общепринятые в теории дина­
мических систем [1—3], а также введенные в работе [4] . Пусть Х'и Y — 
метрические пространства, (X, Я , У) — конечномерное векторное рас­
слоение [5] и | • | —некоторая риманова метрика на (X, h, У), R (Z) — 
группа вещественных (целых) чисел, S = R или Z, T={t : t£S, t'$z0} и 
<(Х Г, л;), (У, Т, а), К> — неавтономная динамическая система [4] . 

Неавтономную систему <(Х, Г, я ) , (У, Г, a ) , h> назовем диссипатив-
ной, если существует положительное число R такое, что 

lim \ntx\<R (VxGX). (1) 
t-Ч-оо 

Т е о р е м а 1. Пусть У компактно u <(Х, Т, тс), (Y, Т, о), НУ — неавто­
номная динамическая система, тогда следующие условия эквивалентны: 

1) неавтономная система <(Х, Т, к), (Y, Т, о), К> диссипативна; 
2) существует число /*>0 такое, что для любого х£Х найдется т = 

= х(х) > 0 , для которого \пхх\ < г ; 
3) существует непустой компакт KiCiX такой, что Qx{] Ki¥=0 при 

всех хвХ; 
4) существует непустой компакт К2С1Х такой, что 0¥=QX^K2 для 

любого х£Х; 
5) существует число Ro>0 такое, что для любого R>0 найдется 

l(R)>0, что 

| я ' * | < / ? о (2) 

при всех t^l(R) и \х \ ^R. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно из условия 1) следует 2) . Пока­

жем, что из 2) следует 3) . Выберем К\ = {х\х£Х, \х\^г). В силу ком­
пактности У и конечномерности векторного расслоения (X, h, У) мно­
жество Ki компактно. Пусть хвХ и tk-++ooy тогда, согласно 2), сущест­
вует tk>0 такое, что п*к+хкх&Ки и, следовательно, {Л*А+ Т АХ} можно счи­
тать сходящейся. Положим х= lim J I * * + T A X , тогда x£Qx П Кг. 

Теперь покажем, что из условия 3) следует 4) . Пусть Кг — непустой 
компакт из условия 3) , тогда в силу локальной компактности X (это 
следует из компактности У и конечномерности векторного расслоения 
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