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1. Пусть заданы две точки А и В, тогда лист можно сложить
так, что данные две точки будут на складке (рис.2).

2. Пусть заданы две точки, тогда лист можно сложить так,
что одна точка перейдет в другую
(рис.3).

3. Пусть заданы две прямые l и m, тогда лист можно
сложить так, что одна прямая перейдет в другую (рис.4).

4. Пусть заданы прямая l и точка А, тогда лист можно
сложить так, что точка попадет на складку, а прямая
перейдет в себя (т.е. линия складки будет ей перпендикуляр-
на) (рис.5).

5. Пусть заданы прямая р и две точки А и В, тогда лист
можно 2  сложить так, что точка А попадет на складку, а В –
на прямую р (рис.6).

6. Пусть заданы две прямые р и q и две точки А и В, тогда
лист можно 2 сложить так, что точка А попадет на прямую р,
а точка В попадет на прямую q (рис.7).

7. Пусть заданы две прямые р и q и точка А, тогда лист
можно сложить так, что точка А попадет на прямую р, а
прямая q прейдет в себя (т.е. линия складки будет ей
перпендикулярна) (рис.8).
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Оригами
и построения

А.ПЕТРУНИН

Моему сыну Никодиму

ПРЕДСТАВЬТЕ СЕБЕ, ЧТО ВЫ СИДИТЕ НА УРОКЕ И ВАМ

скучно-скучно и очень хочется заняться геометрически-
ми построениями: начертить, например, треугольник, найти
в нем центры вписанной и описанной окружностей и орто-
центр, провести прямую Эйлера и все такое. Но вот беда:
циркуль и линейка оставлены дома.

Вот в такой ситуации, наверное, оказались 15 лет назад два
оригамиста, итальянец Бенедетто Скимеми и японец Хамяки
Худзита. (Оригамистами называют людей, увлекающихся
древним японским искусством оригами – складыванием из
листа бумаги различных зверушек, птичек, фонариков и
т.д.) Вдруг их осеняет: «А ведь складка листа бумаги – это
прямая». Например, если взять на листке отрезок и согнуть
лист так, чтобы концы отрезка соединились, а потом разгла-
дить лист аккуратненько на парте, то перегиб образует
срединный перпендикуляр к исходному отрезку (рис.1,а).
Обычное построение срединного перпендикуляра (рис.1,б)
длиннее. Для него требуется и циркуль и линейка (одной

линейкой не обойдешься), а тут никаких инструментов не
надо.

Чтобы продолжить, им пришлось придумать набор правил
для этого нового типа построений. Например, при обычных
построениях с помощью циркуля и линейки разрешается
делать такие операции:

1. Провести прямую через две данные точки.
2. Построить окружность с данным центром и радиусом.
3. Найти точку пересечения двух данных прямых, точку

пересечения прямой с окружностью или двух окружнос-
тей. 1

Что-то подобное нужно было и Бенедетто с Хамяки. Для
этого они математически описали приемы, которыми давно
пользовались оригамисты. Вот эти правила.

Правила складывания

Мы будем говорить, что прямая задана, если на листе
имеется соответствующая складка. На рисунках далее склад-
ки показаны пунктиром.

1 Такие точки пересечения существуют не всегда, правило
утверждает только, что если такая точка есть, то ее «можно»
найти.
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2 Такая складка существует не всегда, правило утверждает
только, что если такая складка есть, то ее «можно» найти.
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Последнее – седьмое – правило добавил позже другой
японский оригамист Косиро Хатори, заметив, что Бенедетто
с Хамяки забыли его включить. Эту последнюю складку, как
и некоторые другие из этого набора, можно получить как
результат последовательного применения остальных, т.е.
для математика она ничего не добавляет, но оригамисты не
мнут бумагу зря.

Упражнения

1. Какие построения циркулем и линейкой соответствуют
складкам 1—5 и 7?

2. Через точку А вне прямой l проведите прямую l¢ , парал-
лельную данной, с помощью перечисленных выше правил.

3. С помощью правил оригами постройте квадрат.
4. Разделите данный отрезок АВ: а) на 2 равные части; б) на

3 равные части; в) на n равных частей.

Построение сгибанием

Теперь можно наслаждаться и заниматься любыми постро-
ениями. Например, такими:

Если задан произвольный треугольник, то его биссектри-
сы, а стало быть, и центр его вписанной окружности можно
найти, применив правило 3 ко всем парам его сторон.

Срединные перпендикуляры и центр описанной окружно-
сти можно найти, применив правило 2 ко всем парам его
вершин. После этого можно найти медианы и центр тяже-
сти, применив правило 1 к каждой вершине в паре с уже
найденной выше серединой противоположной стороны.

Высоты и ортоцентр легче всего найти, применив прави-
ло 4 к каждой вершине в паре с противоположной стороной.

Далее можно убедиться, что ортоцентр, центр тяжести и
центр описанной окружности действительно лежат на одной
прямой, применив правило 1 к любой паре из этих точек. Эта
прямая называется прямой Эйлера треугольника.

Конечно, сгибая листок, невозможно построить окруж-
ность, но, оказывается, верно следующее: любую точку,
которую удается построить с помощью циркуля и линейки,
можно построить сгибаниями. Чтобы доказать это, достаточ-
но предъявить построение двух типов точек:

1) Точки пересечения окружности с прямой, если про
окружность известно только местоположение центра и одна
точка на ней.

2) Точки пересечения двух окружностей, если про каждую
окружность известно только местоположение центра и одна
точка на ней.

Первое можно сделать, применив правило 5, взяв за А
центр окружности, за В – точку на окружности, а за р –
данную прямую. Второе сделать сложнее, короткой после-
довательности сгибаний мне найти не удалось. Но такую
последовательность можно получить, показав, что с помо-
щью сгибаний можно построить инверсию точки относи-
тельно окружности, если про окружность известно только
местоположение центра и положение одной точки на ней.
Потом, применив инверсию, которая переводит одну из
двух данных окружностей в прямую, свести задачу к пре-
дыдущей.

Упражнение 5. Постройте инверсию точки относительно
окружности, заданной местоположениями центра и одной точки
на ней.

Таким образом, все построения точек циркулем и линейкой
можно осуществить с помощью сгибаний. Оказывается при
этом, что сгибаниями можно построить точки, которые
невозможно построить с помощью циркуля и линейки. Для
примера приведем две задачи на построение, которые изве-
стны уже более двух тысяч лет, но только в первой половине

XIX века была доказана невозможность решения каждой из
них с помощью циркуля и линейки.

Трисекция угла

Задача 1. Разделите данный угол на три равные части.
Вот решение, предложенное Хисаси Абэ.
Пусть угол задан двумя складками р и q, обозначим через

А вершину угла (рис.9). Сначала проведем подготовитель-
ное построение. Нам нужно: 1) восставить перпендикуляр l
к q через А (правило 4); 2) отметить на l произвольно точку
В и восставить срединный перпендикуляр q¢  к отрезку АВ
(правило 2).

Теперь все готово для
главной складки. Сло-
жим лист так, чтобы А
попала на q¢ , а В – на р
(правило 6). При этом
образ A¢  вершины А
ляжет на первую трисек-
трису нашего угла, а точ-
ка С на пересечении q¢  с
новой складкой будет
лежать на второй. Таким
образом, лучи AA¢  и АС
будут делить угол на три
равные части.

Докажем это. По свойствам выполненных складок,
BC AC CA CB= = =¢ ¢ , а также A B AA AB= =¢ ¢ ¢ . Поэтому
равны треугольники AB C¢  и ACA¢ , но тогда равны и углы,
отмеченные дужками на рисунке 9.

Удвоение куба

Мы не будем вдаваться в легендарные подробности исто-
рии этой задачи. Напомним лишь, что речь идет о построении
ребра куба, объем которого вдвое больше объема данного

куба с ребром а, т.е. отрезка 3 2a .
Задача 2. Постройте два отрезка с отношением длин

3 2 .
Вот решение, которое

предложил Петер Мессер.
Сначала построим квад-

рат ABCD (рис.10), разде-
ленный на 3 равные части
складками р и q, парал-
лельными стороне АВ (см.
упражнения 3 и 4). Теперь
сложим лист так, чтобы
точка В попала в точку B¢
на стороне АD, а точка Х –
в точку X¢  на отрезке EF.
Возможность осуществить
такую складку предусмот-
рена правилом 6. Тогда

3 2
DB

B A

¢
=

¢
.

Действительно, пусть B BA αР =¢ , а ВХ = 1. Тогда (по-

скольку 
2 2

AB B GB B
π π

α αР = - = Р = -¢ ¢ ) 2EB X αР =¢ ¢ .

Так как q pP , а X X B B¢ ¢P , то XX F αР =¢ .Поэтому

sin 2EX α=¢ , ctgFX α=¢ . Отсюда получаем, что

sin 2 ctg 3EFα α+ = = .

Положим ctgt α= . Тогда 
2

2
sin 2

1

t

t
α =

+
, и мы получаем

Рис. 9

Рис. 10
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На этом список «невозможных построений» не кончается.
При помощи складываний можно также построить некото-
рые другие объекты, которые не поддаются построению
циркулем и линейкой. Например, правильный семиуголь-
ник.

В чем же причина? Какое из описанных правил добавляет
новые возможности? Чтобы это понять, достаточно постро-
ить складку в каждом из правил 1—7 с помощью циркуля и
линейки. Решив упражнение 1, вы увидите, что довольно
легко построить все прямые складок в правилах 1—5 и 7.
Стало быть, дополнительные возможности скрыты в прави-
ле номер 6. Не удивительно, что основной шаг в построениях
трисекции угла и удвоении куба был сделан с применением
именно этого правила.

Причина, оказывается, в следующем: чтобы найти прямую
сгиба в правиле 6, требуется решить уравнение третьей
степени, тогда как в каждом из построений с помощью
циркуля и линейки решаются уравнения только 1 и 2
степеней. Любителям геометрии мы рекомендуем убедиться
в этом.

П Р А К Т И К У М  А Б И Т У Р И Е Н Т А

Эта
«простенькая»

кинематика
В.ТРОЯНОВСКИЙ

ВСАМОМ ДЕЛЕ,  ЕСЛИ  ПОЖЕРТВОВАТЬ  ОБСУЖДЕНИЕМ

необходимых первоначальных понятий и результатов, то
в кинематике все ясно и понятно: скорость v, время движе-
ния t и пройденный путь s связаны известным соотношением
v = s/t. Насколько все просто, вы сможете оценить, решив
для разминки такую задачу.

Задача 1. Кольцо радиусом R состоит из двух половинок,
в которых скорости звука 1v  и 2v  ( 2 1v v< , для определен-
ности). По одному из стыков половинок кольца ударили
молоточком. Найдите время Т от момента удара до
момента встречи звуковых волн.

Прежде чем читать предлагаемое решение, попытайтесь
решить задачу самостоятельно. В частности, подумайте,
почему скорость звука в разных веществах разная, что будет
с «быстрой» волной после того, как она пересечет границу
половинок полуколец, где (примерно) произойдет встреча
звуковых волн. В случае успешного самостоятельного реше-
ния задачи все-таки взгляните на предлагаемое решение.
Возможно, обсуждение некоторых вопросов вам пригодится
в будущем.

Решение. Ясно, что встреча волн произойдет где-то на той
из половинок кольца, в которой скорость звука меньше. При
переходе волны из одной среды в другую должна измениться
скорость волны, в соответствии со свойствами новой среды
(скорость распространения волны в среде – это скорость
распространения упругих деформаций).

Для записи уравнений надо, прежде всего, ввести обозна-
чения. Воспользуемся рисунком 1. Кроме скоростей на нем
показаны время движения t «быстрой» волны от точки
старта до середины кольца (до границы раздела сред с

разными скоростями
волн), время движения Т
«медленной » волны до
встречи волн (т.е. иско-
мое время) и время дви-
жения T – t бывшей «бы-
строй» волны в другой
среде, куда попадает вол-
на после пересечения гра-
ницы сред.

Нередко задачу удает-
ся начать решать, делая
не то, что нужно, а то,
что видно сразу. Вос-
пользуемся этим способом решения. Легко найти путь «бы-
строй» волны от точки старта до середины кольца: длина
полукольца равна Rπ . Просто находится и время t, затра-

ченное на прохождение этого пути: 1t R vπ= . Для того
чтобы приблизиться к ответу на вопрос задачи, надо хотя
бы «вставить» искомую величину в какое-нибудь урав-
нение. Можно, например, записать величину пути двух
волн в правом полукольце, выразив ее через скорости и
времена движений каждой из волн («медленной» и быв-

шей «быстрой»): ( )2 2R v T v T tπ = + - . В итоге имеем сис-
тему двух уравнений с двумя неизвестными:

( )2 2
1

,
R

t R v T v T t
v

π
π= = + - .

Не сомневаюсь, что вы быстренько решите эту систему и
получите какой-нибудь один из приведенных ответов или им
подобный ответ:

а) 1 2

1

( )

2

R v v
T

v

π +
= ; б) 2 1

1 2

( )R v v
T

v v

π -
= ;

в) 
( )1 2

1 24

R v v
T

v v

π -
= ; г) 

( )1 2

1 2

R v v
T

v v

π +
= .

На экзамене ответов для самопроверки обычно не дают,
поэтому надо уже при подготовке к экзамену научиться
проверять себя хотя бы косвенно.

Конечно, вы знаете о том, что прежде всего ответ должен
быть верен по размерности. Начинаем проверять ответы
таким образом и в первом же из них (а) находим:

м м с
c м, 

м с

Ч
= =

Рис. 1


