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Применительно к двумерной задаче Дирихле для бигармонического уравнения в области, составлен­
ной из прямоугольников, рассматривается стандартная схема метода конечных элементов с применением 
бикубических элементов на прямоугольной квазиравномерной сетке. Для ее решения на последователь­
ности вложенных прямоугольных сеток исследованы два многосеточных алгоритма: полный алгоритм 
с V-циклом и более простой каскадный алгоритм. Наличие у области угла 37г/2 создает дефицит глад­
кости решения, который усложняет обоснование сходимости предложенных итерационных алгоритмов 
и приводит к появлению логарифмического множителя в числе арифметических операций каскадного 
алгоритма по сравнению с полной гладкостью решения. Вместе с тем, число арифметических операций 
остается почти оптимальным для каскадного алгоритма и оптимальным для V-циклов. 
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A standard scheme of the finite element method with the use of bicubic elements on a rectangular quasi-
uniform grid is considered as applied to the two-dimensional Dirichlet problem for the biharmonic equation in 
a rectangle. To solve this scheme, two multigrid algorithms are treated on a sequence of embedded rectangular 
grids: a full multigrid with V-cycle and a simpler cascadic algorithm. The presence of angular points of a 
rectangle results in deficiency of solution smoothness which complicates substantiation of convergence of the 
algorithm as compared to a smooth case. At the same time, a number of arithmetical operations remains 
almost optimal for the cascadic algorithm and optimal for V-cycles. 
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1. Введение 

Задача Дирихле для двумерного бигармонического уравнения с точки зрения метода 
конечных элементов в последнее время чаще рассматривалась в смешанной формули­
ровке, когда наряду с искомой функцией и в качестве дополнительного неизвестного 
вводится вихрь Аи (см., напр., [2, 3]). В сравнении со стандартной вариационной поста­
новкой такой подход имеет два основных преимущества: возможность использования бо­
лее простых конечных элементов (обладающих лишь межэлементной непрерывностью, 
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т.е. принадлежащих С(С1), и, в частности, лагранжевых квадратичных), а также мень­
ший порядок числа обусловленности дискретной задачи (~ h~~2 в терминах характерного 
размера сетки К). Для стандартной далее используемой постановки применяются конеч­
ные элементы, обладающие межэлементной непрерывной дифференцируемостью, т. е. 
принадлежащие классу С1 (О,). Это существенно сужает класс используемых конечных 
элементов [3]. Число обусловленности получаемой дискретной системы имеет величи­
ну ~ h~ 4, что в настоящее время с увеличением разрядности процессоров перестало 
играть определяющую роль в выборе способа дискретизации. Вместе с тем, стандарт­
ная вариационная постановка обладает двумя другими преимуществами: вдвое меньшее 
число искомых функций и неизвестных дискретной задачи, а также самосопряженный 
положительно-определенный оператор дискретной задачи (в первой формулировке опе­
ратор самосопряжен, но не является положительно-определенным). 

Поэтому в некоторых случаях стандартная вариационная постановка является более 
эффективной. 

Случай области, составленной из прямоугольников, накладывает ограничение на 
гладкость решения. При наличии угла ш > шо и 126° вложение и € W2 (ft) не име­
ет места [9], поэтому обоснования проводятся в условиях дефицита гладкости решения: 
и Е И^2 + а (^)> 0 < а < 1. Это усложняет обоснование сходимости многосеточных мето­
дов, поскольку в нем существенно используются аппроксимационные свойства решений 
основной и вспомогательных задач. 

Тем не менее, обоснование полного многосеточного метода на основе У-цикла да­
ло оптимальное число арифметических операций (пропорциональное числу неизвестных 
дискретной системы) для достижения точности, обусловленной ошибкой дискретизации. 
Для каскадного алгоритма число арифметических операций оказалось почти оптималь­
ным (отличие состоит в логарифмическом множителе). Отметим, что для уравнения 
Пуассона недостаточная гладкость не сказывалась на оптимальности числа арифмети­
ческих операций каскадного алгоритма [6]. 

2. Формулировка дифференциальной задачи 

х2 

В области ft, изображенной на рисунке, с границей Г = Ui=i Гг рассмотрим задачу 
Дирихле для бигармонического уравнения 

A2u = f в ft, (1) 
u = 0 на Г, (2) 

дии = О на Г, (3) 

где dvu - производная по внешней нормали и 

/ е ь2(п). (4) 

о 
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Рис. Область П с границей 

Задача (1)-(4) имеет единственное решение и 6 
W 2

3 + a : ( f t ) с некоторым параметром а 6 (0,1) [1]. Ре­
шение удовлетворяет оценке [7] 

1М1з+а,П < C l | | / | | a _ l , n . (5) 

Норма || • Ц^п в Соболевском пространстве W^^l) с целым неотрицательным к опреде­
ляется обычным образом: 
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где /3 = (/3i,/З2) — мультииндекс с модулем = (3i+ (32- Для нецелых положительных к 
пространство W2(Cl) и норма в нем определяются интерполяцией по двум пространствам 
с соседними [к] и [к] + 1, где [к] - целая часть числа к. Для отрицательных к Е (—1,0) 
пространство W2{Q) и норма в нем являются дуальными к пространству W2

k(£l) и его 
норме соответственно. 

Перейдем к обобщенной формулировке для задачи (1)-(4) [2]: 

о 

Найти функцию и 6 И ^ П ) , такую что 

£(и ,«) = ( / , « ) п Vi/ewKn), (6) 

где билинейная форма определяется соотношением 

C(u,v) = I AuAvdx, (7) 

а пространство W2(£2) является замыканием в W 2

2(fi) множества функций из C°°(i? 2 ) 
с носителем в ft. Поскольку Г = (jf=x Г{, где отрезки Гх, Г3 и Г 5 параллельны х\, а Г 2 , 
Г4 и Гб параллельны х2, условие (3) представимо в виде 

д2и = 0 на Гх, Г 3 , Г 5 , д\и = 0 на Г 2 , Г 4 , Г 6 . 

3. Формулировка дискретной задачи 

Для построения схемы метода конечных элементов будем использовать конечные 
элементы Богнера-Фокса-Шмита [3]. Такой конечный элемент характеризуется тройкой: 
ш, <2з(о>), Ф(ш), где w - прямоугольник с вершинами а», г = 1,..., 4; QZ(LO) - пространство 
бикубических многочленов на ш, а - множество степеней свободы: 

Ф(а;) = {p(ai), дхр{<ц), 02р(ец), д\ 2рК), г = 1,... , 4 } , ре Q 3 ( ^ ) -

Размерность пространства <3з(и>) равна 16 и совпадает с числом степеней свободы. 
Обычно эти элементы называются локальными бикубическими сплайнами. 

Проведем разбиение области Q. Вначале разобьем ее на небольшое количество прямо­
угольников, проведя прямые, параллельные осям координат, так чтобы разбиение было 
согласованным, т. е. любые два прямоугольника должны либо иметь общую сторону, ли­
бо иметь общую вершину, либо не иметь общих точек. Обозначим через ho максималь­
ную из длин сторон полученных прямоугольников. Для г = 1,... ,1 положим iVj = 2% 
Ы = ho/Ni и разобьем каждый прямоугольник на Nf равных прямоугольников. Обо­
значим множество всех вершин полученного разбиения через f2j и введем Qi — fijllfil. 
Обозначим через щ число точек множества JV 

Для каждого узла у Е ftj построим базисные функции </з̂ - £ И^2(П), 3 = l ; - - - , 4 , 
удовлетворяющие следующим условиям: 
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(8) 

(fyj £ <5з(ш)) J = 1,..., 4, на любом прямоугольнике ш г-го разбиения; 

ipyl(y) = 1, dliPyl(y) = д2(Ру2(у) = д12<Ру1(у) = о, 

dl<Py2(y) = l, <Ру2(у) = д2ру2(у) = д12<Ру2(у)=0, 

d2<py3(y) = h ^ З ( У ) = 9wyM = dl2<pyZ{y) = О, 

3 1 2 ^ 4 Ы = 1, ^4(y) = 9i^4(y) = ^ 4 ( y ) = 0, 

fyj(x) = д^у^х) = З^ОО = o\ 2<4j(z) = О V x £ ft; : ж ф у, j = 1 , . . . , 4. 

Обозначим через Н% линейную оболочку функций (pyj, у £ ft;, j = 1 , . . . , 4. Функции 
из .£Р не только непрерывны, но имеют непрерывные первые производные, т.е. Нг С 

СЦЩПХТЦП) [3]. 
Кроме того, для функций пространства if 8 справедливы следующие свойства [3]. 

Аппроксимация. Для любой функции и £ W2*(ft) П W 2 (f t) , 2 < s < 4, найдется w £ Hl 

такая, что 

||« - t«||o,n + М « ~ H l i ,n + h2iWu ~ Hh.f i < c*hl\\u\\sM. (9) 

Обратное неравенство. Для любой функции w £ Нг справедливо неравенство 

IM l2 , n < c 7 i r 2 Nlo , P . . (Ю) 

Здесь и далее буквой с будут обозначаться константы, не зависящие от hi и функций, 
стоящих в правой части неравенства. 

о 

Рассмотрим задачу (6) на подпространстве HlCW2(Q)- Получим дискретную задачу: 

Найти щ £ Нг, такую что 
ад,«) = ( / , « ) п V u e t f V (11) 

Обозначим через Mi пространство размерности Ащ, состоящее из векторов w с компо­
нентами w(x,j), х £ ftj, j = 1,. . . ,4. Тогда задача (11) эквивалентна системе линейных 
алгебраических уравнений 

Lm = fu (12) 
где Vi £ Mi - вектор неизвестных с компонентами Vi(y,k), у £ ftj, k = 1 , . . . , 4; / ; Е М; -
вектор правой части с компонентами fi(x, j) = (/, <рг

х^)п, х £ ftj, j = 1 , . . . , 4; Li - матрица 
размером Ащ х Ащ с элементами 

Li(x,j; у,к) = £{<pl

xj, (рг

ук), х,у£П{, j,k = l,...,A. (13) 

На основании (7) матрица симметрична. Поскольку билинейная форма С положительно 
определена [2], то матрица Li также положительно определена и, следовательно, является 
невырожденной. 

Произвольному вектору v £ Mi поставим в соответствие восполнение в Нг: 

4 _ 

На основании (8) 

v(y,l) = v(y), v{y,2) = div(y), v(y,3) = d2v(y), v(y,A) = d12v(y), у £ ft;. (15) 

http://Hh.fi
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Таким образом, мы определили изоморфизм v = iv(v) между векторами v £ М; и 
функциями v Е Нг. 

Подпространства Нг обладают свойством вложенности if* С Н1+1 [2], т.е. любая 
базисная функция (рг

х^ £ Нг является линейной комбинацией базисных функций (р7^1 £ 
Нг+1. 

Е Е я й Ж 1 - ( 1 6 ) 

Базисная функция ipl

xj соответствует узлу х £ ft; и отлична от нуля только на четырех 
прямоугольниках i-го разбиения, для которых этот узел является вершиной. Поэтому 
большинство коэффициентов /3* ̂ * f c в (16) равны нулю. Число ненулевых коэффициентов 
в (16) не зависит от г и равно 29 [2]. 

Введем оператор интерполяции 7; : М; —>• Mj+i. Пусть v - произвольный вектор из 
М;. Тогда компоненты вектора w = I;u определяются по формуле 

4 

«>(v,fc) = Е Е и ( г >Я/Щк> yefti+i, fc = i , . . . ,4, 
a;eS7; j = l 

с коэффициентами /3£j"*fc

 и з (16). Отметим, что восполнения векторов v и w совпадают, 
то есть v = w. Таким образом, оператор / ; соответствует тождественному оператору на 
подпространстве Н%. 

Введем также оператор проектирования R4+1 : M; + i - » М;. Для вектора w £ M ; + i 
компоненты вектора и = i l ;+ iUJ вычисляются по формуле 

4 

2 / 6 ^ 1 + 1 fe=i 

Введем энергетическую норму для функций 

\\\v\\\n = c(v,v)1/2, vewKn). 
Для функций из W 2 ( ^ ) о н а эквивалентна норме || • Цг.п [3]: 

С2||«| |2 ,п < I N I I f i < c 3||«|| 2 >n, v £ ТУКА). (17) 

Введем также скалярное произведение и нормы для векторов: 

4 

= Е E ' ^ ' W 1 ! J ) I ими!'* = ( L i v > v ) ¥ 2 , v,w<EMi, 
x£Qij=l 

где s £ (—00,00). Для простоты обозначим 

N1* = IIMIli0), INIiHIMIli4, « е м , 
На основании (14) и (15) для изоморфной пары v £ М;, г; £ Нг имеем 

IIMIIi = INIn- (18) 
Из (17) и (18) следует, что норма ||г5||2,п эквивалентна норме |||г>|||;: 
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Норма ||v||o,n эквивалентна норме \\v\\i с множителем h{ [2, теорема 6.3]: 

C4^i||«| |i < \\v\\o,a < c5hi\\v\\i. (20) 

Лемма 1 . Для изоморфной пары v = тт(й) G Mi, v G Нг, имеют место неравенства 

c e ^ l M l f < ||*||з.,п < сг^-ЦМН^, * 6 (0,1). (21) 

Доказательство. Эквивалентность норм конечномерных пространств является оче­
видным фактом. Но наша цель состоит в достижении оценок (21) с константами Сб ,С7 , 

не зависящими от размерности этих пространств. Сначала докажем левую часть нера­
венств (21). Для этого используем [8, гл. 1, теорема 5.1]. Пусть конечномерные простран­
ства X и Y состоят из элементов Нг, но оснащены нормами || • ||2,п и || • ||о,п соответствен­
но. Тогда интерполяционное пространство [X, Y]\-s тоже состоит из элементов Нг, но 
обладает нормой || • ||2S,n- И пусть векторные пространства X и У состоят из элемен­
тов Mi, но снабжены нормами ||| • |||; и hi\\ • ||; соответственно. Тогда интерполяционное 
пространство |Vt,y]i-s тоже состоит из элементов Mj, но снабжено нормой • ||||*^. 

Рассмотрим оператор п : Нг —> М;. Он является линейным оператором, ограничен­
ным как при действии из Y в У, так и из X в X. В самом деле, для произвольной функции 
й G Y на основании (20) имеем 

\\ттй\\у = hi\\iru\\i < с71\\й\\0,п = с71\\й\\у (22) 
и 

I M U = ИМИ* < сз||й||2,п = c 3 | | « | U . (23) 
В соответствии с указанной теоремой 5.1 оператор 7г будет ограниченным-при действии 
из [X, Y"]i_s в [Vt,y]x_e V s G (0,1) с константой cs тах{сз , c j 1 } , где 

= ( / ( H 1 / 2 ( l - S ) + i ) ^ 

Ясно, что последний интеграл конечен при любом s G (0,1). Положим Сб=с 8 тах{сз , с 4

 г } . 
Видно, что Сб не зависит от размерности пространств X, Y, X, У. В итоге имеем 

что доказывает левую часть (21). 
Правая часть (21) доказывается аналогично с помощью оператора 7 Г - 1 . • 

Приведем результат, характеризующий сходимость решения системы Бубнова-
Галеркина к точному решению [2, 3]. 

Лемма 2 . Задача (11) имеет единственное решение, удовлетворяющее оценке 

| | | u - u | b < c 8 / 4 + a | | / | | a _ x , n . (24) 

Отметим, что собственные числа матрицы L; удовлетворяют неравенству [2]: 

0<\*<c9h2 V« = 1 , ( 2 5 ) 

где А? - максимальное собственное число матрицы Li. 
Итак, на последовательности сеток fi;, г = 0,1,. • • , 1 , мы получили последователь­

ность задач: 

Для заданного fi G М; найти вектор Vi G Mi, такой что 

Lm = U (26) 
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Наша цель состоит в решении задачи (26) при i = /. Для этого мы используем два 
варианта многосеточных методов (каскадный алгоритм и многосеточный алгоритм с 
использованием симметричного V-цикла) и докажем их сходимость. 

4. Формулировка каскадного алгоритма 

Каскадный алгоритм состоит в последовательном решении задач (26). При i = О 
число уравнений в (26) невелико, и задача решается прямым методом. На более мел­
ких сетках приближенные решения получают итерационным методом. Сформулируем 
каскадный алгоритм с некоторым абстрактным итерационным процессом Si (сглажива-
телем). 

Каскадный алгоритм: 

1. щ = L^fo; 
2. для i = 1,2,.. . , / цикл { 

2.1. Wi = i i _ i U j _ i ; 

2.2. полагаем щ = Si(Li,Wi, fi);}-

В качестве сглаживателя рассмотрим два итерационных процесса. 
Метод сопряженных градиентов (ггц итераций); процедура Si(Li,W{, fi): 

3. уо = Wi; po = r0 = fi - Liyo; а0 = (ro,ro)»; 
4. для к = 1,2,.. . , т ; цикл { 

если <7fc_i = 0, то ymi = yk-i и перейти на 5; 

afc-i = o~k-i/(pk-i,Lipk_i)i] 
Ук = Ук-г + ctk-iPk-i; (27) 
гк = Гк-i ~ ak-iLipk-i; 

о~к = {rk,rk)i\ Рк = fffc/cjfe-i; 

Рк = Гк+РкРк-1':} 

5. полагаем Si = ymi. 

Метод простых итераций ( т ; итераций); процедура Si(Li,Wi, fi): 

3. уо = Щ] 
4. для к = 1, 2, . . . , ТП; цикл { 

тк-! = 1/Л* • cos- 2[7r(2fc - l)/(2(2m, + 1))]; (28) 

Ук = Ук-1 - Tfc_i(Ljy f e _i - fi); } 

5. полагаем Si = y m ; . 
Здесь Л? - верхняя оценка собственных чисел А оператора Li в пространстве М;, 

то есть Li<p = \ip. В (28) она нужна в явной форме, поэтому она находится из леммы 
Гершгорина [4] и удовлетворяет неравенству 

А.* = max А < А.* < сю max А = сюА,*. (29) 
г xesp(Lt) ~ 1 ~ \esP(Li) 

В (27) в явном виде она не используется, а в теоретических выкладках ее следует 
положить равной А|, т.е. (29) выполняется с константой сю = 1. 



220 Л.В. Гилева, В.В. Шайдуров 

5. Доказательство сходимости каскадного алгоритма 

В [5] и [6] сформулирован следующий критерий сходимости: 

Существуют константы с* > 0 и j > 0, такие что V i = 1,..., I 

ЦК - h^Vi-xW^ < с * ( А * ) - 7 / 2 | | К - / .-Hi-ilUi. (30) 

Лемма 3. Критерий (30) выполняется с константами 

7 = (1 + а)/2 и с* =21+ас8с1/с6. 

Доказательство. Для произвольной функции g 6 W 2

a _ 1 ( f t ) рассмотрим вспомогатель­
ную задачу: 

Найти функцию g € W 2 . ^ ) * такую что 

£{w,v) = {g,v)n VvewliCl). (31) 

Согласно (5), ее решение удовлетворяет оценке ||Н1з+а,п ^ С 1 | Ы 1 а - 1 , Г 2 - Сформулируем 
задачу Бубнова-Галеркина для (31): 

Найти функцию t / ) j_ i € Н1^1, такую что 

С(щ-иь) = {g,v)a V u е Я * " 1 . 

Из леммы 2 следует оценка 

| | | « - ^ - 1 | | | п < С 8 ^ + в Ы | а - 1 , П . (32) 

Полагая в (31) v = щ — получим 

C(w, щ - V i - i ) = (g, щ - щ-г)п- (33) 

Учитывая, что Н1~г С Нг, из (11) получим 

с(щ,ь) = и,ь)п VveH'-1. 

Вычитая отсюда тождество 

C(vi-1,v) = (f,v)a VvelT-1, 

имеем 

£{щ - щ-uv) = 0 VveH1-1. (34) 

Полагая v = щ-i и учитывая симметричность С, вычтем последнее равенство из (33): 

£(w - - щ^х) = (д,щ - щ-г)а. (35) 

Используя неравенство Коши-Буняковского и оценку (32), получим 

\С(и}-щ-г,щ-щ-.1)\ < \\\w - - щ-!\\\п < с8п}^\\д\\а^п\\\щ ~ Vi-i\h-
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Из последнего неравенства и (35) следует, что 

\(g,Vi - Vi-l)n . l+ai l l - - III 

||3||а-1,П 

Поскольку это неравенство справедливо для любой функции д G W2

a (ft), из него 
вытекает оценка 

' IK - « i - i | | i - e ) n < 21+аф}+а\\\щ - Vi-iWlu. (36) 

На основании (21) имеем 

м- - и ^ i.(l+a)/2|i| т ц|((1-а)/2) 
| К - « i_ l | | l - e ,n > СбЩ " \\\Vi - l i - i V i - i l l ^ 

Тогда с учетом (18) из (36) следует, что 

ЦК - III!1"7) < 21+a^h]\\\vi - i i - i t^ i l l l . , где 7 = (1 + a)/2. 
Сб 

Отсюда, используя (25), получаем неравенство (30) и с* = 2 1 + а С 8 С д / с б . • 

Поскольку операторы L; симметричны, положительно определены и удовлетворяют 
условию .Li-i = I^Lili-i, то на основании [5, теорема 4.1] выполняется оценка 

Wi — щ ^ С % ( 2 т , + 1)7 -Ii-W-i 111л (37) 

где - точное решение алгебраической задачи (12), щ - его приближение, полученное 
с использованием каскадного алгоритма, rrij - число итераций в методе сопряженных 
градиентов (27) или в методе простых итераций (28) на j-том уровне. Отличие между 
этими двумя методами состоит только в разных константах с*. 

Сформулируем оценку (37) в более удобной форме. На основании (18) и (24) имеем 

UK- i i -w- iWij = H K - ^ - i l b < ] | ^ ^ - - ^ И ! ^ ч - - < c 8 ( i + з 1 - ^ " ) ^ " ! ! / ! ! ^ ! ^ . 

Поэтому мы можем переписать (37) в виде 

* h21 

ПК -uill l i < W i + 2 1 + Q ) £ f 2 m . 3

+ 1 ) 7 l l / l l « - i , n -
j = l 1 ' 

Среди этих неравенств наиболее полезна оценка, относящаяся к самому мелкому 1-му 
разбиению. Оформим ее в виде следующего утверждения. 

Теорема 1 . Для приближенного решения щ задачи (1)-(4), полученного с использова­
нием каскадного алгоритма с одним из итерационных методов (27) или (28) на каждом 
уровне j = 1,..., I, имеет место оценка 

1 h2j 

ПК - ui\h < си £ ( 2 т Д 1 ) 7 П / » а - 1 , п (38) 

с константами j = (1 + а)/2 и сц = c*cs(l + 2 1 + a ) . 
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6. Оптимизация числа операций в каскадном алгоритме 

Путем простого анализа последовательности вычислений с учетом разреженности 
матриц Li устанавливается верхняя оценка числа арифметических операций в каскадном 
алгоритме 

l 

Si < С12 Yl(mJ + cis)nj + c 14 (39) 
j=i 

с константами c\2, C13 , C14, не зависящими от rij и rrij, но разными для итерационных 
процессов (27) и (28). Ясно, что для последнего процесса эти константы существенно 
меньше. 

Поставим своей задачей выбрать число итераций mi,... , m;_i так, чтобы миними­
зировать Si как функцию от mi , . . . ,mj_i при фиксированной величине правой части 
неравенства (38). Применяя метод множителей Лагранжа, получим 

2mi + l = (2mi + 1)' 
h2-y\ 1/(7+1) 

Точное следование этому неравенству дает нецелые т ; . Поэтому выберем т ; как наи­
меньшее целое, удовлетворяющее неравенству 

/ , 2 7 \ 1/(7+1) 

2ш; + 1 > (2m i + l ) ^ ^ | ? J . (40) 

Число итераций на последнем уровне выберем как наименьшее целое, удовлетворяющее 
неравенству 

2тх + 1 > (2т, + I ) / 1 / 7 (41) 

при фиксированном т * . 

Теорема 2 . Погрешность каскадного алгоритма с mi итерациями метода сопряжен­
ных градиентов (27) или метода простых итераций (28), где ггч выбирается из условий 
(40), (41), оценивается как 

h1+a 

I N ~ Щ Ш - С 1 1 ( 2 т ф + 1 ) ( 1 + « ) / а | | / | | в - 1 ' п - ( 4 2 ) 

Для восполнения щ £ Н1 вектора щ справедлива оценка 
С П \ i , l + a i 

- U l h ^ [С* + ( 2 т . + Г)(14о)/2 ) Л«1+в11/11«-1.о- (43) 

Число арифметических операций оценивается сверху величиной 

Si < ( с 1 5 l o g 2

3 + a ) / ( 1 + Q ) щ + с 1 6 ) т . п , . (44) 

Доказательство. Для задачи Дирихле имеем 

Щ < У'1 щ. (45) 

Из построения сеток следует равенство 

hj = 2l~jhi. (46) 
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С учетом этих соотношений можем переписать (40) в виде 

2 т ; + 1 > ( 2 т г + 1 ) 2 2 ^ . (47) 

Используя это неравенство вместе с (46) и (41) в (38), получим 

1 h2j h2j 

I N - t l i l l l , < Си g ( 2m/+ 1)7 11/11а-1,П < СП {2mJ+ 1 ) 7 | |/ | |a-l,n 

= C U (2m, + l ) ( 1 + Q ) / 2 " / " a _ 1 ' n ' 

то есть имеет место оценка (42). 
На основании неравенства треугольника, эквивалентности норм (18) и оценки (24) 

приходим к неравенствам 

\\\щ - "Hln < - vj|||n + \\\vi - «|| |n < - vi\\\i + csh}+aЦ/1|a_1>n. 

Вместе с уже доказанным неравенством (42) это приводит к (43). 
Для оценки числа арифметических операций напомним, что т ; выбирается как 

наименьшее целое, удовлетворяющее (47). Поэтому 

2 ( т ; - 1 ) + 1 < ( 2 т г + 1)2 2 ( 'Л 

откуда 

т ; < ^ ( 2 т г + 1 ) 2 2 ^ ) + ^ . 

Учитывая это неравенство и соотношение (45), из (39) получим 

I 

,2 V 1 ' 2 
Si < с12 Е ( ^ ( 2 т г + 1 ) 2 2 ^ ' ) + ^ + с1гу-1Щ + см 

J ' = I 

< ^ci 2(2mj + l)Zni + ^ c x 2 Q + ci3^nj + c i 4 . 

Поскольку m; - наименьшее целое, удовлетворяющее (41), то 

mi < i ( 2 m . + l)Z 1/T + I . 

Тогда 

Si < ^ci2 ((2m* + l)llh + 2^n , + ^c 1 2 Q + С1з)п г + c 1 4 

< ^ci 2 / ( 1 + 7 ) / , 7 m.n ? 4- ̂ c 1 2 Q + ci3^ щ + ci4 

. / 5 ( 3 + a ) / ( l + a ) . 4 (I \ \ 

< I 2 C i 2 C i 7 i o g 2 Щ +-c12[- + cuj+cujm*ni, 

то есть справедлива оценка (44). • 

Из оценки (43) вытекает, что число итераций на самом верхнем уровне следует 
выбирать из условия 

си 
с» ' ( 2 т . + 1 ) ( 1 + « ) / 2 ' 
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Тогда погрешность итерационного процесса приобретает такой же порядок малости, как 
и погрешность дискретизации. Хотя константы с$ и сц неизвестны, видна независимость 
т * от числа уровней и количества неизвестных. 

Отметим, что правые части оценок (42), (43) имеют величину, обусловленную по­
грешностью дискретизации, так что дальнейшее увеличение порядка точности прибли­
женного алгебраического решения нецелесообразно. При этих условиях алгебраическая 
сложность каскадного алгоритма является почти линейной от числа неизвестных реша­
емой дискретной задачи (12) с логарифмическим множителем. Оптимальной была бы 
линейная зависимость с коэффициентами, не зависящими от щ. 

7. Формулировка многосеточного алгоритма 
с использованием симметричного V-цикла 

Начнем с формулировки алгоритма симметричного V-цикла для решения задачи (26) 
(MGj-алгоритма). Предположим, что мы имеем некоторое начальное приближение 
го° € М{ решения задачи (26). В результате получим приближенное решение wj = 
MGi{wlfi) 

MGi-алгоритм: 
Если г = 0, то полагаем 

w\ = M G o K ? , / o ) = b 0 - 1 /o , 

и Мб?о-алгоритм завершен. 
Если г > 0, то алгоритм состоит из следующих шагов: 

1. Положим «о = wi и вычислим 
ик = ul-i ~ Tk-i{LiU*k-i - fi)' k = l,...,mh 

где 
( A * ) ' 1

 C O S 2 / ? 7Г 

к ' Х c o s 2 ( 2 f c - l ) / ? - s i n 2 / 3 ' Р 2(2лц + 1)" К > 

2. Положим (7;_i = Ri(LiUm. — fi), где Ri : Mi —> M;_i - оператор проектирования. 
3. Возьмем WQ = О € Mj_i и вычислим = MGi-i(u)Q,gi-i). 
4. Положим у о = um. — Ii-iw^. 
5. Вычислим ук = Ук-i — Tk-i(Liyk-i — fi), к = 1,... , га;, где тк заданы соотношения­

ми (48). Положим w\ = MGi(w1,fi) = ym{. 

Теперь сформулируем полный многосеточный алгоритм для решения последователь­
ности задач (26). 

F MG-алгоритм: 

1. щ = L^fo; 
2. для % = 1, 2 , . . . , I цикл { 

2.1. щ = Ji_i«i_x; 
2.2. повторить М<7г-алгоритм t раз: 

щ := MGi(ui,fi); } . 
В результате мы получим щ - приближенное решение задачи (26) при г = I. 
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8. Доказательство сходимости FMG-алгоритма 

Пусть Vi Е Mi - произвольный вектор. Поскольку матрица Li невырождена, то 
существует вектор gi Е Mi, такой что «; является решением системы уравнений 

Lm = (49) 

В [2] доказано, что при выполнении условия (16) любому вектору gi Е М; соответствует 
функция д Е Нг, такая, что (49) является системой Бубнова-Галеркина для задачи 

C(vi,v) = {g,v)n V v Е Я \ 

Рассмотрим также задачу 

C(vi-1,v) = (g,vhVveHi-1. 

Таким образом, любому вектору Vi Е Mi соответствует вектор Е M;_i, который 
является решением задачи 

Li-iVi-i = gi^i, 

где <7J_I = Rigi на основании (16). Очевидно, что щ и щ-\ удовлетворяют равенству (34), 
а для векторов vi и V i - \ имеет место критерий (30). 

Сформулируем критерий сходимости: для любого вектора «г- Е Mi существуют 
константы d* > 0 и 7 > 0, такие что V г = 1,..., I 

- ii-m-iWli < <f ( \ T 7 / 2 l l k l l l f + 7 ) . (50) 

Лемма 4. Критерий (50) выполняется с константами j = (1 + ct)/2 и d* = с*. 

Доказательство. На основании эквивалентности норм (18), равенства (34), соотноше­
ния (14), симметричности матриц Li и критерия (30) имеем 

ПК' - i i - l U i - l | | | 2 = | | k - Vi-l\\\n = C{ii - Щ-!, щ - = £(Vi -

= (vi - Ii^Vi-i, LiVi)i = ( i f ~l)/2{vi - LJ 1 + 7 ) / 2 i » i ) 

< |[|^ — ̂ -î -iinr- !̂!!̂ !!̂ 1^ < ĉ ĉ )-̂ 72!!!̂  — ^ - i ^ - i | | U l l k l l l ! 1 + 7 ) -

Отсюда следует (50). • 

Зафиксируем целое г Е [1,/] и определим линейный оператор Bi : Mi —>• Mi, 
ставящий в соответствие погрешности начального приближения So = wf — Vi для 
решения задачи (26) погрешность конечной аппроксимации Si = w\ — Vi, полученной 
MGj-алгоритмом, то есть <5i = BiSo-

Введем норму для оператора В : М{ М{ 

III Dill lll-Bullli 
|||-B|||j = sup иеМ{,и^0 Ill̂ Hli 

Поскольку выполнены все условия теоремы 4.7 из [2], мы можем сформулировать 
результат, характеризующий сходимость MGj-алгоритма. 
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Теорема 3. Пусть число итераций в MGi-алгоритме удовлетворяет условию 

1 < А * Т Й £ Т Г * А V I = 2 '• ( 5 1 ) 

Тогда для оператора В{ имеет место оценка 

с константами 
а 

а* 

Из оценки (52) вытекает, что для любого числа итераций т ; погрешность прибли­
женного решения задачи (26), полученного MGj-алгоритмом, уменьшается с множите­
лем е для любого начального приближения W®, т. е. 

\\\wj - ы\\и < e\\\Wi - (53) 

где e = а/(a + oji). 
Перепишем оценку (24) в следующем виде. Для любой функции g 6 W 2

a _ 1 ( f t ) решение 
задачи Бубнова-Галеркина £(wo,v) = (g,v)a V v б Нг удовлетворяет неравенству 

\\\u-wi\\\n<cl&h]+a, (54) 

где c i 8 зависит от g и не зависит от hi. 
Рассмотрим реализацию FMG-алгоритма. Положим т / = m и выберем т ; , г = 

I — 1, . . . ,1, из условия (51). MGj-алгоритм сходится для любого т, т.е. оценка (53) 
справедлива с некоторым е(т) < 1. Зафиксируем целое т > 1 и выберем целое £, 
такое что 

£ t < 2 - ( l + a ) ( 5 5 ) 

Теорема 4. Пусть число итераций тгц выбирается из условия (51) при фиксированном 
mi = m, at удовлетворяет условию (55). Тогда при использовании FMG-алгоритма 
мы получим последовательность приближенных решений щ, i = 1,...,/, задач (26), 
которые удовлетворяют оценке 

П к - ^ | | | ; < с 1 8 Ь г

1 + а ( 1 + р ) / ( 1 - р ) , p = 2 1 + V < l , (56) 

а для их восполнений щ £ Нг справедлива оценка 

Ill«i-«|||n <cl8h}+a2/(l-p). (57) 

Доказательство. Используем индукцию по г. При г = О FMG-алгоритм дает точное 
решение задачи (26), т.е. щ = г>о, Щ — Щ. Поэтому оценка (56) выполняется с нулевой 
правой частью, а оценка (57) вытекает из (54). Теперь предположим, что справедлива 
оценка 

1Д:111г < 
а + uji 

(52) 

0 - * + 3 7 \ ( 1 - 7 ) / 7 # 

I _ j \ ( 1 - 7 ) / 7 

№ ~ 1 
3 7 ~ \ 

= ctg 2 7 (7r /2(2mi + 1)). 
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1-р 1-р' 

то из (60) следует (57). На основании (59) имеем 

П К - vi\\\i < с18И1+ае\21+^+1) = Cl8hl+a£-^j < C l 8 f c i + ° i ± i j j , 

то есть оценка (56) доказана. • 

При выборе /3i < 4 подсчет числа арифметических операций, аналогичный обоснова­
нию оценки (45), здесь дает неравенство 

Si < cigtmni. (61) 

С учетом независимости c\$tm от щ мы получаем оптимальное по порядку число ариф­
метических операций Si полного многосеточного алгоритма для достижения точности, 
обусловленной погрешностью дискретизации. Так что несмотря на недостаточную глад­
кость решения за счет специального выбора (51) числа итераций сглаживающих проце­
дур достигнута линейная алгебраическая сложность алгоритма. 
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I l k - i - «|||n < ciefcj+fd, (58) 

где d = ( l + e*)/(l — р). Она выполняется при г = 1. Докажем ее для любого г. 
Вначале оценим погрешность начального приближения wf = На основании 

(18), (58) и (54) получим 

1К ?
 - = I l k - i - щ\\\а < \\\щ-1 ~ «|||n + Ilk - «i|||n < c18{21+ad + l)h]+a. 
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\\\щ - = ПК - vi\\\i < е'|К? - WilHi < С 1 8 ^ + а е * ( 2 1 + в < / + 1). (59) 

Используя это неравенство и оценку (54), получим 

I l k - u|||n < |||й» - + - и\\\п < c18h]+ad, (60) 

то есть оценка (58) доказана для любого i. Поскольку 

J 1 + е* 2 d = - < 
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