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На основе численного моделирования исследуется эволюция одиночного сферического парового 
пузырька при внезапном повышении давления в окружающей жидкости. В расчетах использована 
математическая модель, основанная на однородности параметров внутри пузырька. Предложенная 
модель обеспечивает точное выполнение интегрального баланса энергии, за исключением кинети­
ческой энергии пара. Получены результаты по росту температуры и характеристикам тепломассо-
обменных процессов. 
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В В Е Д Е Н И Е 

П р о ц е с с ы , п р о т е к а ю щ и е п р и с ж а т и и о д и н о ч ­
н о г о п а р о в о г о и л и г а з о в о г о п у з ы р ь к а п р и п о в ы ­
ш е н и и д а в л е н и я в о к р у ж а ю щ е й ж и д к о с т и , в ч а с т ­
н о с т и р о с т т е м п е р а т у р ы в п у з ы р ь к е , д а в н о п р и ­
в л е к а ю т в н и м а н и е и с с л е д о в а т е л е й . Д л я р е ш е н и я 
э т о й з а д а ч и б ы л и п р е д л о ж е н ы р а з л и ч н ы е п о д х о ­
д ы , о т л и ч а ю щ и е с я к а к к о л и ч е с т в о м у ч и т ы в а е ­
м ы х ф и з и ч е с к и х э ф ф е к т о в , т а к и с т е п е н ь ю и х д е ­
т а л и з а ц и и . Б о л ь ш и е т р у д н о с т и в о з н и к а ю т п р и 
т е о р е т и ч е с к о м о п и с а н и и п а р о в ы х п у з ы р ь к о в , к о ­
г д а о п р е д е л я ю щ е е з н а ч е н и е и м е ю т ф а з о в ы е п е ­
р е х о д ы н а п о в е р х н о с т и п у з ы р ь к а и п р о ц е с с р а с ­
п р о с т р а н е н и я т е п л а в о к р у ж а ю щ е й ж и д к о с т и . П о 
э т о й п р и ч и н е п р о ц е с с ы , п р о т е к а ю щ и е в п а р о в ы х 
п у з ы р ь к а х , в н а с т о я щ е е в р е м я и з у ч е н ы с р а в н и ­
т е л ь н о м а л о . М а т е м а т и ч е с к и е м о д е л и , д о с т а т о ч ­
н о т о ч н о о п и с ы в а ю щ и е у к а з а н н ы е о с о б е н н о с т и 
п а р о в ы х п у з ы р ь к о в , и о т д е л ь н ы е р е з у л ь т а т ы р а с ­
ч е т о в п о э т и м м о д е л я м п р и в е д е н ы в м о н о г р а ф и ­
я х . Ц е л ь ю д а н н о й р а б о т ы я в л я ю т с я д а л ь н е й ш е е 
р а з в и т и е о д н о г о и з п о д х о д о в , п р е д л о ж е н н ы х в [1 , 
2 ] , и п р о в е д е н и е н а э т о й о с н о в е р а с ч е т о в в б о л е е 
ш и р о к о м д и а п а з о н е п а р а м е т р о в . И с п о л ь з у е м а я в 
д а н н о й р а б о т е м а т е м а т и ч е с к а я м о д е л ь я в л я е т с я 
р а с ш и р е н и е м п р е д л о ж е н н о й в [1 , 2 ] м о д е л и о д н о ­
р о д н о г о п а р о в о г о п у з ы р ь к а . Э т о р а с ш и р е н и е с о ­
с т о и т , в о - п е р в ы х , в м о д и ф и к а ц и и н е к о т о р ы х 
у р а в н е н и й д л я у ч е т а з а в и с и м о с т и т е п л о ф и з и ч е ­
с к и х с в о й с т в ж и д к о с т и о т т е м п е р а т у р ы и , в о - в т о ­
р ы х , в у т о ч н е н и и в л и я н и я ф а з о в ы х п е р е х о д о в . 
Б л а г о д а р я э т о м у м а т е м а т и ч е с к а я м о д е л ь с т а л а 
о б е с п е ч и в а т ь т о ч н о е в ы п о л н е н и е б а л а н с а э н е р ­
г и и с и с т е м ы , з а и с к л ю ч е н и е м у ч е т а к и н е т и ч е ­
с к о й э н е р г и и п а р а в п у з ы р ь к е . 

П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 
И М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я М О Д Е Л Ь 

Р а с с м о т р и м п р о ц е с с с ж а т и я с ф е р и ч е с к о г о п а ­
р о в о г о п у з ы р ь к а п р и в н е з а п н о м п о в ы ш е н и и д а в ­
л е н и я в о к р у ж а ю щ е й ж и д к о с т и . В н а ч а л ь н ы й м о ­
м е н т в р е м е н и ж и д к о с т ь и п а р в п у з ы р ь к е н а х о д и ­
л и с ь в р а в н о в е с и и и и м е л и т е м п е р а т у р у Т0. 
Ж и д к о с т ь б у д е м с ч и т а т ь н е с ж и м а е м о й , в я з к о й 
( н ь ю т о н о в с к о й ) , т е п л о п р о в о д н о й , у ч и т ы в а я п о ­
в е р х н о с т н о е н а т я ж е н и е . П р е д п о л о ж и м , ч т о к о ­
э ф ф и ц и е н т ы в я з к о с т и , т е п л о п р о в о д н о с т и и п о ­
в е р х н о с т н о г о н а т я ж е н и я з а в и с я т о т т е м п е р а т у ­
р ы . Д о п у с т и м т а к ж е , ч т о п а р в п у з ы р ь к е я в л я е т с я 
н е в я з к и м , т е п л о п р о в о д н ы м и п о д ч и н я е т с я у р а в ­
н е н и ю с о с т о я н и я с о в е р ш е н н о г о г а з а . Т е п л о е м к о ­
с т и ж и д к о с т и и п а р а б у д е м с ч и т а т ь п о с т о я н н ы м и . 
Н и ж е в в е д е м н е к о т о р ы е д о п о л н и т е л ь н ы е п р е д ­
п о л о ж е н и я . 

Д л я с л у ч а я с ф е р и ч е с к о й с и м м е т р и и у р а в н е н и е 
д в и ж е н и я и у р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и д л я н ь ю т о ­
н о в с к о й н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и м о ж н о з а п и с а т ь 
в в и д е [3] 

(ди ди\ др Эх 2( 2\lu\ ... 

т = 2 ц § * . ( 2 ) 

|V") = о. (3) 

or 
З д е с ь t,r- в р е м я и р а д и а л ь н а я к о о р д и н а т а ; и -

с к о р о с т ь ; р - п л о т н о с т ь ; р - д а в л е н и е ; (X - д и н а м и ­
ч е с к и й к о э ф ф и ц и е н т в я з к о с т и ; т = х„ - н а п р я ж е ­
н и е т р е н и я . И з у р а в н е н и я (3) с л е д у е т , ч т о п р о и з -
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в е д е н и е г 2 ^ н е з а в и с и т о т р а д и у с а . О б о з н а ч и м ч е ­
р е з R р а д и у с п у з ы р ь к а , а ч е р е з U - с к о р о с т ь 
ж и д к о с т и н а г р а н и ц е п у з ы р ь к а . О т м е т и м , ч т о п р и 
н а л и ч и и ф а з о в ы х п е р е х о д о в с к о р о с т ь ж и д к о с т и 
н а г р а н и ц е п у з ы р ь к а н е с о в п а д а е т с о с к о р о с т ь ю 
д в и ж е н и я с а м о й г р а н и ц ы . Т о г д а р е ш е н и е у р а в н е ­
н и я н е р а з р ы в н о с т и м о ж н о з а п и с а т ь в в и д е 

1 2 и = -2UR . 
г 

( 4 ) 

П о д с т а в л я я ( 2 ) в п р а в у ю ч а с т ь ( 1 ) и у ч и т ы в а я 
( 4 ) , п о л у ч и м п о с л е н е к о т о р ы х п р е о б р а з о в а н и й 

_ dp Эх \2\iUR2 

( 5 ) 

И н т е г р и р у я ( 5 ) п о р а д и у с у о т г = / ? д о г = ° ° и 
у ч и т ы в а я , ч т о х — • 0 п р и г — • °°, з а п и ш е м с л е ­
д у ю щ е е у р а в н е н и е : 

р ( 2 £ / ' 
dR DdU 
— + к—— 
dt dt PR-P. • я , 

( 6 ) 

PR - P\r=R' TR ~ T l r = « ' Q = l2UR2jiir~4dr. 
R 

З д е с ь p„ - д а в л е н и е в ж и д к о с т и н а б е с к о н е ч н о м 
у д а л е н и и о т п у з ы р ь к а , pRvixR- д а в л е н и е и н а п р я ­
ж е н и е т р е н и я в ж и д к о с т и н а г р а н и ц е п у з ы р ь к а . 

С к о р о с т ь д в и ж е н и я г р а н и ц ы п у з ы р ь к а и с к о ­
р о с т ь д в и ж е н и я ж и д к о с т и н а г р а н и ц е п у з ы р ь к а 
с в я з а н ы с о о т н о ш е н и е м 

4В. - П-1 
dt р ' 

( 7 ) 

г д е j - м а с с а п а р а , к о н д е н с и р у ю щ е г о с я в е д и н и ц у 
в р е м е н и н а е д и н и ц е п л о щ а д и п о в е р х н о с т и п у ­
з ы р ь к а . И с п о л ь з у я ( 7 ) , п р е д с т а в и м у р а в н е н и е ( 6 ) 
в в и д е 

piR7t+lu2) =
 PR-P~-*R-& + VU- ( 8 ) 

З а п и ш е м у р а в н е н и е э н е р г и и д л я о к р у ж а ю щ е й 
п у з ы р е к ж и д к о с т и 

^эе эел \д( 2лЭел . 

Ф = \2\iU2RAfb. 

( 9 ) 

З д е с ь в = Т-Т0;Т- т е м п е р а т у р а ж и д к о с т и ; Т0 -
н а ч а л ь н а я т е м п е р а т у р а ж и д к о с т и , р а в н а я т е м п е ­
р а т у р е н а б е с к о н е ч н о м у д а л е н и и о т п у з ы р ь к а ; с и 

X - у д е л ь н а я т е п л о е м к о с т ь и к о э ф ф и ц и е н т т е п л о ­
п р о в о д н о с т и ; Ф - д и с с и п а т и в н а я ф у н к ц и я . У ч и ­
т ы в а я ( 4 ) , п р е о б р а з у е м у р а в н е н и е ( 9 ) к в и д у 

( 1 0 ) 

9 / 2 „ ч 7ГГ.2Э0 д( 2л Э 0 ^ , 
ОСт-(г 0 ) + OCUR г г - = т- Г А т т - + Ф , , 
v dt dr dr\ dr) 

ф 1 = г

2ф = 1 2 ц с 7 2 / с У 4 . 
П е р е й д е м в с и с т е м у к о о р д и н а т , с в я з а н н у ю с 

п о д в и ж н о й г р а н и ц е й п у з ы р ь к а . В в е д е м н о в у ю к о ­
о р д и н а т у х = г - R(t), т о г д а п о в е р х н о с т ь п у з ы р ь к а 
б у д е т в с е г д а р а с п о л о ж е н а в н а ч а л е н о в о й к о о р д и ­
н а т ы . В н о в о й с и с т е м е к о о р д и н а т у р а в н е н и е ( 1 0 ) 
п р и н и м а е т в и д 

p c ( | « R + ^ e , ) / P c 3 i ( ( ^ - ( « + r f f ) e ) = 

( П ) 

dx^ dx) ( R + X)* 
V 

4 -

Н а ч а л ь н о е и г р а н и ч н ы е у с л о в и я д л я у р а в н е ­
н и я ( 1 1 ) 

в|, = 0 = о, в | х _ = о, э | х = 0 = 6 , ( 0 = TS-T0. 
З д е с ь и н и ж е и н д е к с о м " 5 " б у д е м о б о з н а ч а т ь 

п а р а м е т р ы н а п о в е р х н о с т и р а з д е л а ф а з . 

П р о а н а л и з и р у е м т е п е р ь п р о ц е с с ы в н у т р и п у ­
з ы р ь к а . С н а ч а л а р а с с м о т р и м о б щ и й с л у ч а й , к о ­
г д а п а р з а н и м а е т п р о и з в о л ь н ы й о б ъ е м V(t), о г р а ­
н и ч е н н ы й п о в е р х н о с т ь ю 5 ( 0 - У р а в н е н и я с о с т о я ­
н и я , э н е р г и и и н е р а з р ы в н о с т и д л я н е в я з к о г о 
с о в е р ш е н н о г о г а з а и м е ю т в и д 

p v = pvRVTV, ( 1 2 ) 

pvcp(^ + WyITv

)j = d-PX + w'ViPv-Viq\ ( 1 3 ) 

^ + v,.(pvW'-) = o. ( 1 4 ) 

З д е с ь pv, pv, TV, Rv - с о о т в е т с т в е н н о д а в л е н и е , 
п л о т н о с т ь , т е м п е р а т у р а и г а з о в а я п о с т о я н н а я п а ­
р а ; ср - т е п л о е м к о с т ь п а р а п р и п о с т о я н н о м д а в л е ­
н и и ; w', q' - к о м п о н е н т ы с к о р о с т и и т е п л о в о г о п о ­
т о к а в п а р е . У м н о ж а я ( 1 4 ) н а cPTV и с к л а д ы в а я с 
( 1 3 ) , п о л у ч и м 

(д(руТу) i \ 
-Л—^— + ViiPvW Tv) I = 

= -^- + wVipY-Viq . 

( 1 5 ) 

И с п о л ь з у я у р а в н е н и е с о с т о я н и я ( 1 2 ) и с в я з ь 
м е ж д у т е п л о е м к о с т ь ю и д е а л ь н о г о г а з а , г а з о в о й 
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п о с т о я н н о й и п о к а з а т е л е м а д и а б а т ы у , п р е о б р а ­
з у е м (15)к в и д у 

1 dpv + c.VKPvw'T-v) = wyiPv - V,V'. (16) 
y - l dt p 

И н т е г р и р у я т е п е р ь у р а в н е н и е (16) п о о б ъ е м у и 
и с п о л ь з у я т е о р е м у Г а у с с а , п о л у ч и м 

у ^ Т J l f ^ + cpjPvw'TvnjdS = 

3 (17) 

= jw'ViPydV-jqinjdS. 

V s 

П р и м е н и т е л ь н о к п у з ы р ь к у ф о р м у л а (17) п р и ­
н и м а е т в и д 

= jw^ldV-SqYS-

(18) 

З д е с ь V, S- о б ъ е м и п л о щ а д ь п о в е р х н о с т и п у ­
з ы р ь к а ; qvs - у д е л ь н ы й т е п л о в о й п о т о к о т п а р а к 
п о в е р х н о с т и п у з ы р ь к а ; ws и pvs - с к о р о с т ь и п л о т ­
н о с т ь п а р а н а п о в е р х н о с т и п у з ы р ь к а . П р о и з в е д е ­
н и е Pvsws п р е д с т а в л я е т с о б о й п о т о к м а с с ы п а р а 
ч е р е з п о в е р х н о с т ь , с о в п а д а ю щ у ю в д а н н ы й м о ­
м е н т в р е м е н и с п о в е р х н о с т ь ю п у з ы р ь к а , п о э т о м у 

dR . 
pvsws = Pvs-Jj+J- (19) 

П о д с т а в л я я (19) в (18) и п р о в е д я н е к о т о р ы е 
п р е о б р а з о в а н и я , п о л у ч и м у р а в н е н и е э н е р г и и д л я 
п а р а в в и д е 

dV 

Y - l 
(20) 

= jw^dV-Sqvs, 

г д е pvs - д а в л е н и е п а р а н а г р а н и ц е п у з ы р ь к а , J = jS. 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь у с л о в и я н а г р а н и ц е р а з д е л а 
ф а з . К а к и в п о д а в л я ю щ е м б о л ь ш и н с т в е у п р о щ е н ­
н ы х м о д е л е й , б у д е м п о л а г а т ь , ч т о н а г р а н и ц е р а з ­
д е л а ф а з д а в л е н и е и т е п л о в о й п о т о к т е р п я т р а з ­
р ы в , а т е м п е р а т у р а м е н я е т с я н е п р е р ы в н о (Tvs = Ts). 
Т о г д а , и с п о л ь з у я с о о т н о ш е н и я д л я г р а н и ц ы р а з ­
д е л а ф а з [4], м о ж н о з а п и с а т ь 

2 с т 

PR = Pvs + ^R-^-K^-wsh (21) 

/' 2о do 
q s - q v s = J v + p T - 7 t + 

+ jU(U-ws)-±jU2

+

l-jw2

s, 

Qc = T VS ' T0, 

(22) 

(23) 

(24) V = ivs-4-
З д е с ь о - к о э ф ф и ц и е н т п о в е р х н о с т н о г о н а т я ­

ж е н и я , qs - у д е л ь н ы й т е п л о в о й п о т о к о т п о в е р х ­
н о с т и п у з ы р ь к а в ж и д к о с т ь , ivs - э н т а л ь п и я п а р а 

н а п о в е р х н о с т и р а з д е л а ф а з , i* - э н т а л ь п и я ж и д ­
к о с т и п р и т е м п е р а т у р е п о в е р х н о с т и р а з д е л а ф а з 
и д а в л е н и и п а р а н а п о в е р х н о с т и ( о т м е т и м , ч т о э т а 
в е л и ч и н а н е р а в н а э н т а л ь п и и ж и д к о с т и н а п о ­
в е р х н о с т и р а з д е л а ф а з ) . И з ф о р м у л (21)—(24) с л е ­
д у е т , ч т о \|/ п р е д с т а в л я е т с о б о й т е п л о т у ф а з о в о г о 
п е р е х о д а н а п л о с к о й п о в е р х н о с т и п р и б е с к о н е ч н о 
м а л ы х с к о р о с т я х ж и д к о с т и и п а р а . 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь н е к о т о р ы е т е р м о д и н а м и ­
ч е с к и е а с п е к т ы з а д а ч и . Б у д е м с ч и т а т ь , ч т о у д е л ь ­
н ы е в н у т р е н н и е э н е р г и и и у д е л ь н ы е э н т а л ь п и и 
ж и д к о с т и и п а р а о п р е д е л я ю т с я ф о р м у л а м и 

£ = св + е 0 , / = е + р ' 

£ у = СуТу + £уо» ly = £ у + = СрТу + £.уц. 
Pv 

З д е с ь Су - т е п л о е м к о с т ь п а р а п р и п о с т о я н н о м 
о б ъ е м е . К о н с т а н т ы £ 0 и гю ( о т м е т и м , ч т о в р а с ­
с м а т р и в а е м о й з а д а ч е о д н у и з н и х м о ж н о з а д а т ь 
п р о и з в о л ь н о ) с в я з а н ы м е ж д у с о б о й ч е р е з т е п л о т у 
ф а з о в о г о п е р е х о д а . О б о з н а ч а я ч е р е з \|/ 0 т е п л о т у 
ф а з о в о г о п е р е х о д а п р и н а ч а л ь н ы х з н а ч е н и я х т е м ­
п е р а т у р ы и д а в л е н и я и и с п о л ь з у я (24), м о ж н о п о ­
л у ч и т ь 

Ev0 = е0 + у0-срТ0 + Pvo 

г д е pVQ - н а ч а л ь н о е д а в л е н и е п а р а . И с п о л ь з у я 
о б о з н а ч е н и е Qs = Ts - Т0, п р е о б р а з у е м ф о р м у л у 
(24)к в и д у 

(Pv-Pvo) 
(25) 

Ф о р м у л а (25) п о к а з ы в а е т , ч т о в р а м к а х п р е д ­
п о л о ж е н и я о п о с т о я н с т в е т е п л о е м к о с т е й т е п л о т а 
ф а з о в о г о п е р е х о д а м о ж е т п р о и з в о л ь н о з а д а в а т ь ­
с я т о л ь к о п р и о д н о м з н а ч е н и и т е м п е р а т у р ы и м е ­
н я е т с я п р и и з м е н е н и и т е м п е р а т у р ы п о о п р е д е ­
л е н н о м у з а к о н у . 

В в е д е м т е п е р ь н е к о т о р ы е д о п о л н и т е л ь н ы е 
п р е д п о л о ж е н и я . В о - п е р в ы х , б у д е м с ч и т а т ь , ч т о 
д а в л е н и е п о с т о я н н о п о о б ъ е м у п у з ы р ь к а в п л о т ь 
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д о п о в е р х н о с т и р а з д е л а ф а з (pv = pvs). Т а м , н е ­
с м о т р я н а н а л и ч и е ф а з о в ы х п е р е х о д о в , и м е е т м е ­
с т о л о к а л ь н о е т е р м о д и н а м и ч е с к о е р а в н о в е с и е 
м е ж д у п а р о м и ж и д к о с т ь ю . Э т о о з н а ч а е т , ч т о д а в ­
л е н и е п а р а в с ю д у в п у з ы р ь к е р а в н о д а в л е н и ю н а ­
с ы щ е н н ы х п а р о в п р и т е м п е р а т у р е п о в е р х н о с т и 
р а з д е л а ф а з . П р и п о с т о я н с т в е д а в л е н и я п о п р о ­
с т р а н с т в у у р а в н е н и е ( 2 0 ) м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь к 
в и д у 

1 d(pvV) dV _ 
y - l dt 

c

p J T v s . ( 2 6 ) 

Д а л е е б у д е м с ч и т а т ь , ч т о в п у з ы р ь к е т е м п е р а ­
т у р а , а с л е д о в а т е л ь н о , и п л о т н о с т ь п а р а т а к ж е 
п о с т о я н н ы п о п р о с т р а н с т в у (Tv = Tvs, QS=TV- Т0). 
Э т о о з н а ч а е т , ч т о п а р в п у з ы р ь к е я в л я е т с я н а с ы ­
щ е н н ы м п а р о м п р и т е м п е р а т у р е п о в е р х н о с т и 
р а з д е л а ф а з . 

Н а к о н е ц , в у р а в н е н и я х ( 2 1 ) , ( 2 2 ) д л я п о в е р х н о ­
с т и р а з д е л а ф а з б у д е м п р е н е б р е г а т ь с к о р о с т ь ю 
п а р а п о с р а в н е н и ю с о с к о р о с т ь ю ж и д к о с т и . Т о г д а 
э т и у р а в н е н и я п р и н и м а ю т в и д 

2 о . , , 
Ри = PV + I R - ^ - J V * 

/ 2 0 da 1 . , , 2 

( 2 7 ) 

( 2 8 ) 

И с п о л ь з у я ( 2 7 ) , ( 2 8 ) , п р е о б р а з у е м у р а в н е н и я 
( 8 ) и ( 2 6 ) к в и д у 

У р а в н е н и я ( 7 ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , ( 2 9 ) - ( 3 3 ) о б р а з у ю т з а ­
м к н у т у ю с и с т е м у и з в о с ь м и у р а в н е н и й д л я в о с ь м и 
о с н о в н ы х н е и з в е с т н ы х : U, R, pv, Tv,pv, 6 , qs,j. 

О б о з н а ч и м ч е р е з К и Е к и н е т и ч е с к у ю и в н у т ­
р е н н ю ю э н е р г и и ж и д к о с т и , ч е р е з Ev - в н у т р е н ­
н ю ю э н е р г и ю п а р а , ч е р е з Еа - п о в е р х н о с т н у ю 
э н е р г и ю и ч е р е з А - р а б о т у , с о в е р ш а е м у ю в е д и ­
н и ц у в р е м е н и в н е ш н и м д а в л е н и е м : 

К = j^pu24nr2dr, Е = Jpe4rcr2Jr, 

Ev = jpvev4Kr2dr, Еа = aS, А = ~USPoo. 
R 

Т о г д а и з у р а в н е н и й , с о с т а в л я ю щ и х и з л о ж е н ­
н у ю в ы ш е м а т е м а т и ч е с к у ю м о д е л ь , п у т е м т о ж д е ­
с т в е н н ы х м а т е м а т и ч е с к и х п р е о б р а з о в а н и й м о ж ­
н о п о л у ч и т ь в ы р а ж е н и е 

dK dE dEv dEa r r c —j- + — + — j — + —r2 = A -pUSe0. ( 3 4 ) 
dt dt dt dt 

О т м е т и м , ч т о д л я р а с с м а т р и в а е м о й з а д а ч и 
у р а в н е н и е ( 3 4 ) я в л я е т с я т о ч н ы м в ы р а ж е н и е м з а ­
к о н а с о х р а н е н и я э н е р г и и б е з у ч е т а к и н е т и ч е с к о й 
э н е р г и и п а р а . И н т е г р и р у я ( 3 4 ) п о в р е м е н и с у ч е ­
т о м н а ч а л ь н ы х у с л о в и й , м о ж н о п о л у ч и т ь п о с л е 
н е к о т о р ы х п р е о б р а з о в а н и й д р у г у ю ф о р м у д л я з а ­
к о н а с о х р а н е н и я э н е р г и и 

p [ R l t + l u 2 ) = Pv-P°°-J{-Q + Ju> (29> K + 4npcJQ(R + x)2dx + aS-a0S0 + 
PVV-PVQVQ 

y - l 

1 d(PvV) dV _ , J2a 
—\-dT + P ^ — S ^ + J"+p-R 

-S^ + ^JU2 -cpJTv, dt 2 

4s - K) 

( 3 0 ) 

( 3 1 ) 

В р а м к а х п р и н я т ы х д о п у щ е н и й у р а в н е н и е б а ­
л а н с а м а с с ы д л я п а р а в п у з ы р ь к е м о ж н о з а п и с а т ь 
в ф о р м е 

3-,<P,V) . - J . ( 3 2 ) 

Д л я з а м ы к а н и я з а д а ч и н е о б х о д и м о и с п о л ь з о ­
в а т ь к р и в у ю н а с ы щ е н и я в к а к о й - л и б о ф о р м е , н а ­
п р и м е р в в и д е м о д и ф и ц и р о в а н н о г о у р а в н е н и я 
К л а п е й р о н а - К л а у з и у с а : 

afTVpv 
dt Tv 

v( у A dpv 

+ (mv - тт)[щ - срТ0 + у ) = ( 3 5 ) 

Ро° 

= —(P(V0-V) + mv-mV0), 

г д е mv-масса п а р а в п у з ы р ь к е . В в е д е м о б о з н а ч е н и я 

F = K + 4npcJQ(R + x)2dx + 
о 

+ aS + + + РооУ, 
у _ 1 

p = ( v o - c p r 0 + ^ z £ = ) . 

Т о г д а ф о р м у л у ( 3 5 ) м о ж н о п р е д с т а в и т ь в в и д е 

PVQVO 

Y - l 
+ $mV0 + p„V0 ( 3 6 ) 
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Ql 1 1 1 1 L 

0.2 -
Ql 1 1 1 1 L 

0 0.8 1.6 2.4 3.2 4.0 4.8 5.6 
t* 

Рис. 1. Сопоставление расчетных результатов с экс­
периментальными данными. Сплошные кривые -

расчет, точки - эксперимент, г* = — ^ - , 

ра = 101384 Па, р - плотность жидкости, (а) - R0 = 
= 4.64 м м , р щ = 58562 Па, Т0 = 85°С; (б) - R 0 = 7.44 мм, 
рщ = 40153 Па, Т0 = 75.1°С; (в) - R0 = 8.89 мм, рщ = 
= 15756 П а , Г 0 = 55°С. 

З а м е т и м , ч т о п р а в а я ч а с т ь ( 3 6 ) н е з а в и с и т о т 
в р е м е н и . Э т о о з н а ч а е т , ч т о в е л и ч и н а F т а к ж е н е 
з а в и с и т о т в р е м е н и , т . е . я в л я е т с я и н т е г р а л о м с о ­
х р а н е н и я в р а м к а х р а с с м а т р и в а е м о й м о д е л и п р о ­
ц е с с а . 

О С Н О В Н Ы Е Э Л Е М Е Н Т Ы 
В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь Н О Г О А Л Г О Р И Т М А 

И Р Е З У Л Ь Т А Т Ы Р А С Ч Е Т О В 

Д л я а п п р о к с и м а ц и и и з л о ж е н н о й в ы ш е м а т е ­
м а т и ч е с к о й м о д е л и и с п о л ь з о в а л а с ь р а з н о с т н а я 
с х е м а , и м е ю щ а я в ц е л о м п е р в ы й п о р я д о к т о ч н о ­
с т и п о в р е м е н и . П о с к о л ь к у н е к о т о р ы е р а з н о с т ­
н ы е у р а в н е н и я с о д е р ж а л и б о л е е о д н о г о н е и з в е с т ­
н о г о , т о д л я н а х о ж д е н и я р е ш е н и я н а к а ж д о м ш а г е 
п о в р е м е н и п р о в о д и л и с ь и т е р а ц и и п о у д е л ь н о м у 
п о т о к у м а с с ы j. К р и т е р и е м о к о н ч а н и я и т е р а ц и й 
с л у ж и л а т о ч н о с т ь в ы п о л н е н и я р а з н о с т н о г о а н а ­
л о г а у р а в н е н и я ( 3 0 ) . 

У р а в н е н и е э н е р г и и д л я ж и д к о с т и ( 1 1 ) а п п р о к ­
с и м и р о в а л о с ь н е я в н о й р а з н о с т н о й с х е м о й и р е ­
ш а л о с ь м е т о д о м п р о г о н к и . П р и э т о м и с п о л ь з о в а ­

л и с ь н е р а в н о м е р н ы е п о п р о с т р а н с т в у с е т к и с о 
с г у щ е н и е м о к о л о г р а н и ц ы п у з ы р ь к а . 

Н е о б х о д и м о о т м е т и т ь , ч т о и с п о л ь з о в а н н ы й 
в ы ч и с л и т е л ь н ы й а л г о р и т м н е о б л а д а е т с в о й с т в о м 
к о н с е р в а т и в н о с т и , п о э т о м у р а з н о с т н ы й а н а л о г 
у р а в н е н и я ( 3 5 ) в ч и с л е н н ы х р а с ч е т а х н е в ы п о л ­
н я л с я т о ч н о . М е т о д и ч е с к и е и с с л е д о в а н и я п о к а з а ­
л и , ч т о р а с ч е т н а я в е л и ч и н а н е в я з к и и н т е г р а л ь н о ­
г о т е п л о в о г о б а л а н с а я в л я е т с я д л я р а с с м а т р и в а е ­
м о й з а д а ч и у д о б н ы м д о п о л н и т е л ь н ы м с р е д с т в о м 
к о н т р о л я в ы ч и с л и т е л ь н ы х п о г р е ш н о с т е й , с в я ­
з а н н ы х , н а п р и м е р , с в ы б о р о м с е т о к п о п р о с т р а н ­
с т в у и в р е м е н и . Р е з у л ь т а т ы , п р и в е д е н н ы е н и ж е , 
п о л у ч е н ы и з р а с ч е т о в , в к о т о р ы х у к а з а н н а я н е ­
в я з к а н е п р е в ы ш а л а н е с к о л ь к и х п р о ц е н т о в . 

Д л я а п р о б а ц и и м е т о д и к и р а с ч е т а и с п о л ь з о в а ­
л и с ь э к с п е р и м е н т ы [ 5 ] . В э т и х э к с п е р и м е н т а х и с ­
с л е д о в а л а с ь д и н а м и к а п а р о в о г о п у з ы р ь к а в в о д е 
п р и п о в ы ш е н и и в н е ш н е г о д а в л е н и я о т н а ч а л ь н о ­
г о д а в л е н и я pvo д о а т м о с ф е р н о г о д а в л е н и я ра. Д и ­
н а м и к а и з м е н е н и я д а в л е н и я в о в р е м е н и в э к с п е ­
р и м е н т а х р е г и с т р и р о в а л а с ь , и э т и д а н н ы е з а к л а ­
д ы в а л и с ь в р а с ч е т ы . Р е з у л ь т а т ы с о п о с т а в л е н и я 
п р и в е д е н ы н а р и с . 1 . 

П е р е й д е м т е п е р ь к р е з у л ь т а т а м м о д е л и р о в а ­
н и я п о и з л о ж е н н о й в ы ш е м о д е л и . В о в с е х р а с ч е ­
т а х р а с с м а т р и в а л а с ь э в о л ю ц и я п а р о в о г о п у з ы р ь ­
к а в в о д е . З а в и с и м о с т и т е п л о ф и з и ч е с к и х с в о й с т в 
в о д ы о т т е м п е р а т у р ы и н т е р п о л и р о в а л и с ь п о д а н ­
н ы м [ 6 ] . Н а ч а л ь н а я т е м п е р а т у р а в о в с е х р а с ч е т а х 
п р и н и м а л а с ь р а в н о й 2 9 3 К , н а ч а л ь н о е д а в л е н и е в 
п у з ы р ь к е с о о т в е т с т в о в а л о д а в л е н и ю н а с ы щ е н и я 
п р и э т о й т е м п е р а т у р е ( 2 3 3 7 П а ) . Д а в л е н и е в о к р у ­
ж а ю щ е й ж и д к о с т и п о в ы ш а л о с ь с к а ч к о о б р а з н о . 
В р а с ч е т а х в а р ь и р о в а л и с ь н а ч а л ь н ы й р а д и у с п у ­
з ы р ь к а и с к а ч о к д а в л е н и я в ж и д к о с т и . В о в с е х 
с л у ч а я х р а с ч е т ы п р е к р а щ а л и с ь , к о г д а с к о р о с т ь 
ж и д к о с т и н а г р а н и ц е п у з ы р ь к а д о с т и г а л а с к о р о ­
с т и з в у к а . 

Н а р и с . 2 п о к а з а н о и з м е н е н и е р а д и у с а п у з ы р ь ­
к о в о т в р е м е н и . К р и в ы е 1-3 с о о т в е т с т в у ю т р а з ­
л и ч н ы м н а ч а л ь н ы м р а д и у с а м п у з ы р ь к о в п р и о д и ­
н а к о в о м с к а ч к е д а в л е н и я в ж и д к о с т и , а к р и в ы е 4 , 
5 - р а з л и ч н ы м с к а ч к а м д а в л е н и я п р и о д и н а к о в ы х 
н а ч а л ь н ы х р а д и у с а х . П у т е м п р е д в а р и т е л ь н ы х м е ­
т о д и ч е с к и х э к с п е р и м е н т о в б ы л и н а й д е н ы о п т и ­
м а л ь н ы е с е т о ч н ы е п а р а м е т р ы д л я к а ж д о г о с л у ­
ч а я . К а к в и д н о и з р е з у л ь т а т о в , п о к а з а н н ы х н а 
р и с . 2 , с т е ч е н и е м в р е м е н и с к о р о с т ь п р о ц е с с а с у ­
щ е с т в е н н о у в е л и ч и в а е т с я , п о э т о м у в р а с ч е т а х и с ­
п о л ь з о в а л с я п е р е м е н н ы й ш а г п о в р е м е н и . И з м е ­
н е н и е в р е м е н н о г о ш а г а п р о и з в о д и л о с ь п о с л е д у ­
ю щ е м у а л г о р и т м у : п о с л е к а ж д о г о у м е н ь ш е н и я 
р а з м е р а п у з ы р ь к а в д в а р а з а , в р е м е н н о й ш а г 
у м е н ь ш а л с я т о ж е в д в а р а з а . Н а ч а л ь н ы е з н а ч е н и я 
в р е м е н н ы х ш а г о в и м и н и м а л ь н ы е ш а г и п р о с т р а н ­
с т в е н н о й с е т к и п р и н и м а л и с ь с л е д у ю щ и м и : At = 
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Рис. 2. Изменение радиуса пузырьков во времени: / -
Л 0 = 1СГ3 м, р„ = 10 5 Па; 2 - Л 0 = 10^* м, р„ = 10 5 Па; 
i - / f 0 = 1 0 г 5 м , р о о = 10 5 Па;4- /? 0 = КГ 4 м , / ) ^ 20000 Па; 
5 - Л 0 = Ю^ 4 м,р о о = 4000 Па. 

= 1 0 " 7 с, А х = # „ / 3 2 0 0 0 п р и R0 = 1 0 ~ 3 м ; At = 1 0 " 9 с , 
А х = / ? о / 1 6 0 0 0 п р и # 0 = 1СГ 4 м ; Л / = 1 0 " » с, А х = 
= / ? о / 8 0 0 0 п р и / ? 0 = 1 0 ~ 5 м . В о в с е х р а с ч е т а х н е в я з к а 
и н т е г р а л ь н о г о э н е р г е т и ч е с к о г о б а л а н с а н е п р е ­
в ы ш а л а 1 0 % . 

П о л у ч е н н а я в р а с ч е т а х с к о р о с т ь г р а н и ц ы п у ­
з ы р ь к а с о п о с т а в л я л а с ь с о с к о р о с т ь ю , р а с с ч и т а н ­
н о й п о ф о р м у л е Р э л е я : 

Ф о р м у л а Р э л е я я в л я е т с я т о ч н ы м р е ш е н и е м 
р а с с м а т р и в а е м о й з а д а ч и п р и у с л о в и и п о с т о я н с т в а 
д а в л е н и я в п у з ы р ь к е и б е з у ч е т а п о в е р х н о с т н о г о 
н а т я ж е н и я и в я з к о с т и ж и д к о с т и . О т м е т и м , ч т о в 
р а с ч е т е , к о т о р о м у с о о т в е т с т в у е т к р и в а я 5 , о т л и ­
ч и е в с к о р о с т я х с о с т а в л я л о о к о л о 2 0 % , а в о в с е х 
о с т а л ь н ы х с л у ч а я х - с у щ е с т в е н н о м е н ь ш е ( н е ­
с к о л ь к о п р о ц е н т о в ) . 

Н а р и с . 3 п о к а з а н а з а в и с и м о с т ь п р и р о с т а т е м ­
п е р а т у р ы в п у з ы р ь к е о т с т е п е н и с ж а т и я (RQ/R) 
п р и р а з л и ч н ы х н а ч а л ь н ы х у с л о в и я х . К а к в и д н о , 
п р и о д н о й и т о й ж е с т е п е н и с ж а т и я п р и р о с т т е м ­
п е р а т у р ы т е м в ы ш е , ч е м б о л ь ш е н а ч а л ь н ы й р а ­
д и у с п у з ы р ь к а и с к а ч о к д а в л е н и я в ж и д к о с т и . П р и 
с ж а т и и п у з ы р ь к а п р и б л и з и т е л ь н о в 3 0 р а з м а к с и ­
м а л ь н ы й п р и р о с т т е м п е р а т у р ы в п р о в е д е н н ы х 
р а с ч е т а х с о с т а в и л о к о л о 5 0 К . И н т е р е с н о с р а в -

; Л И Р О В А Н И Е Э В О Л Ю Ц И И 97 

0 20 40 60 80 100 
R0/R 

Рис. 3. Температура внутри парового пузырька: 1-5 -
как на рис. 2. 

н и т ь э т у в е л и ч и н у с п р и р о с т о м т е м п е р а т у р ы п р и 
а д и а б а т и ч е с к о м с ж а т и и п у з ы р ь к а , т . е . п р и п о л ­
н о м о т с у т с т в и и т е п л о м а с с о о б м е н а м е ж д у п а р о м в 
п у з ы р ь к е и о к р у ж а ю щ е й ж и д к о с т ь ю . Л е г к о п о ­
к а з а т ь , ч т о п р и а д и а б а т и ч е с к о м с ж а т и и п у з ы р ь к а 
в 3 0 р а з и н а ч а л ь н о й т е м п е р а т у р е 2 9 0 К , т е м п е р а т у ­
р а д о л ж н а п о в ы с и т ь с я п р и б л и з и т е л ь н о д о 8 5 0 0 К . 

qs, 10 8, Вт/м 2 

4 г 

Рис. 4. Удельный тепловой поток от поверхности раз­
дела фаз к жидкости: 1-5 - как на рис. 2. 
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у, кг/(м 2 с) Т - Т 0 , К 
100 6 

Т а к о е б о л ь ш о е (на два порядка) различие в при­
росте т е м п е р а т у р ы у к а з ы в а е т на о п р е д е л я ю щ у ю 
р о л ь процессов т е п л о м а с с о о б м е н а в рассматрива­
емой задаче . 

З а в и с и м о с т ь п а р а м е т р о в тепломассообмена 
(удельного т е п л о в о г о п о т о к а qs и удельного мас­
сового п о т о к а на к о н д е н с а ц и ю J) от степени сжа­
тия п о к а з а н а на рис. 4, 5. О т м е т и м , что ф о р м а и 
о т н о с и т е л ь н о е р а с п о л о ж е н и е соответствующих 
к р и в ы х на обоих г р а ф и к а х сходно между собой, 
т .е . т е п л о в о й и массовый потоки к о р р е л и р у ю т 
друг с другом. С о г л а с н о у р а в н е н и ю ( 2 8 ) т епловой 
поток qs п р е д с т а в л я е т сумму нескольких состав­
л я ю щ и х , одним из к о т о р ы х является произведе­
ние jy. И з р е з у л ь т а т о в , приведенных на рис. 4, 5, 
м о ж н о з а к л ю ч и т ь , ч т о для степеней сжатия , 
близких к м а к с и м а л ь н ы м , величинау'\|/ составляет 
п р и б л и з и т е л ь н о 6 0 % о т в е л и ч и н ы qs. Э т о означа­
ет, ч т о основной вклад в прогрев жидкости дает 
т е п л о конденсации. 

Ч т о касается к о р р е л я ц и и прироста температу­
р ы с в е л и ч и н о й т е п л о в о г о потока , то м о ж н о от ­
метить с л е д у ю щ у ю особенность : относительное 
р а с п о л о ж е н и е с о о т в е т с т в у ю щ и х кривых на рис. 3 
и 4 одинаково , за и с к л ю ч е н и е м кривой 3. Т о ч н е е , 
прирост т е м п е р а т у р ы для случая, которому соот­
ветствует к р и в а я 3, м е н ь ш е , чем для случаев, к о ­
т о р ы м с о о т в е т с т в у ю т к р и в ы е 4,5, хотя т е п л о в о й 
поток при э т о м б о л ь ш е . В о з м о ж н о , отмеченная 
особенность является проявлением сферической 

с и м м е т р и и задачи, п о с к о л ь к у к р и в а я 3 соответ ­
ствует случаю сжатия п у з ы р ь к а с м и н и м а л ь н ы м 
н а ч а л ь н ы м радиусом. 

Рис. 6 и л л ю с т р и р у е т т е м п е р а т у р н о е п о л е в 
ж и д к о с т и о к о л о п у з ы р ь к а п р и р а з н ы х степенях 
с ж а т и я для одного из р а с с м о т р е н н ы х случаев 
(R0 = 1 С И м, = 2 0 0 0 0 П а ) . К а к в и д н о из рисунка , 
а б с о л ю т н а я т о л щ и н а п р о г р е т о г о слоя ж и д к о с т и 
о к о л о п у з ы р ь к а при у в е л и ч е н и и степени с ж а т и я 
о т 1 0 до 3 0 изменяется м а л о и с о с т а в л я е т прибли­
з и т е л ь н о 3 х Ю - 5 м. О т м е т и м , ч т о при RJR = 1 0 т е ­
к у щ и й радиус п у з ы р ь к а с о с т а в л я е т 1 0 ~ 5 м. С л е д о ­
в а т е л ь н о , относительная ( о т н е с е н н а я к т е к у щ е м у 
радиусу пузырька ) т о л щ и н а п р о г р е т о г о слоя ж и д ­
кости равна п р и б л и з и т е л ь н о 3R, тогда к а к при 
RQ/R = 3 0 т е к у щ и й радиус п у з ы р ь к а с о с т а в л я е т 
Ю - 6 м, а относительная т о л щ и н а п р о г р е т о г о слоя -
о к о л о 9R. 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

П р е д л о ж е н а м а т е м а т и ч е с к а я м о д е л ь для чис­
л е н н о г о моделирования п р о ц е с с о в , п р о т е к а ю щ и х 
при э в о л ю ц и и одиночного с ф е р и ч е с к о г о п а р о в о ­
го п у з ы р ь к а в б е з г р а н и ч н о й ж и д к о с т и . М о д е л ь 
основана на п р е д п о л о ж е н и и о б о д н о р о д н о с т и па­
р а м е т р о в по о б ъ е м у п у з ы р ь к а . О с о б е н н о с т ь ю 
п р е д л о ж е н н о й модели я в л я е т с я т о ч н о е в ы п о л н е ­
ние интегрального баланса э н е р г и и , в к л ю ч а ю щ е ­
го в себя к и н е т и ч е с к у ю и в н у т р е н н ю ю энергии 
ж и д к о с т и , в н у т р е н н ю ю э н е р г и ю п а р а и поверх-
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н о с т н у ю э н е р г и ю . П р о в е д е н о ч и с л е н н о е м о д е л и ­
р о в а н и е п р о ц е с с а с ж а т и я п а р о в о г о п у з ы р ь к а в в о ­
д е п р и в н е з а п н о м п о в ы ш е н и и в н е ш н е г о д а в л е н и я . 
П о к а з а н о , ч т о у ч е т ф а з о в ы х п е р е х о д о в и т е п л о ­
о б м е н а с о к р у ж а ю щ е й ж и д к о с т ь ю п р и в о д и т к 
п р и р о с т а м т е м п е р а т у р ы в п у з ы р ь к е п р и б л и з и ­
т е л ь н о н а д в а п о р я д к а м е н ь ш и м , ч е м п р и а д и а б а ­
т и ч е с к о м с ж а т и и п у з ы р ь к а б е з у ч е т а и з м е н е н и я 
м а с с ы п а р а з а с ч е т к о н д е н с а ц и и . П о л у ч е н ы д а н ­
н ы е о в л и я н и и н а о с н о в н ы е п а р а м е т р ы п р о ц е с с а 
н а ч а л ь н о г о р а д и у с а п у з ы р ь к а и в е л и ч и н ы п о в ы ­
ш е н и я д а в л е н и я в о к р у ж а ю щ е й ж и д к о с т и . 

С т а т ь я п о д г о т о в л е н а п о м а т е р и а л а м , п о л у ч е н ­
н ы м п р и п о д д е р ж к е Р Ф Ф И ( ф а н т № 0 5 - 0 8 - 1 8 0 0 4 - а ) . 
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