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Настоящая работа состоит из двух частей. В первой 
из них используется следующая теорема (см. также [1]). 

ТЕОРЕМА 1 [2, теорема 2]. Пусть Р — р-группа 
ступени нильпотентности не выше р —- 1. Тогда на мно­
жестве Р можно определить новую операцию « о » , вер-
балъно выражающуюся через старую и превращающую мно­
жество Р в абелеву группу Р. Операция « о » имеет вид 

X о у = X-y-TlCii, ( 1 ) 

где Cf — коммутаторы веса > 2 , а знаменатели рацио­
нальных чисел at не делятся на р. (В выражении (1 ) справа 
умножение в группе Р.) 

Во второй части строятся примеры, показывающие, 
что результат основной теоремы работы [1 ] не может быть 
распространен на случай регулярных р-групп. 

Этот же пример является отрицательным ответом на 
вопрос Гроувза [2] о вербально абелевых и F-регулярных 
р-группах. 

Теорема 1 в несколько более общей форме была дока­
зана Гроувзом в работе [2]. Там же он доказал, что конеч­
ные вербально абелевы р-группы (см. [3]) F-регулярны, 
т. е. регулярны вместе со всеми своими прямыми степе­
нями (см. [4]) . Группы, построенные во второй части ра­
боты, F-регулярны, так как они периода р1 но не вербаль­
но абелевы. Последнее вытекает из доказательства теоре­
мы 2. 
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Отметим, что теорема 1 фактически содержится в ра­
боте [5] Лазара, который в 1954 году доказал категорную 
изоморфность категории всех групп, нильпотентных сту­
пени < > , в которых однозначно извлекаются корни 
к-ж степени для всех к ^ с, и категории всех колец Ли, 
нильпотентных ступени и ^-делимых, как абелевы 
группы, для всех к <^ с. Метод доказательства Лазара 
состоял в обращении формулы Кэмпбелла — Хаусдорфа. 
Точно так же можно доказать и теорему 1, при этом огра­
ничение на ступень нильпотентности естественно связано 
с делимостью на р знаменателей коэффициентов при чле­
нах веса > р в формуле Кэмпбелла — Хаусдорфа при 
записи в явном виде. Поэтому, а также в связи с приме­
рами из второй части этой работы, вербальная абелевость 
представляется связанной со ступенью нильпотентности 
группы, а не с У-регулярностыо. 

Перейдем к применениям теоремы 1. Тот факт, что 
новая операция определяется через старую вербально, 
позволяет считать любой автоморфизм первоначальной 
группы автоморфизмом вновь полученной группы, при 
этом действие его на элементах групп, как на множествах, 
одно и то же. Для случая 2-ступенно нильпотентных групп 
эта идея возникла в работе Бэра [6]. Она была также 
использована в работе Бендера [7], обобщившего резуль­
тат Томпсона [8, теорема 2] . 

Первым примером применения теоремы 1 служит 
простое доказательство основного результата работы [1] 
о неподвижных точках р-автоморфизмов, действующих 
на р-группах. 

ТЕОРЕМА 2 [1], Пусть А — р-группа автоморфизмов 
р-группы Р, ступень ниль потентности которой не пре­
восходит р — 1. Если V = Р/Ф (Р) является свободным 
2рА~модулем, то Ср (А) накрывает Су (А), т. е. 

СР (А)Ф (Р)/Ф (Р) = Cv (А). 

Второй пример составляет 
ТЕОРЕМА 3. Пусть А — р-группа автоморфизмов 

р-разрешимой группы G, силовские р-подгруппы которой 
нильпотентны ступени ^р — 1. Если Qt и Q2 — две 
холловы А-инвариантные р'-подгруппы из G, то они сопря­
жены элементам из Со (А). 

В работе [1] эта теорема была доказана при условии 
коммутативности группы А. 



Примеры из работы. [9] показывают, что ограничения 
на ступень нильпотентности в формулировке теорем 2 и 3 
не могут быть ослаблены. Более того, они показывают, 
что ограничение на ступень нильпотентности не улуч­
шаемо и в формулировке теоремы 1. 

Далее, (р — 1)-ступенно нильпотентные р-группы регу­
лярны. Поэтому возник записанный в [10] вопрос: нельзя 
ли в формулировке теоремы 2 ограничиться требованием 
регулярности группы Р? Во второй части настоящей 
работы на основе примеров из работы [9] строятся при­
меры регулярных групп Р (более того, метабелевых групп 
периода р ступени нильпотентности р) , для которых 
теорема 2 неверна. 

1. Доказательство теорем 2 и 3. Д о к а з а т е л ь ­
с т в о т е о р е м ы 2 . Без потери общности можно счи­
тать порядок группы А равным р , а модуль V — одно­
мерным (см. [8, 1J). Пусть А = <ф>. Тогда для некоторого 
Ж Ё Р элементы х, . . х^"1 составляют базис 
Zp-модуля V. Очевидно, что образ их произведе­
ния в Р/Ф (Р) порождает Су {А). Рассмотрим группу 
Р = (Р, о ) в соответствии с теоремой 1. Группу А можно 
считать группой автоморфизмов группы Р, действующей 
на множестве Р по-старому. Ясно, что х ° # Ф о . . . о х^"1 ЕЕ 
ЕЕ Ср (А). Но Ср (А) и СР (А) совпадают как множества, 
а из вида (1) операции « о » ясно, что в факторе Р/Ф (Р) 
элемент х о # Ф О . . . о Ф 3 9 " " 1 равен элементу х • х^ «... -х^'1-
Таким образом, элемент # О # Ф 0 . . . о х^р~г является 
искомой неподвижной точкой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Дословное 
повторение рассуждений со страницы 701 работы [1 ] по­
казывает, что в минимальном контрпримере Р <]PQ=G, 
причем группа А точно действует на g-группе Qx, а группа 
QXA точно действует на Р. При этом [PQxl ~ Р, так что 
Ср (<?) < Ф (Р). 

Заметим, что в случае абелевой группы Р утверждение 
теоремы 3 тривиально. 

Далее, пусть Q2 = Q* для х ЕЕ Р. Группа Qx А -инва­
риантна, и легко проверить, что А-инвариантность группы 
Qi для х ЕЕ G эквивалентна тому, что [ а Г 1 , А] <^ CQ 
С другой стороны, заключение теоремы эквивалентно на­
личию элемента из Ср (А) в смежном классе СР {Qi)x. 
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В минимальном контрпримере пересечение С г (А) со смеж­
ным классом Ф (Р) х пусто, иначе все сводится к группе 
Ф (P)Q% меньшего порядка. 

Пусть теперь N — некоторая минимальная ( ^ - и н в а ­
риантная подгруппа из Z (Р). Всюду далее черта обозна­
чает переход к образу в фактор-группе PQ±AIN. Группы 
Qx и Qi -А-инвариантны, и поэтому, в силу минимальности 
рассматриваемого примера, для некоторого g ЕЕ Ср (А) 

Qi = <7i- Отсюда следует, что группа Qf сопряжена с Q* 
элементом п из N, т. е. Qfn = Q\ для п ^ N. Ввиду 
А -инвариантности группы Q\ имеем [ ^ ~ 1 - / ? Г 1 , А] <; С г (Qi), 
а так как [g, А] = Т, то получаем, что [ g - 1 - 7 г - 1 , А] <^ 
< СР (Qi) П N. Если СР (Qx) f) N = 1, то элемент 
g~1n~1, а значит и #7?, лежит в Ср (А) и является искомой 
неподвижной точкой. Поэтому можно считать, что 
Cp{Qi) Г) N Ф 1, а следовательно, ввиду минимально­
сти N, СР (Q^ > N. Ясно, что можно считать х = gn, 
так что для любого а ЕЕ А ха = ш , т ЕЕ Z (Р) f ) Ср ((^j). 

Рассмотрим теперь в соответствии с теоремой 1 группу 
Р = (Р, о ) и ее группу автоморфизмов QXA, действую­
щую на Р, как на множестве, по-старому. Из вида (1) 
операции « о » следует, что, как и раньше, [ х - 1 , А) <, 
< Ср (Q±), так как 

[ х - 1 , а] = х о (х~1)а = х-х'^-тГ1 = //г"1. 

Поэтому снова группа ()* Л-инвариантна. Но из справед­
ливости теоремы 3 в случае абелевой группы Р вытекает, 
что в смежном классе Cp(Q1) ° х есть элемент из Ср (А). 
Из вида (1) операции « о » следует, что этот элемент будет 
лежать в смежном классе Ф (Р)-х (в группе Р) , что и 
составляет противоречие, завершающее доказательство 
теоремы 3. 

2. Требования регулярности группы Р в формулировке 
теоремы 2 недостаточно. 

ТЕОРЕМА 4. Существует метабелева группа Р перио­
да р и ступени нильпотентности р, допускающая авто­
морфизм ф порядка р, который свободно действует на 
Р/Ф (Р), причем 

Ci>mP)(<?) ФСГ (ср)Ф (Р)/Ф (Р). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Через \иг, u2J . . ик] бу­
дет обозначаться коммутатор 1[[и±, 
Пусть F — свободная нильпотентная ступени р метабе-
лева группа с р порождающими uv и2> . . ., и-р. Группа 
Рг из примера работы [9] строилась как фактор-группа 
FIN• Nv Здесь N — нормальная подгруппа из Z (F), по­
рожденная всеми базисными коммутаторами веса р, 
в записи которых есть хотя бы два одинаковых индекса, 
a N± — нормальная подгруппа, состоящая из всех элемен­
тов вида с^1' . . . -с?*, где ct — базисные коммутаторы, 
а все показатели at кратны р. В [9] доказано, что любой 
элемент так построенной группы Рг однозначно записы­
вается в виде 

с?'- . . . (2) 

где ct — все простые базисные коммутаторы, кроме тех, 
что лежат в N. Коммутаторы упорядочены стандартным 
образом (см. [11, глава 12]), a at рассматриваются как 
вычеты по модулю р. Эта конечная метабелева ^/-группа 
допускает автоморфизм р, циклически переставляющий 
образующие uv . . ир (образы элементов в фактор­
группе обозначаются так же, как и в группе). Для того 
чтобы заключение теоремы 2 имело место, т. е. чтобы 

иг-и2- . . . -ирФ (Рг) П СРг (ф) ф 0 , 
необходимо и достаточно, чтобы было разрешимо урав­
нение 

1^2* ^1? ^3) • • •» ^ р ! — Z ^Z® 

тля 2 G Z (PI)- Это доказано в [9] и следует из единствен-
то сти представления в виде (2). 

Обозначим через Р фактор-группу группы Рг по цик­
лической подгруппе из Z (Р±), порожденной произведе­
нием всех простых базисных коммутаторов веса р. Эта 
подгруппа, порожденная элементом 

[w2, 11 ̂  U^t . . », 11р\ • . . . * [Ир, W2, . . Mp-i]> 

ф-инвариантна, так что ф индуцирует автоморфизмы груп­
пы Р, который мы тоже обозначим через ср. Докажем, что 
и в этой группе в единственном неподвижном относитель­
но ф смежном классе и^щ- . . . -ир-Ф (Р) нет элемента 
из Ср (ф). Ясно, что любой элемент из Р допускает един­
ственное представление в виде с"1- . . . • cfl, где сг — те же 
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коммутаторы, что и в (2), кроме одного из Коммутаторов 
веса р, например, кроме [i 

Рассуждение, аналогичное проведенному на страни­
цах 411—412 работы [9], показывает, что существование 
элемента из Ср (ср) в смежном классе их-и2 

равносильно разрешимости уравнения 
ти9., ил, и», . . и Л = Z~XZ(P Hi 

Пусть 

z = [и, 

ир-Ф (Р) 

для z €Е Z (Р). (3) 

*р-1> 

Вычисления (см. стр. 4 1 2 работы [ 9 ] ) показывают, что 
уравнение (3) приводит к такой системе уравнений на 
числа (J2, |3з> • • •» Pp-i ( н а Д полем из р элементов): 

- 2 — 1 — 1 . . . — 1 — Т 
1—1 0 . . . 0 — 1 
0 1 — 1 . . . 0 — 1 

•р2 - * 1 " 
Рз 0 
Р4 . 

0 

0 

А - 1 . 0 

Ранг матрицы системы не больше р — 3, так как сумма 
строк с коэффициентами, равными их номерам, равна 0. 
Ранг расширенной матрицы равен р — 2. Поэтому ура­
внение (3) неразрешимо, и 

•ир-Ф(Р) П Ср( Ф ) = 0 . 

Покажем, что период группы Р равен р , и что, следо­
вательно, группа Р регулярна. Применим собирательный 
процесс (см. [11, глава 12]) к слову (щ* • И р ) р . Так 

как группа ступени р — 1 регулярна, то в записи (2) все 
коэффициенты при базисных коммутаторах веса меньше 
р кратны р. Вычисления показывают, что коэффициенты 
при базисных коммутаторах веса р сравнимы с — 1 по 
модулю р. По построению группы Р имеет место равен­
ство 

(uv ' С^р? ^1» ^ 2 ? 

Рассмотрим теперь произвольный элемент из Р. Он 
где с — элемент из Р'. Рассмот-имеет вид uL -. -иГР-с, 
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рим символы Ui\ щ% , . up3• с в качестве новых пере­
менных и применим к слову {щ1 . . . (щ^-с))v собира­
тельный процесс. Группа Р' абелева и периода р, поэтому 
из предыдущих рассуждений следует, что 

(«?••• • С))Р .= « ? ' р • . . . • u«p- i P • (и? • су • 

• ([Ц* U?', . . . , и£> • с] • . . . • [и%>. С, и ? ' , . . . , и^])~\ 
По построению группы Р это равно 

(иа/. * ) р • ([и?2> . . . , u«p. с] . . . . • [i#> • <г, Ui\ . . . , u ^ i ] ) - 1 . 

Из стандартных коммутаторных тождеств для р-ступенно 
нильпотентной группы следует, что выражение в скобках 
равно 

По построению группы Р этот элемент равен 1. 
Группа <UpP, с ) (р — 1)-ступенно нильпотентна [12, 

лемма 1, § 1 главы 6]. Поэтому по построению группы Р 
элемент щ^-с имеет порядок р. Это завершает доказатель­
ство того, что группа Р имеет период р. 

Построенная группа Р и ее автоморфизм ср составляют 
нужный нам пример. 

Новосибирский государственный Поступило 
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