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Â ðàáîòå íàéäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé äëÿ çíà÷å-

íèé äçåòà-�óíêöèè �èìàíà â íå÷¼òíûõ òî÷êàõ è ðîäñòâåííûõ ñ íèìè

÷èñåë â òåðìèíàõ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

�óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà a. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû íîâûå

èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äèãàììà-�óíêöèè Ýéëåðà ψ(a). Âîç-
íèêàþùèå èíòåãðàëû òàêîâû, ÷òî èõ ìîæíî âû÷èñëèòü â òåðìèíàõ

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ 3F2 è 4F3 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ è z = 1. Êðîìå òîãî, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëü-

íîé äðîáüþ, òî îíè ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò R(sin x, cos x), ãäå R �

äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, è ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ.

Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå àíàëîãè òåîðåìû �àóññà î çíà÷å-

íèÿõ �óíêöèè ψ(a) â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è, â ÷àñòíîñòè, åù¼ îäíî

å¼ äîêàçàòåëüñòâî.

�1. Ââåäåíèå

1.1. Ñèìâîëîì ψ(a), êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì äèãàììà-�óíêöèþ Ýéëåðà,

îïðåäåëÿåìóþ êàê ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ãàììà-�óíêöèè Ýé-

ëåðà �(a), òî åñòü ðàâåíñòâîì

ψ(a) =
�

′(a)

�(a)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìà �àóññà î çíà÷åíèÿõ äèãàììà-�óíêöèè Ýéëåðà, èíòåãðàëü-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñóìì ðÿäîâ, çíà÷åíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðè ðàöèîíàëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÍÔ (ãðàíò �20-11-20261).
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(ñì., íàïðèìåð, [1, ï. 1.8℄ èëè [2, ïðèëîæåíèå II.2℄). Èç îïðåäåëåíèÿ �óíê-

öèè ψ(a) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû

ψ(a) = −γ +
+∞
∑

k=0

( 1

k + 1
−

1

k + a

)

, (1.1)

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. (ñì., íàïðèìåð, [2, ïðèëîæåíèå II.2℄). Áëàãî-

äàðÿ �îðìóëå (1.1), äèãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà ψ(a) è å¼ ïðîèçâîäíûå �

ïîëèãàììà-�óíêöèè � øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóìì ñõî-

äÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ âèäà

+∞
∑

k=1

Qm(k)

Pn(k)
,

ãäå Qm(x) è Pn(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m è n ñîîòâåòñòâåííî è n > m+1
(ñì., íàïðèìåð, [2, ï. 5.1.24, �îðìóëà 6℄), è ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà

�àóññà î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé �óíêöèè ψ(a) â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ a â

òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé èìååò îñîáîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà �àóññà. Ïóñòü p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà

ψ

(

p

q

)

= −γ − ln(2q)−
π

2
ctg

(

pπ

q

)

− 2

[(q−1)/2]
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

q
,

ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ýòà òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ âî ìíîãèõ ñïðàâî÷íèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [2, ïðè-

ëîæåíèå II.2℄, [3, ï. 8.362, �îðìóëà 6℄ è äð.), è èçâåñòíî íåñêîëüêî å¼ äî-

êàçàòåëüñòâ, òàê, íàïðèìåð, ñõåìà êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà è íåîáõî-

äèìûå ññûëêè ïðèâåäåíû â êíèãå [1, ï. 1.7.3℄ (ñì. òàêæå [4, ïðèìåð 13(v),

ñòð. 188℄), äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî åñòü â [5, òåîðåìà 1.2.7, ñòð. 30℄. Îòìå-

òèì òàêæå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíþþ ðàáîòó [6℄, ãäå ê êëàññó ýëåìåíòàð-

íûõ �óíêöèé äîáàâëÿþòñÿ �óíêöèè Êëàóçåíà è â òåðìèíàõ ïîëó÷åííîãî

êëàññà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå �àóññà, äëÿ ïîëèãàì-

ìà-�óíêöèè.

1.2. Íàìè â ðàáîòàõ [7�9℄ ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðåäñòâàìè

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó-

÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, ïðåä-

ñòàâëåííûõ ðÿäàìè. Â �2 íàñòîÿùåé ðàáîòû, èñïîëüçóÿ ýòè ìåòîäû, ïîëó-

÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñóìì

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
,

+∞
∑

k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)
,

+∞
∑

k=1

(±1)k−1

k(k2 − a2)



88 Ê. À. ÌÈ�ÇÎÅÂ, Ò. À. ÑÀÔÎÍÎÂÀ

â òåðìèíàõ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé,

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà a (ñì. ï. 2.1, òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèå 1), è, èñïîëü-

çóÿ èõ, � ïî-âèäèìîìó, íîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äèãàììà-

�óíêöèè Ýéëåðà ψ(a) (ñì. ñëåäñòâèå 2, �îðìóëû (2.9) è (2.10)) è ðîä-

ñòâåííûõ ñ íåé �óíêöèé β(a) è ϕ(a) (ñì. ï. 2.2). Êðîìå òîãî, â �2, ï. 2.3,
ïðèâåäåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ

3F2

(1− a

2
,
1 + a

2
,
1

2
;
3

2
, 1; 1

)

, 3F2

(

1− a, 1 + a,
1

2
;
3

2
, 2; 1

)

,

4F3

(

1−
a

2
, 1 +

a

2
, 1, 1;

3

2
,
3

2
, 2; 1

)

, 4F3

(

1− a, 1 + a, 1, 1;
3

2
, 2, 2; 1

)

.

Â �3, ïîëàãàÿ, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ, èíòåãðàëû, âîçíè-

êàþùèå â �2, âû÷èñëÿþòñÿ â çàìêíóòîì âèäå â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèé (ñì. ï. 3.1). Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè òåîðåìû �àóññà äëÿ

ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñóìì (ñì. òåîðåìû 3 è 4) è åù¼ îäíî å¼ äîêàçàòåëü-

ñòâî. Êðîìå òîãî, â ï. 3.4 ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

òåõ æå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé 3F2 è 4F3 ïðè ðàöèîíàëüíûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðà a.

�2. Îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñóìì íåêîòîðûõ ðÿäîâ

2.1. Ìåòîäû ðàáîò [7�9℄, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü

ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïðè −1 < a < 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k−1)2−a2
=

1

2a cos(aπ/2)

π/2
∫

0

sin(ax)

sinx
dx, (2.1)

+∞
∑

k=1

1

(2k−1)((2k−1)2−a2)
=

1

2a2 cos(aπ/2)

π/2
∫

0

cos(ax)−cos(aπ/2)

cosx
dx, (2.2)

+∞
∑

k=1

(−1)k

k(k2−a2)
=

ln 2

a2
−

1

a2 sin(aπ)

π/2
∫

0

sin(2ax) ctg x dx, (2.3)

+∞
∑

k=1

1

k(k2 − a2)
=
ln 2

a2
−

1

a2 sin(aπ)

π/2
∫

0

(sin(aπ)− sin(2ax)) tg x dx. (2.4)

Òîæäåñòâà (2.1), (2.2) è (2.3), (2.4) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè íàøèõ áîëåå

îáùèõ òåîðåì èç ðàáîòû [8℄. Îíè òàì ñ�îðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäñòâèé 8

è 6 ñîîòâåòñòâåííî.
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Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (2.2)�(2.4) ìîæíî çàïèñàòü â íåñêîëüêî èíîì

âèäå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà ñ�îðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåãî ñëåä-

ñòâèÿ èç òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü −1 < a < 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞
∑

k=1

1

(2k−1)((2k−1)2−a2)

=
1

2a2

(

tg(aπ/2)

π/2
∫

0

sin(ax)

sinx
dx−

π/2
∫

0

1−cos(ax)

sinx
dx

)

,

(2.5)

+∞
∑

k=1

(−1)k−1k

k2−a2
=

1

a sin(aπ)

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx, (2.6)

+∞
∑

k=1

1

k(k2 − a2)

=
ln 2

a2
−

1

a2

(

π/2
∫

0

(

x−
sin(2ax)

2a

)

dx

sin2 x
+
ctg(aπ)

a

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx

)

.

(2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò èç ðàâåíñò-

âà (2.2), åñëè ó÷åñòü, ÷òî

π/2
∫

0

cos(ax)−cos(aπ/2)

cos x
dx=−2 cos

aπ

2

π/2
∫

0

sin2(ax/2)

sinx
dx+sin

aπ

2

π/2
∫

0

sin(ax)

sinx
dx,

à ñïðàâåäëèâîñòü (2.7) � èç (2.4), ïîñêîëüêó

π/2
∫

0

(sin(aπ)− sin(2ax)) tg xdx

=

π/2
∫

0

ctg xd

(

cos(aπ)

2a
−

cos(aπ − 2ax)

2a
+ x sin(aπ)

)

= sin(aπ)

π/2
∫

0

(

x−
sin(2ax)

2a

)

dx

sin2 x
+

cos(aπ)

a

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx.



90 Ê. À. ÌÈ�ÇÎÅÂ, Ò. À. ÑÀÔÎÍÎÂÀ

Ñïðàâåäëèâîñòü æå ðàâåíñòâà (2.6) ìîæíî èçâëå÷ü èç ðàâåíñòâà (2.3), åñëè

çàìåòèòü, ÷òî åãî ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

+∞
∑

k=1

(−1)k

k(k2 − a2)
=

ln 2

a2
−

1

a2

+∞
∑

k=1

(−1)k−1 k

k2 − a2
,

à ê èíòåãðàëó, ñòîÿùåìó â åãî ïðàâîé ÷àñòè, ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

π/2
∫

0

sin(2ax) ctg x dx =

π/2
∫

0

ctg xd

(

1

2a
−

cos(2ax)

2a

)

=
1

a

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx. �

2.2. Ñëåäóÿ [2, ïðèëîæåíèå II.3℄, ñèìâîëîì β(a) îáîçíà÷èì �óíêöèþ, ñâÿ-

çàííóþ ñ äèãàììà-�óíêöèé Ýéëåðà ψ(a) ðàâåíñòâîì

β(a) =
1

2

(

ψ
(1 + a

2

)

− ψ
(a

2

)

)

.

Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

β(a) =
+∞
∑

k=0

(−1)k

k + a
, (2.8)

(ñì., íàïðèìåð, [2, ïðèëîæåíèå II.3℄).

Èç òåîðåìû 1 ìîæíî èçâëå÷ü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ �óíêöèé

ψ(a) è β(a), à èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè 0 < a < 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ψ(a) = −γ− 2 ln 2−
π

2
ctg(aπ) +

1

sin(aπ)

π/2
∫

0

sin(aπ)− cos(2a− 1)x

cos x
dx (2.9)

= −γ− ln 2−
1

2a
−
π

2
ctg(aπ)+

1

sin(aπ)

π/2
∫

0

(sin(aπ)− sin(2ax)) tg x dx (2.10)

è

β(a) =
π

2 sin(aπ)
−

1

sin(aπ)

π/2
∫

0

sin(2a− 1)x

sinx
dx (2.11)

=
π

2 sin(aπ)
+

1

2a
−

1

a sin(aπ)

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx. (2.12)
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àçëàãàÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè âûðàæåíèÿ

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
,

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)
,

(−1)k−1k

k2 − a2
,

1

k(k2 − a2)

è ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâà (1.1) è (2.8), çàìåòèì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ

(2.1), (2.2), (2.6) è (2.4) â òåðìèíàõ çíà÷åíèé �óíêöèé ψ(a) è β(a) ðàâíû

1

4a

(

β
(1− a

2

)

− β
(1 + a

2

)

)

, −
1

4a2

(

2γ + 4 ln 2 + ψ
(1− a

2

)

+ ψ
(1 + a

2

)

)

,

1

2

(

β(1− a) + β(1 + a)
)

, −
1

2a2

{

2γ + ψ(1 + a) + ψ(1− a)
}

ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 è ñëåäñòâèå 1 è ìå-

íÿÿ (1 + a)/2 íà a â ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâàõ, ïîëó÷èì, ÷òî ñïðàâåäëèâû

òîæäåñòâà

β(1− a)− β(a) =
2

sin(aπ)

π/2
∫

0

sin(2a− 1)x

sinx
dx,

ψ(1 − a) + ψ(a) = −2γ − 4 ln 2 +
2

sin(aπ)

π/2
∫

0

sin(aπ)− cos(2a− 1)x

cos x
dx,

β(1 − a) + β(1 + a) =
2

a sin(aπ)

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx

è, ñîîòâåòñòâåííî,

ψ(1 + a) + ψ(1− a) = −2γ − 2ln 2 +
2

sin(aπ)

π/2
∫

0

(sin(aπ)− sin(2ax)) tg x dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê èçâåñòíî,

β(1− a) =
π

sin(πa)
− β(a), ψ(1 − a) = ψ(a) − π ctg(aπ),

β(1 + a) =
1

a
− β(a), ψ(1 + a) =

1

a
+ ψ(a)

(ñì., íàïðèìåð, [2, ïðèëîæåíèÿ II.2 è II.3℄). Ó÷òÿ ýòè �îðìóëû â ïðèâå-

ä¼ííûõ âûøå ðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâ (2.9)�(2.12).

Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî. �

Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (2.11) ïðèâåäåíà â [10, ãëàâà XII, ï. 8, ñòð. 392℄, à

�îðìóëà (2.12) � â [2, ãëàâà 2, ï. 2.5.12, �îðìóëà 27℄, à èõ äîêàçàòåëüñòâà,



92 Ê. À. ÌÈ�ÇÎÅÂ, Ò. À. ÑÀÔÎÍÎÂÀ

ïðèâåä¼ííûå çäåñü, êàê è äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ (2.9) è (2.10), ÿâëÿþòñÿ

îðèãèíàëüíûìè.

Cëåäóÿ Ñ. �àìàíóäæàíó (ñì., [4, ãëàâà 2℄), ñèìâîëîì ϕ(a) ïðè a > 1
îáîçíà÷èì �óíêöèþ

ϕ(a) = 1 + 2
+∞
∑

k=1

1

(ak)3 − ak
= 1 +

2

a3

+∞
∑

k=1

1

k(k2 − 1/a2)
.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå äëÿ �óíêöèè ϕ(a), à èìåííî:

ϕ(a) = 1 +
2

a

(

ln 2−
1

sin(π/a)

π/2
∫

0

(sin(π/a) − sin(2x/a)) tg x dx
)

. (2.13)

Ñðàâíèâàÿ äàëåå ðàâåíñòâà (2.13) è (2.10), íàõîäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè a > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ(a) = −
1

a

(

2γ + π ctg(π/a) + 2ψ(1/a)
)

.

Ñëåäñòâèå 3 â íåÿâíîì âèäå ñîäåðæèòñÿ â [4, ñì. óòâåðæäåíèå 11, ñòð. 186℄.

2.3. Ñèìâîëîì

p+1Fp(a1, a2, . . . , ap+1; b1, b2, . . . , bp; z),

êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì îáîáù¼ííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñ ïàðàìåò-

ðàìè ÷èñëèòåëÿ a1, a2, . . . , ap+1 è çíàìåíàòåëÿ b1, b2, . . . , bp è àðãóìåíòîì z
(ñì., íàïðèìåð, [5, ãëàâà 2, �îðìóëà 2.1.2℄).

Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå �îðìóëû èç òåîðèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ

ðÿäîâ

sin(ax)

a sinx
= 2F1

(1 + a

2
,
1− a

2
;
3

2
; sin2 x

)

=

+∞
∑

k=0

Ck
2k

4k(2k + 1)

k
∏

j=1

(

1−
( a

2j − 1

)2
)

sin2k x,

cos(2ax) = 2F1

(

− a, a;
1

2
; sin2 x

)

= 1− a2
+∞
∑

k=1

4k

k2Ck
2k

k−1
∏

j=1

(

1−
(a

j

)2
)

sin2k x
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(ñì., íàïðèìåð, [11, ãëàâà 15, �îðìóëû 15.4.12 è 15.4.16℄ èëè [5, ãëàâà 2,

óïðàæíåíèÿ 12 è 13℄), ãäå a � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, x∈ [0, π/2],
à ïðîèçâåäåíèå ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 1, à òàêæå èçâåñò-

íûå �îðìóëû

π/2
∫

0

sin2k+1 x dx =
4k

(2k + 1)Ck
2k

,

π/2
∫

0

sin2k x dx =
π

2

Ck
2k

4k

(ñì., íàïðèìåð, [2, ï. 2.5.3, �îðìóëà 1℄), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ãè-

ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé 3F2 è 4F3 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ ai, bi è z = 1 ñâÿçàíû ñ îïðåäåë¼ííûìè èíòåãðàëàìè, ó÷àñòâóþùèìè

â ðàâåíñòâàõ ñëåäñòâèÿ 1. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü |a| < 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

3F2

(

1− a

2
,
1 + a

2
,
1

2
;
3

2
, 1; 1

)

=
2

aπ

π/2
∫

0

sin(ax)

sinx
dx, (2.14)

4F3

(

1−
a

2
, 1 +

a

2
, 1, 1;

3

2
,
3

2
, 2; 1

)

=
2

a2

π/2
∫

0

1− cos(ax)

sinx
dx, (2.15)

3F2

(

1− a, 1 + a,
1

2
;
3

2
, 2; 1

)

=
2

a2π

π/2
∫

0

(

sin(ax)

sinx

)2

dx, (2.16)

4F3

(

1− a, 1 + a, 1, 1;
3

2
, 2, 2; 1

)

=
1

a2

π/2
∫

0

(

x−
sin(2ax)

2a

)

dx

sin2 x
. (2.17)

�3. Âîêðóã òåîðåìû �àóññà

3.1. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ,

òî åñòü a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðà-
âûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ òåîðåìû 1, çàìåíîé î÷åâèäíî ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì

îò R(sinx, cos x), ãäå R(u, v) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðå-

ìåííûõ. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

ðàâåíñòâ òåîðåìû 1, ñëåäñòâèé èç íå¼ è òåîðåìû 2 ïðè a = p/q â òåðìè-

íàõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Äàííûé ïóíêò íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿù¼í

èõ âû÷èñëåíèþ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ðà-

âåíñòâà
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sin(2nx)=22n−1 sinx cos x

n−1
∏

j=1

(

cos2 x−cos2
jπ

2n

)

, n=2, 3, . . . , (3.1)

sin(2n+1)x=22n sinx
n
∏

j=1

(

cos2 x−cos2
jπ

2n+1

)

, n=1, 2, . . . (3.2)

(ñì., íàïðèìåð, [3, ãëàâà 1, ï. 1.391, �îðìóëû 1�4℄). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

π/2
∫

0

sin(ax)

sinx
dx = 2cos

pπ

2q

q
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
pπ

2q
ln sin(2k − 1)

π

4q
(3.3)

è

π/2
∫

0

sin2(ax/2)

sinx
dx = −

1

2
ln q +

q
∑

k=1

(−1)k cos
pkπ

q
ln sin

kπ

2q

+ sin
pπ

2q

q
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
pπ

2q
ln sin(2k − 1)

π

4q
.

(3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèâ ïåðåìåííóþ x íà 2qx, íàõîäèì, ÷òî

π/2
∫

0

sin(ax)

sinx
dx = 2q

π/4q
∫

0

sin(2px)

sin(2qx)
dx. (3.5)

Ïðèìåíèâ äàëåå ðàâåíñòâî (3.1), çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé îò ïåðåìåííîé u =
cos2 x, ïîýòîìó

sin(2px)

sin(2qx)
=

q−1
∑

k=1

Ak

cos2 x− cos2 kπ
2q

,

ãäå

Ak = lim
x→ kπ

q

(cos2 x− cos2 kπ
q ) sin(2px)

sin(2qx)

=
(−1)k−1

2q
sin

kπ

q
sin

pkπ

q
, k = 1, 2 . . . , q − 1.
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Êðîìå òîãî,

π/4q
∫

0

dx

cos2 x− cos2 kπ
2q

=
1

sin kπ
q

(

ln sin(2k + 1)
π

4q
− ln sin(2k − 1)

π

4q

)

.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (3.5) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3.3).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.4). Òà æå çàìåíà ïîêà-

çûâàåò, ÷òî

π/2
∫

0

sin2(ax/2)

sinx
dx = 2q

π/4q
∫

0

sin2(px)

sin(2qx)
dx. (3.6)

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ÷èñëîì. Â ýòîì ñëó-

÷àå èç ðàâåíñòâà (3.1) ñëåäóåò, ÷òî òåïåðü (sin2(px))/(sin x cos x sin(2qx))
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé îò òîé æå ïåðåìåí-

íîé u = cos2 x. Ïîýòîìó

sin2(px)

sinx cos x sin(2qx)
=

q−1
∑

k=1

Ak

cos2 x− cos2 kπ
2q

,

ãäå

Ak =
(−1)k+1

q
sin2

pkπ

2q
, k = 1, 2 . . . , q − 1.

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñàâ (3.6) â âèäå

π/4q
∫

0

sin2(px)

sin(2qx)
dx =

q−1
∑

k=1

Ak

π/4q
∫

0

sinx cos x

cos2 x− cos2 kπ
2q

dx,

ó÷òÿ �îðìóëû äëÿ ÷èñåë Ak è òîæäåñòâà

π/4q
∫

0

sinx cos x

cos2 x− cos2 kπ
2q

dx

= ln sin
kπ

2q
−

1

2

(

ln sin(2k + 1)
π

4q
+ ln sin(2k − 1)

π

4q

)

(3.7)

è

q
∑

k=1

(−1)k ln sin
kπ

2q
=

1

2
ln q, (3.8)

ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (3.4) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
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Â ñëó÷àå, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ðàâåíñòâî (3.2) ïîêàçû-

âàåò, ÷òî �óíêöèÿ (sin2(px))/(sin x sin(2qx)) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáíî-

ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé îò u = cos x. Ïîýòîìó

sin2(px)

sinx sin(2qx)
=

A

cos x
+

q−1
∑

k=1

(

Ak

cos x− cos kπ
2q

+
Bk

cos x+ cos kπ
2q

)

,

ãäå

A =
(−1)q−1

2q
è Ak = Bk =

(−1)k−1

2q
sin2

pkπ

2q
, k = 1, 2 . . . , q − 1.

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (3.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

π/4q
∫

0

sin2(px)

sin(2qx)
dx = A

π/4q
∫

0

tg x dx+ 2

q−1
∑

k=1

Ak

π/4q
∫

0

sinx cos x

cos2 x− cos2 kπ
2q

dx.

Îñòà¼òñÿ ëèøü âû÷èñëèòü îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû, ó÷àñòâóþùèå â ïðà-

âîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, è âíîâü ó÷åñòü òîæäåñòâî (3.8) â ïîëó÷åííîì

ñîîòíîøåíèè. Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, íà íàø âçãëÿä,

ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà 2. Ïóñòü p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

q
∑

k=1

sin(2k − 1)
pπ

q
ctg(2k − 1)

π

4q
= q (3.9)

è

q
∑

k=1

sin
2pkπ

q
ctg

kπ

2q
= q − 2p. (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

sin(4px) ctg x = 1 + cos(4px) + 2

2p−1
∑

j=1

cos(2jx). (3.11)

Åñëè sinx = 0, òî x = mπ, m ∈ Z, è ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà (3.11) ðàâíà 4p è

lim
x→mπ

sin(4px) ctg x = 4p,

òî åñòü ðàâåíñòâî (3.11) ñïðàâåäëèâî. Åñëè æå sinx 6= 0, òî

sinx

(

1 + cos(4px) + 2

2p−1
∑

j=1

cos(2jx)

)
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= sinx+
1

2

(

sin(4p + 1)x− sin(4p − 1)x
)

+

2p−1
∑

j=1

(sin(2j + 1)x− sin(2j − 1)x) = sin(4px) cos x.

�àçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà sinx, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè

òîæäåñòâà (3.11) ïðè âñåõ x ∈ R.

Ïîëîæèâ x = (2k − 1)π/(4q) â (3.11), ïîëó÷èì, ÷òî

sin(2k − 1)
pπ

q
ctg(2k − 1)

π

4q
= 1 + cos(2k − 1)

pπ

q
+ 2

2p−1
∑

j=1

cos(2k − 1)
jπ

2q
,

k = 1, 2, . . . , q.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâà

q
∑

k=1

cos(2k − 1)
jπ

2q
= 0, j = 1, 2, . . . , 2p,

êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàâåíñòâà

2 sinx

q
∑

k=1

cos(2k − 1)x = sin(2qx),

ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè (3.9).

Òåïåðü äîêàæåì �îðìóëó (3.10). Ïîëîæèâ x = (kπ)/(2q) â (3.11), ïîëó-
÷èì, ÷òî

sin
2pkπ

q
ctg

kπ

2q
= 1 + cos

2pkπ

q
+ 2

2p−1
∑

j=1

cos
kjπ

q
, k = 1, 2, . . . , q − 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûå òîæäåñòâà (ñì.

âûøå)

q−1
∑

k=1

cos
kjπ

q
= −

1

2

(

1 + cos(jπ)
)

, j = 1, 2, . . . 2p,

íàõîäèì, ÷òî

q
∑

k=1

sin
2pkπ

q
ctg

kπ

2q
= q − 2−

2p−1
∑

j=1

(

1 + cos(jπ)
)

= q − 2p.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.10) òàêæå ñïðàâåäëèâî. �
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Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïî-

ñâÿù¼ííûõ òîæäåñòâàì, ñîäåðæàùèì êîíå÷íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóì-

ìû (ñì., íàïðèìåð [12℄ è [13℄ è öèòèðîâàííóþ â íèõ ëèòåðàòóðó). Ïî-

âèäèìîìó, ýëåìåíòàðíûå òîæäåñòâà (3.9) è (3.10) òàêæå íå íîâû, îäíàêî,

íàì íå èçâåñòíû èñòî÷íèêè, ãäå îíè áûëè áû ïðèâåäåíû.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

π/2
∫

0

(sin(ax)

sinx

)2
dx

=
1

2
sin

pπ

q
+

2p

q
sin

pπ

q

q
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

4q

(3.12)

è

π/2
∫

0

(

x−
sin(2ax)

2a

) dx

sin2 x

= − ln(2q) +
q

p
sin2

pπ

2q
+ 2

q
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

2q

− 2 cos
pπ

q

q
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

4q
.

(3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1,

íàõîäèì, ÷òî

π/2
∫

0

(sin(ax)

sinx

)2
dx = 2q

π/4q
∫

0

sin2(2px)

sin2(2qx)
dx (3.14)

è

sin2(2px)

sin2(2qx)
=

q−1
∑

k=1

( Ak

cos2 x− cos2 kπ
2q

+
Bk

(cos2 x− cos2 kπ
2q )

2

)

, (3.15)

ãäå

Ak = −
1

2q2
sin

pkπ

q

(

2p cos
pkπ

q
sin

kπ

q
+ sin

pkπ

q
cos

kπ

q

)

,

Bk =
( 1

2q
sin

kπ

q
sin

pkπ

q

)2
, k = 1, 2 . . . , q − 1,
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è, êðîìå òîãî,

π/4q
∫

0

dx

(cos2 x− cos2 kπ
2q )

2
=

2cos kπ
q

sin3 kπ
q

(

ln sin(2k + 1)
π

4q
− ln sin(2k − 1)

π

4q

)

+
sin π

2q

sin2 kπ
q sin(2k − 1) π

4q sin(2k + 1) π
4q

.

Ó÷èòûâàÿ ýòè âû÷èñëåíèÿ è (3.8) â ðàâåíñòâå (3.15), à çàòåì â (3.14), çà-

êëþ÷àåì, ÷òî

π/2
∫

0

(sin(ax)

sinx

)2
dx =

1

q
sin

pπ

q

(

2p

q
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

4q

+
1

2

q
∑

k=1

sin(2k − 1)
pπ

q
ctg(2k − 1)

π

4q

)

.

Îñòà¼òñÿ òîëüêî ó÷åñòü ðàâåíñòâî (3.9). �àâåíñòâî (3.12) äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.13). Ïóñòü ǫ � íåêîòîðîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Çàìåíèì x íà 2qx â èíòåãðàëå

π/2
∫

ǫ

(

x−
sin(2ax)

2a

) dx

sin2 x
= 2q2

π/4q
∫

ǫ/2q

(

2x−
sin(4px)

2p

) dx

sin2(2qx)
. (3.16)

Ïðèìåíÿÿ äàëåå ðàâåíñòâî (3.1), ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî �óíêöèÿ

(sin(4px))/(sin x cos x sin2(2qx))

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé îò u = cos2 x. Ïî-
ýòîìó

sin(4px)

sinx cos x sin2(2qx)

=
A

1− cos2 x
+

B

cos2 x
+

q−1
∑

k=1

( Ak

cos2 x− cos2 kπ
2q

+
Bk

(cos2 x− cos2 kπ
2q )

2

)

,

ãäå

A = lim
x→0

sinx sin(4px)

cos x sin2(2qx)
=

p

q2
, B = lim

x→π/2

cos x sin(4px)

sinx sin2(2qx)
= −

p

q2

è

Ak = −
2p

q2
cos

2pkπ

q
, Bk =

1

2q2
sin

kπ

q
sin

2pkπ

q
, k = 1, 2 . . . , q − 1.



100 Ê. À. ÌÈ�ÇÎÅÂ, Ò. À. ÑÀÔÎÍÎÂÀ

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (3.16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

π/2
∫

ǫ

(

x−
sin(2ax)

2a

) dx

sin2 x
= 2q2

π/4q
∫

ǫ/2q

( 2x

sin2(qx)
−

1

2p

(

A ctg x+B tg x
)

)

dx

−
q2

p

q−1
∑

k=1

(

Ak

π/4q
∫

ǫ/2q

sinx cos x

cos2 x− cos2 kπ
2q

dx+Bk

π/4q
∫

ǫ/2q

sinx cos x

(cos2 x− cos2 kπ
2q )

2
dx

)

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ǫ→ 0 â ýòîì ðàâåíñòâå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

2q2 lim
ǫ→0

π/4q
∫

ǫ/2q

( 1

2p

(

A ctg x+B tg x
)

−
2x

sin2(qx)

)

dx = ln(q sin
π

2q
)− 1,

à òàêæå (3.7) è

π/4q
∫

0

sinx cos x
(

cos2 x− cos2 kπ
2q

)2 dx =
1

2

( 1

sin(2k − 1) π
4q sin(2k + 1) π

4q

−
1

sin2 kπ
2q

)

,

íàõîäèì, ÷òî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.16) ðàâíà

1−ln(2q)+2

q
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

2q

−2 cos
pπ

q

q
∑

k=1

cos(2k−1)
pπ

q
ln sin(2k−1)

π

4q

−
1

2p

(

cos
pπ

q

q
∑

k=1

sin(2k−1)
pπ

q
ctg(2k−1)

π

4q
−

q−1
∑

k=1

sin
2pkπ

q
ctg

kπ

2q

)

.

Îñòà¼òñÿ ó÷åñòü â ýòîì âûðàæåíèè ðàâåíñòâà (3.9) è (3.10). Ëåììà 3 äî-

êàçàíà. �

3.2. Â ëåììàõ 1 è 3 âû÷èñëåíû èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðà-

âåíñòâ èç ñëåäñòâèÿ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèâ ýòè ëåììû ê ðàâåíñòâàì

(2.1), (2.5), (2.6) è (2.7), ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
=
q

p

q
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
pπ

2q
ln sin(2k − 1)

π

4q
,
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+∞
∑

k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)
=
(q

p

)2(1

2
ln q +

q
∑

k=1

(−1)k−1 cos
pkπ

q
ln sin

kπ

2q

)

,

+∞
∑

k=1

(−1)k−1k

k2 − a2
=
q

2p
+ 2

q
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

4q
,

+∞
∑

k=1

1

k(k2 − a2)
=
(q

p

)2{

ln(4q)−
q

2p
−2

q
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

2q

}

.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî âñþäó â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñóììè-

ðîâàíèå ìîæíî ñâåñòè äî íàèáîëüøåãî öåëîãî ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî

÷èñëà q/2, òî åñòü äî [q/2]. Ïðè ýòîì �îðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåé òåî-

ðåìû ñòàíîâèòñÿ ìåíåå ëàêîíè÷íîé, íî, íå ñìîòðÿ íà ýòî, ñ�îðìóëèðóåì

å¼, ó÷òÿ ïðåèìóùåñòâî, êîòîðîå îíà äà¼ò ïðè âû÷èñëåíèÿõ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà, åñëè p è q �

íå÷¼òíûå ÷èñëà, òî

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
=
q

p

[q/2]
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
pπ

2q
ln sin(2k − 1)

π

2q
(3.17)

è

+∞
∑

k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)

=
(q

p

)2(1

2
ln
q

2
−

[q/2]
∑

k=1

(−1)k cos
pkπ

q
ln sin

kπ

q

)

,

(3.18)

åñëè æå p è q � ÷èñëà ðàçíîé ÷¼òíîñòè, òî

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
=
q

p

[q/2]
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
pπ

2q
ln tg(2k − 1)

π

4q
(3.19)

è

+∞
∑

k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)

=
(q

p

)2(1

2
ln q +

[q/2]
∑

k=1

(−1)k cos
pkπ

q
ln ctg

kπ

2q

)

,

(3.20)

è, êðîìå òîãî,

+∞
∑

k=1

(−1)k−1k

k2 − a2
=

q

2p
+ 2

[q/2]
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

2q
(3.21)
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è

+∞
∑

k=1

1

k(k2 − a2)
=

(q

p

)2(

ln(2q)−
q

2p
− 2

[q/2]
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

q

)

. (3.22)

Â äîïîëíåíèè ê òåîðåìå 4 îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî

+∞
∑

k=1

(−1)k

k(k2 − a2)

=
(q

p

)2(

ln 2−
q

2p
− 2

[q/2]
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

2q

)

.

(3.23)

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, ñîäåðæàùèå �îðìóëû äëÿ ñóìì ðÿäîâ èç

ðàâåíñòâ (3.17)�(3.23) ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ a, ïðèâåäåíû, íàïðèìåð,
â [2, ãëàâà 5, ï. 5.1.25℄.

3.3. Ïðèìåíèâ ëåììó 3 ê èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äèãàììà-�óíê-

öèè Ýéëåðà ψ(a) (ñì. ñëåäñòâèå 2, �îðìóëà (2.10)), ïðèõîäèì åù¼ ê îäíîìó

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû �àóññà, ñ�îðìóëèðîâàííîé âî ââåäåíèè.

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó �óíêöèåé ψ(a) è �óíêöèåé �àìàíóä-
æàíà ϕ(a) (ñì. ñëåäñòâèå 2), íàõîäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ
(q

p

)

=
2p

q

(

ln(2q) − 2

[q/2]
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

q

)

.

Ïîëàãàÿ p = 1 è q = n â ýòîì ðàâåíñòâå, ïîëó÷èì

ϕ(n) =
2

n

(

ln(2n)− 2

[n/2]
∑

k=1

cos
2kπ

n
ln sin

kπ

n

)

.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ϕ(a) â íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ, ñîäåðæà-

ùàÿ îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû îò íåêîòîðûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíê-

öèé, åñòü â [4, óòâåðæäåíèå 12, ñòð. 186℄. Òàì æå ïåðå÷èñëåíû çíà÷åíèÿ

ϕ(2) : ϕ(6), ϕ(8), ϕ(10), ϕ(12), ϕ(16) è ϕ(20) (ñì. [4, ïðèìåð 14.2, ñòð. 192℄).

3.4. Ëåììû 1 è 3 òàêæå ïîçâîëÿþò âûâåñòè �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé

3F2

(1− a

2
,
1 + a

2
,
1

2
;
3

2
, 1; 1

)

, 3F2

(

1− a, 1 + a,
1

2
;
3

2
, 2; 1

)

,
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4F3

(

1−
a

2
, 1 +

a

2
, 1, 1;

3

2
,
3

2
, 2; 1

)

, 4F3

(

1− a, 1 + a, 1, 1;
3

2
, 2, 2; 1

)

ïðè ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷òÿ ðàâåíñòâà
èç ýòèõ ëåìì â �îðìóëàõ (2.14)�(2.17), ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà, åñëè p è q �

íå÷¼òíûå ÷èñëà, òî

3F2

(1− a

2
,
1 + a

2
,
1

2
;
3

2
, 1; 1

)

=
4q

pπ
cos

pπ

2q

[q/2]
∑

k=1

(−1)k sin (2k − 1)
pπ

2q
ln sin (2k − 1)

π

2q

è

4F3

(

1−
a

2
, 1 +

a

2
, 1, 1;

3

2
,
3

2
, 2; 1

)

=
4q2

p2

(

−
1

2
ln
q

2
+

[q/2]
∑

k=1

(−1)k cos
pkπ

q
ln sin

kπ

q

+ sin
pπ

2q

[q/2]
∑

k=1

(−1)k sin (2k − 1)
pπ

2q
ln sin (2k − 1)

π

2q

)

,

åñëè æå p è q � ÷èñëà ðàçíîé ÷¼òíîñòè, òî

3F2

(1− a

2
,
1 + a

2
,
1

2
;
3

2
, 1; 1

)

=
4q

pπ
cos

pπ

2q

[q/2]
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
pπ

2q
ln tg(2k − 1)

π

4q

è

4F3

(

1−
a

2
, 1 +

a

2
, 1, 1;

3

2
,
3

2
, 2; 1

)

=
4q2

p2

(

−
1

2
ln q +

[q/2]
∑

k=1

(−1)k−1 cos
pkπ

q
ln ctg

kπ

2q

+ sin
pπ

2q

[q/2]
∑

k=1

(−1)k sin (2k − 1)
pπ

2q
ln tg (2k − 1)

π

4q

)

,

è, êðîìå òîãî,

3F2

(

1− a, 1 + a,
1

2
;
3

2
, 2; 1

)
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=
4

π
3F2

(1

2
− a,

1

2
+ a,

1

2
;
3

2
,
3

2
; 1
)

=
q

pπ
sin

pπ

q

(q

p
+ 4

[q/2]
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin (2k − 1)

π

2q

)

è

4F3

(

1− a, 1 + a, 1, 1;
3

2
, 2, 2; 1

)

=
q2

p2

(q

p
sin2

pπ

2q
− ln q + 2

[q/2]
∑

k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

q

− 2 cos
pπ

q

[q/2]
∑

k=1

cos(2k − 1)
pπ

q
ln sin(2k − 1)

π

2q

)

.

�åçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî äîïîëíèòü ñïèñîê èç-

âåñòíûõ �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèé 3F2 è 4F3, ïðèâåä¼í-

íûé, íàïðèìåð, â ñïðàâî÷íèêå [14, ãëàâà 7, ï.ï. 7.4 è 7.5℄.

3.5. Ïóñòü an = pn/qn � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî an → 0 ïðè n → +∞. Åñëè â �îðìóëàõ (3.17)�(3.23)

ïîëîæèòü a = an è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n → +∞ â îáåèõ ÷àñòÿõ íàé-

äåííûõ ðàâåíñòâ, òî ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë,

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2
,

+∞
∑

k=1

1

(2k − 1)3
,

+∞
∑

k=1

1

k3
,

+∞
∑

k=1

(−1)k

k3
, ln 2,

òî åñòü ïîñòîÿííûõ Êàòàëàíà, Àïåðè è ln 2 â âèäå ïðåäåëîâ íåêîòîðûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñ�îðìóëèðóåì â âèäå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 4

�îðìóëû, êîòîðûå ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïîëîæèòü an = 1/(2n).

Ñëåäñòâèå 4. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2
= 2 lim

n→+∞

n
n
∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
π

4n
ln tg(2k − 1)

π

8n
,

+∞
∑

k=1

1

(2k − 1)3
= 4 lim

n→+∞

n2
(

ln(2n) +

n
∑

k=1

(−1)k cos
kπ

2n
ln ctg

kπ

4n

)

,

ln 2 = lim
n→+∞

(

n+ 2

n
∑

k=1

cos(2k − 1)
π

2n
ln sin(2k − 1)

π

4n

)

,
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+∞
∑

k=1

1

k3
= 4 lim

n→+∞

n2
(

ln(4n)− 2n− 2

n
∑

k=1

cos
kπ

n
ln sin

kπ

2n

)

,

+∞
∑

k=1

(−1)k

k3
= 4 lim

n→+∞

n2
(

ln 2− n− 2
n
∑

k=1

cos(2k − 1)
π

2n
ln sin(2k − 1)

π

4n

)

.

Ýòîò ñïèñîê, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðîäîëæèòü, âçÿâ â êà÷åñòâå an äðóãèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð, an = 1/(2n + 1) èëè an = 2/(2n + 1).
�àçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ çíà÷åíèé äçåòà-�óíêöèè �èìàíà ζ(s) â íå÷¼ò-

íûõ òî÷êàõ â âèäå ïðåäåëîâ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàïðèìåð,

ñîîòíîøåíèå òèïà

ζ(2n+ 1) = lim
q→+∞

( π

2q

)2n+1
q

∑

p=1

ctg2n+1
( pπ

2q + 1

)

,

ãäå p, q ∈ N , õîðîøî èçâåñòíû (ñì. [15℄). Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå �îðìó-

ëû â äàëüíåéøåì áûëè îáîáùåíû íà �óíêöèþ ζ(s) ïðè ëþáîì s òàêîì,

÷òî ℜs > 1 (ñì. [16℄). Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ÷èñåë

â ñëåäñòâèè 4 ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííûõ âûøå, è íàì íå

èçâåñòíû èñòî÷íèêè, ñîäåðæàùèå �îðìóëû ïîäîáíîãî òèïà.
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