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1. Введение 

Предлагаемая работа посвящена вопросам устойчивости тривиального решения нелиней­
ных скалярных уравнений с запаздыванием. В этой тематике чаще всего применяется аналог 
теоремы Ляпунова об устойчивости по линейному приближению, которое в большинстве извест­
ных нам работ предполагается автономным. Между тем, теорема Ляпунова справедлива в слу­
чае произвольного линейного приближения и, следовательно, новые результаты об асимпто­
тических оценках функции Коши для линейных уравнений общего вида немедленно приводят к 
соответствующим результатам об устойчивости нелинейных уравнений. 

В тех случаях, когда применение теоремы об устойчивости по линейному приближению 
встречает загруднения, оказывается возможным использовать линейные мажоранты (тоже не 
обязательно автономного типа) и, в частности, свойство положительности функции Коши 
этих мажорант. 

Пусть R+=[0,oo), R_ = (-«o,0), R=R+llR_; h: R+—>IR - измеримая по Лебегу функция, при­
чем h(t)*t. Введем пространство С - непрерывных и ограниченных на R_ функций с равно­
мерной нормой, и пространство Cfc - непрерывных на [h(t),t] функций у с нормой | » j k •• 
- max |у<*)|. Обозначим СЛ0)-{уеС.: lyL<£},- £>0; Л«)-пих{0, «*)} V*eR+. 

На прямом произведении R+xCfc определим функционал F, удовлетворяющий условиям Ка-

ратеодори, и рассмотрим уравнение 
x(t) = F(t,x(-)), tdR+, х<|) = <рф, £eR_., х(0) = а. (1) 

Решением уравнения (1) назовем функцию х: R+ —»R, абсолютно непрерывную на каждом 
конечном отрезке [0,Г] и удовлетворяющую (1) почти всюду. 

Будем считать, что уравнение (1) однозначно разрешимо на любом конечном отрезке 
[0,Г] при любых <реС и aeR. Конкретные условия такой разрешимости можно найти в [1], [2]. 

Пусть F(t,0)-0; тогда при <р-0 и а -0 уравнение (1) имеет тривиальное решение ж-О. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Решение х=0 уравнения (1) назовем устойчивым по Ляпунову, если для 

любого е>0 найдется такое <5>0, что при |HL<<5, l « l < ( 5 имеем sup | я ( 0 | < е ; асимптотически 

устойчивым, если оно устойчиво по Ляпунову и найдется такое Ь>0, что из ||р||с<&. I af< 6 

следует, что x(t)—>0 при t—>a>. 

' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда фундаментальных исследо­
ваний (93-011-1722). 
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2. Устойчивость по линейному приближению 

Пусть функционал F имеет представление 

F(t,x(-)) = f*x(e)dr(*,e)+/(t tx<-)),. Jo 
где / : R+x(7 —»R удовлетворяет условиям п. 1, функция r(',s) измерима на [s,oo), а функ­
ция var r(- ,s) суммируема на каждом конечном отрезке [0,Г]. Как известно [3], [4], в 

*Е[0,<] 
указанных предположениях линейное уравнение 

г* x(t) " x(s)d r(t,s)+f(t), feR , (2) 
Jo s 

с заданным начальным условием х(0)=а однозначно разрешимо при любой локально суммируе­
мой функции / , и его решение имеет следующее элегантное представление [3]: 

хШ = C(t,0)x(0) + Г C(t,s)f(s)ds, teR . (3) 
Jo 

Функцию C(t,s) принято называть функцией Коши уравнения (2). 
В работах [5]-[7] исследовались асимптотические свойства функции Коши уравнений 

вида (2) и были получены оценки скорости убывания \C(t,s)\ при £—»<». 
Следующие два утверждения показывают, что эти результаты можно эффективно исполь­

зовать при исследовании уравнения (1). 
ТЕОРЕМА 1. Пусть при некоторых у>0 и N>G для функции Kouiu (2) справедлива оценка 

\C(t,s)\ < Nexp(-yit-s)), t*s>0. (4) 
Тогда, если sup (t-h(i)) - се < oo и 

l / « , y ( - ) ) l A • • 
hm sup —j - 0, O) 

l y l ^ t e R / \y\k 
то при достаточно малых \<plc и I«I для решения уравнения (1) имеет место оценка \x(t)\* 
*Kexp(-yt), teR+. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим А =•• Г var r(t, s)dt. Зафиксируем е > 0 такое, что 
J o se[o,t] 

Neera>-y < 0. По данному е в силу (5) найдется д > 0, для которого из | у | < <5 следует 
|/(<, 3/('))| < е | у | , . Выберем а и <р такими, чтобы Neru>( \a\ +j4||y>j|c)<<5, и покажем, что тогда 
для решения уравнения (1) справедлива оценка sup \x(t)\ <д. 

Предположим, что это неравенство неверно. Тогда можно указать такое Г > 0, что 
|х(Г)|-<5, a |x(i)|<<5 при t<T. Рассмотрим уравнение (1) на отрезке [0, Г]. Из (3), (4), 
(5) с учетом выбора д получаем 

|x(f) | * |<7«,0) | |о | + Г \C(t,s)\ | / ( s ,x( - ) ) |ds + 
0 

+ МгГИ*'*)! v a r r(3,x)ds + Nexp(-yt)(\a\+Ay\\J + C J o teio.s] c 

+ Л'е exp(-yU-s)) sup |x ( r ) | ds . 

По лемме Гронуолла-Беллмана [8] при любом <е[0,Г) 
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\x(t)\ * iVe^ |a |+A| |p |pexp(( -y+eNe r u , )0 . (6) 
В силу непрерывности х и выбора а, <р имеем «5= |.ж(Г) j <<5, что невозможно. Таким образом, 
предположение о конечности Г ведет к противоречию; следовательно, оценка (6) справедли­
ва при всех tdR+. Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть для функции Коши уравнения (2) справедлива оценка 

\C{t,s)\ < Nexp/ -yf p(r)dx\, **,s*0 

(у>0, N>0, p - неотрицательная локально суммируемая функция). Тогда, если 
г г \f(t,y('))\ \p(t)dt = оо, sup p(s)ds < oo, Hm sup = 0, 
о t e R

+ * + u) i»i f c-o*«+ p(t)\\y\\h 

то для решения уравнения (1) имеет место оценка 

\x(t)\ ч Kexpl-y\ P(s)ds\, *elR+. 

Для доказательства достаточно произвести в уравнении (1) замену переменных [9]: « -
шУ>Ш= j p(s)ds, у(и)=х(хр~1(и)) и воспользоваться теоремой 1. 

3. Признаки устойчивости типа теорем J. Yorke 

Подчиним функционал F следующему требованию [10], [И] : при некотором /?>0 

-a(t)Mt(y) < F(t,y) * a(t)Mt(-y) ( V y e C ^ ) ) . (7) 

Здесь a - неотрицательная локально суммируемая функция, 

МХу) = тах-(0, sup y(s)\, teR 

ЛЕММА 1. Пусть выполнено условие (7). Тогда для решения уравнения (1) имеет место 
оценка: 

| x{t) | « N ехр ( Г a(s)ds) , teR+, (8) 

где N-max{!a | , ||у>||с}. 
Доказательство проводится по схеме леммы 2.1 из [11] на основе неравенства Грону-

олла-Беллмана [8]. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть \ a(t)dt < оо. Тогда тривиальное решение уравнения (1) устойчиво 

по Ляпунову. 
Доказательство следует из оценки (8). 

ЛЕММА 2. Пусть f°a(t)dt < оо. Тогда для любых е>0, <5>0 найдется такое Г>0, для ко-
J о 

торого из условий |у>Цс<<5, |а|<<5 следует, что при всех t,s*T \x(t)-x(s)j <e. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из уравнения (1) и неравенств (7) и (8) получаем 

| i ( t ) | « a(OJVexpf[a(s)dsl < а « Ж , 

где ЛГ—JV expf | a(t)dt].. Отсюда следует, что при t,s*T 

-К r°a(s)ds < x(t)-x(s) < К \a(s)ds. 
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В силу суммируемости о интегралы в последнем неравенстве могут быть сделаны сколь угод­
но малыми за счет выбора Т, что и доказывает лемму. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть a(t)dt < т. Тогда любое решение уравнения (1) имеет при t—>oo 
J 0 

конечный предел. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуемое утверждение вытекает из леммы 2 и полноты простран­

ства R. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть 

t 
Tim Г a(s)ds s p < 3/2. (9) 

Тогда для достаточно малых \а\ и \<р\с решение уравнения (1) имеет при £—»со конеч­
ный предел. 

Если, кроме того, a(t)>0 при всех tdR , ait)dt~a>, и для любой последовательности 
Jo 

{t }—>» и произвольной последовательности {у }еС,, сходящейся к отличной от нуля посто­
янной функции, последовательность {(a(t ))' Fit , у )} не сходится к нулю, то нулевое 
решение уравнения (1) асимптотически устойчиво. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В доказательстве первой части теоремы выделим два случая. 
1. ait)dt < оо. Требуемое утверждение содержится в теореме 3. J o 
2. I ait)dt = оо. Обозначим 

J n 

aAt) 
'ait), если a(i)>0, 

2 e если a(f)=0; 
^jtl+t2' 

a2it) = a{it)-ait), e = const > 0. 
Так как a.(f)*a(f), то, если для функционала F выполнено условие (7) с функцией а, 

оно будет выполнено и с функцией а(. В силу построения а, и определения а2 имеем 

faM)dt « Г 2 — ^ d t m е. 
Следовательно, 

t t «о 

lim I alis)ds < lim Г ais)ds + I a2is)ds < p+e. 
«"- *+(t) **" *+(«) о 

Выбрав е>0 достаточно малым, обеспечим выполнение неравенства р+е<3/2. Таким образом, 
построенная нами функция а1 обладает всеми свойствами функции а, отличаясь от нее лишь 

J t 
a is)ds строго монотонно. 

о 
Сделаем в уравнении (1) замену переменных (ср. [9]) 

и • tpit), yiu) - xiy>~Hu)), ueR+. (10) 
Функция V взаимно однозначно отображает отрезок [Л it), t] на [g.iu), и], причем g Ли)-

_ i + 

У (и) 
"' 4>(h+iy>~ iu)))*u-v, где v - I ais)ds. Заметим, что в силу леммы 1 поведение ре-

А+(у"1(и)) 
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шения уравнения (1) на конечном интервале [0,Г] не влияет на его асимптотические свой­
ства; поэтому, не нарушая общности, мы можем рассматривать решение только при te[T,.»). 
Выберем Г таким, чтобы 0*v*p+e. Тогда заменой (10) уравнение (1) (при f* Г) сводится к 
уравнению 

у'(и) - Fjdi .yO», u>y>(T), (И) 

где функционал F^u, з/(-))=(а1(у»"1(и)))"1Г(v_1(«), x(-)) определен на множестве R+xC и 
в силу (7) и (9) удовлетворяет условиям теоремы 1 работы [10]; в ходе доказательства 
этой теоремы (с. 200) установлено, что решение у уравнения (11) имеет предел при «•->». 
Так как из t—»<» следует, что и—•»<», a x(t)~y(y>(t)), то решение уравнения (1) также имеет 
предел на бесконечности. 

Для доказательства второй части теоремы применим к уравнению (11) теорему 1 (ii) 
из [10]. Получим, что решение уравнения (11) асимптотически устойчиво, а значит, в силу 
(10) тривиальное решение уравнения (1) также асимптотически устойчиво. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 5, Пусть a(t)>0 при всех teR+ и 
t 

sup Г a(s)ds * 3/2. (12) 

Тогда тривиальное решение уравнения (1) устойчиво по Ляпунову. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если функция а суммируема на R , то требуемое утверждение сле­

дует из теоремы 2. Пусть интеграл от о по 1 + расходится. Делаем замену переменных (10), 
вновь приводим уравнение (1) к виду (11) и применяем теорему 1 (0 работы [10]. 

Конкретизируем теоремы 4 и 5 для уравнения вида 

x(t) ' -a(t)f(x(h(t))), feR+, хЦ) = <рф, |eR_; x(0) = а. (13) 
Здесь функция / непрерывна на IR, а локально суммируема и положительна на R+, h измерима 
на R+ и h(t)<t. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть xf(x)>0 при любом Х*0 и существует такое /?>0, что | / ( а ) | < 
*\х\ как только |х |</? . 

Тогда: 
а) если выполнено неравенство (9), то при достаточно малых ||?>|с и \а\ решение 

уравнения (13) имеет предел при f—»оо; если, кроме того, a(t)dt=oa, то нулевое решение 
J о 

уравнения (13) асимптотически устойчиво; 
б) если выполнено неравенство (12), то нулевое решение уравнения (13) устойчиво по 

Ляпунову. 
4. Знакоопределенные решения 

Будем предполагать, что <р-0. Тогда для уравнения (1) справедлив следующий резуль­
тат. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть функция t-h(t) ограничена на R+, для функционала F выполнено 
условие (5) и, кроме того, при любых (t,x)dR+xCh из неравенства х(-)>0 (х(-)<0) следует 
что F(t,x(-))>0 (F(t, x(-))«0). 

Тогда существует такое д>0, что при всех а: 0<|а|<<5 решение уравнения (1) с на­
чальным условием х(0)-а сохраняет знак. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим co-sup (t-h(t)) и рассмотрим линейное уравнение 
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(о, 
[t-co, 

x(t) - ex(h0(t)) = 0, feR+, (14) 
где r 

если tfe[0,co], 
если <е[а»,оо). 

Пусть 0<ew<e_1. Тогда функция Коши C(t, s) уравнения (14) положительна [12]. По 
найденному е найдем в силу (5) такое <5>0, чтобы из ||у|Л<<5 следовало \F(t, у(-) ) | <e||y||fc. 

Пусть теперь 0<а<<5. Рассмотрим решение уравнения (1) с начальным условием х(0)жа. 
Предположим, что это решение имеет нули на R+; обозначим его первый нуль через Г. В си­
лу (3) уравнение (1) можно переписать в виде 

s(t) - C(t,0)a + Г C(t,s)(ex(h(s))-F(s, ! ( • ) ) ) ds, tdR+. (15) 

Так как x(t)>0 при t e [0, Г), то F(t, х(-))»0 и i( i)<0. 'Но тогда в силу выбора 3 имеем 
F(s,x('))<e sup \x(x)\=ex(h.(s)). Подставив в равенство (15) t=T, получим проти-

xe[A 0U), , ] 

воречие: 0=х(Т)>0. Следовательно, x(t)>0 при всех teR+. Случай а<0 рассматривается ана­
логично. Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Требование р=0 существенно, как показывает следующий пример: 
x(t) = -x3(t-2n), fdR+, 

г ( | ) = <5sin£, при | е [ -2л , 0]. 

Интегрируя уравнение на [0, 2л], получим, что а:(2лг)-0 при любом д. 
Из теоремы б вытекает еще один признак асимптотической устойчивости уравнения (13). 
СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть в уравнении (13) <р-0, / (0)=/ ' (0)=0, xf(x)>0 при всех х*0. 

t 
Тогда, если \ a(t)dt - » и sup a(s)ds < оо, то нулевое решение уравнения ( | j j 

и г K + A + ( t ) 

асимптотически устойчиво. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим для определенности ж(0)-а>0. Заменой переменных (10) 

сведем (13) к уравнению 
у'(и) ' -f(y(g(u))), ueR+, 

h+(y> 1Ш 

у(£) - 0, £«=«_; у(0) - а; при этом $+(и) - Г a(s)ds. 
о 

По теореме 6 для достаточно малых а у(«)>0 при всех ttdR+. Следовательно, у'(и)<0 и при 

и—> + оо функция у имеет конечный предел у.. Но тогда lim/(y(</(u)))»/(y0)»0, а значит, 

у0
ш0. Так как и и f стремятся к бесконечности одновременно, то утверждение доказано. 

5. Примеры 

Покажем, как полученные результаты можно применить к исследованию прикладных задач. 
А. Уравнение Хатчинсона-Райта. Известно, что природные популяции не могут мгновен­

но реагировать на внешние воздействия: реакция наступает лишь через некоторый промежу­
ток времени. Одна из первых математических моделей в биологии, учитывающая временные 
запаздывания, была предложена Хатчинсоном в [13]. В эквивалентной форме это же уравне­
ние изучал Райт [14] в связи с распределением простых чисел: 
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x{t) - -px(t-i)(l+x(t)), feR+. (16) 

Так как уравнение (16) автономно, то исследование его линейного приближения легко 
проводится методом квазиполиномов [8]. Однако в последнее время появились работы, в 
которых уравнение Хатчинсона-Райта встречается в обобщенной форме - с параметрами р и 
h, зависящими от времени [15]: 

x(t) = -p(t)x(h(t))a+x(t)), feR, 
(17) 

хЦ) = <рЦ) при | * 0 . 
Проведем анализ уравнения (17) на основе полученных нами теорем. 
Из теоремы 3 вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть I \p(t)\dt < со. Тогда любое решение уравнения {17) имеет при 
J 0 

t—><» конечный предел. 

Из следствия 1 и результатов работы [5] вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 5. Пусть p(t)»0 и fp(t)dt = со. 

Тогда, если выполнено хотя бы одно из условий 
t t 

a) Mm Г p(s)ds < 3/2, б) lim Г p(s)ds < л/2, 

то нулевое решение уравнения (17) асимптотически устойчиво. 
Б. Уравнение Мэкки-Гласса. Другой интересный пример уравнения с запаздыванием 

встречается при изучении процесса кроветворения. Эта модель была предложена Мэкки и 
Глассом в [16]: 

i ( t ) = -ax(t) + ^x(t-rW) 
en+xn(t-r(t)) +

 ( 1 8 ) 

хф = <рЦ), |eR_; x(0) = а. 
Здесь о, /J, в, п - положительные постоянные, т - измеримая неотрицательная ограниченная 

функция. Уравнение (18) рассматривается в окрестности стационарного решения гсо=01^^—I • 
Заменой переменных ух-х^ (18) сводится к уравнению 

у(0 - -ay(t) - by(t-r(t)) + f(y(t-r(t))), teR+, 
для которого исследуется устойчивость тривиального решения. Здесь b » /?(п(1-а//?)-1), 
функция / непрерывна на R и /(0)=«/'(0)=0. Используя результат работы [7], получаем в 
силу теоремы 1 

СЛЕДСТВИЕ 6. Пусть а>0, Ь>0 и Ъ2/а2-(Ь/а)(1+Ь/а) exp (-a/6exp(-aco)) > - 1 , где со -
-sup x{t). Тогда для решения уравнения (18) при достаточно малых \f-%Ac " | a - a : o l спРа~ 

ведлива оценка 
|x(t)--*e | < Nexp(-yt) (tdR+, y>0). 
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