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МНОГОЧЛЕНЫ 
С МИНИМАЛЬНЫМ МНОЖЕСТВОМ ЗНАЧЕНИЙ 

И УРАВНЕНИЕ / (х) =• / (у) В ПРОСТОМ 
КОНЕЧНОМ ПОЛЕ 

Д. А. Митькин 

Пусть р^> S — простое, Zp — поле вычетов mod рг 
многочлен / (х) ЕЕ Zp [х] степени п > 3, п < р. Обозна­
чим через г/ количество всех различных значений / (х) 
при х ЕЕ Zp. Легко видеть, что выполняется неравен­
ство 

[(р - 1)/п] + 1 < rf < р. 

Е« Г. Страус предположил, что если п \ р — 1 и 
г, - [(р - 1)/л] + 1 > 2, (1) 

то / (х) имеет вид 
а \х + Ъ)п + с, аф 0. (2) 

В [1] было доказано более сильное утверждение, что если 
г/ удовлетворяет (1), то / (х) имеет вид (2) и п \ р — 1. 
Морделл [2] связал предположение Е. Г. Страуса с урав­
нением 

/(*) =f(y); xt y£EZp. (3) 

Из результатов Морделла следует, что если 
Г/ - pin + о (р) (р -> оо) и р > р0 (л), 

то / (ж) имеет вид (2) и и | р - 1 . • 
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Верч и Суиннёртон-Дайер [3] доказали, что при фик­
сированном п имеет место соотношение 

rf = Xp + 0 (pW), (4) 
где X — постоянная, зависящая от п и типа многочлена 
/ (х). В случае, если многочлен (/ (х) -— / (у))/(х — у) 
абсолютно неприводим, X определяется формулой X = 
= 1—1/2! + . . . + (—1)я/л!. В [4, 5] дано другое до­
казательство соотношения (4) при п = 3, 4 с вычисле­
нием всех возможных значений X. 

Исследования крайнего случая г/ = р (многочлен 
/ (х) в этом случае называется перестановочным) имеются 
в [6—9]. Оценки г (/) в среднем рассматривались в [10—12]. 

Уравнение (3) систематически не изучалось. Однако 
в [13—15] рассматривалось уравнение / (х) = g (у) над 
полем комплексных чисел. Некоторые результаты этих 
работ могут быть перенесены и на конечные поля. В боль­
шинстве приложений для числа Nf решений уравнения (3) 
достаточно очевидной оценки Nf <^ пр. Морделл [2] ис­
пользовал для Nf оценку, основанную на результатах 
А. Вей л я [16]: если к— число абсолютно неприводимых 
множителей в разложении / (х) — / (у) на неприводимые 
множители над Zp, то 

Nf = кр + 0 (р1/2). 
Если п | р — 1 и / (х) имеет вид (2), то (см., например, 

[17, гл. 6]) 
Nt = п (р - 1) + 1. 

Исключая этот случай, в настоящей работе для величины 
Nf устанавливаются следующие три оценки, первая и 
третья из которых неулучшаемы: 

1) Nf^np- (2и - 2 ) ; 
2) Nf <; (п — 1) р, если п \ р — 1 или п ]> 4, р ^> 

>{п- I)2; 
3) Nf < ([и/2] + 1) р + с(п) pi/*. 

В качестве следствия этих оценок в работе дано усиление 
указанных выше [1, 2] границ для г/, характеризую­
щих многочлены вида (2) с условием п \ р — 1. 

Простейшее соотношение, связывающее величины г̂  и 
Nf, устанавливается в следующей лемме. 

ЛЕММА 1. Имеет место неравенство 

pVN, < rf < JL ( р + [ -^=^-] (n - 1)) . (53 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть аг, . . ., аг, где г — 
= Гу,— все различные значения, которые принимает / (х) 
при х GE Zv. Обозначим через nt (i = 1,. . ., г) число ре­
шений уравнения / ( # ) = а*, я ЕЕ Zp. Тогда, очевидно, 
1 ^ ni ^ и и имеют место равенства: 
и *i + . . . + пг = р (6) 

п\ + . . . + п\ = N,. (7) 
Применяя к (6) неравенство Коши, получим 

откуда следует левая часть неравенства (5). Пусть далее 
t — количество величин nt (i = 1,. . ., г) с условием 
nt < п. Без ограничения общности полагаем, что пг < 
< /г,. . ., щ <i п. Тогда из (6) и (7) получим равенства 

ТН + . . . + щ + п (г — t) = /?, (8) 
w| + • • . + п\ + п* (г - t) = Nf, 

из которых следует, что 
(п — 1) / <; пх (п — пг) + . . . + Щ (п — га,) = пр — Nf. 
Так как t — целое число, то t <; [(га/? — Nf)/(n — 1)]. Из 
(8) имеем t + n(r —t) <^р, откуда и следует правая часть 
(5). Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть f (x) не является многочленом 
вида (2), если п\р — i,3^n<ip. Тогда 

Nf^np- (2га - 2). (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что Nf ^> 
^> пр — (2п — 2). Тогда из (5) получим, что rf ^ (/? —1)/ 
/и + 1 и, следовательно, гу = [(р — 1)1п] + 1. Если 
Гу ^> 2, то из указанного выше результата [1] следует, 
что / (х) имеет вид (2) и п \ р — 1, а это противоречит ус­
ловию теоремы. Пусть rf = 2. Тогда / (х) принимает толь­
ко два значения. Обозначим их через ах, а2. Как отме­
чено в [1], многочлен из Zv [х] степени < р однозначно 
определяется своими значениями, и поэтому / (х) имеет 
вид 
/ (х) = аг • 2 Y 5 M (1 - (х - у)*-1) + а2 . 
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где М — непустое собственное подмножество Zp. Пусть 
к -— число элементов М. Если к = 1, р — 1, то, очевид­
но, / (ж) тогда будет иметь вид (2) с п = р — 1. Поэтому 
полагаем, что к Ф 1, р — 1. Так как степень / (х) равна 
р — 1, то 

ЛГ/ = (р — /с)2 + &2 < (р — 2)2 + 22 < пр - (2п - 2). 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Оценка (9) неулучшаема. Рас­
смотрим многочлен степени р — 2 

/ (Х) == 1 + XV'1 — (X — 1)Р-1. 

Величина TV/, очевидно, равна (р — 2)2 + 2 = тгр — 
— (2п — 2), где я = р — 2. 

В теореме 2 устанавливается более точная оценка Nf 
при тг | р — 1, п < р — 1. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть п \ р — I и f (х) не является мно­
гочленом вида (2). Тогда справедлива оценка 

# , < ( » - 1) р. 
Доказательство теоремы 2 основывается на следующей 

лемме. 
ЛЕММА 2. Пусть ф (х, у) ЕЕ Zp [#, у] ~ многочлен 

степени А: ^> 1 и его старшая форма раскладывается на 
линейные множители над Zp. Тогдау если число решений 
уравнения 

Ф (я, у) = О, я, у е Zp, (10) 
больше (к — 1) р, то ф (х, у) раскладывается на линейные 
множители над Zp. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы дока­
жем индукцией по к. При к = 1 лемма очевидна. Пусть 
утверждение леммы верно для многочленов с разложимой 
над Zp старшей формой степени к — 1 и к ^> 1. Разло­
жим старшую форму F (х, у) многочлена ф (х, у) на ли­
нейные множители над Zp: 

F (я, У) = П .= 1 (aix + Ьгу), аи Ьг е Zp. 

Из двух элементов ах и Ъх по крайней мере один не равен 0, 
поэтому, без ограничения общности, полагаем, что агф0. 
Легко видеть, что многочлен я|) (£, у) = ф (t — bxal у, у) 
имеет по у степень <; к — 1, а число решений уравнения 

Ч> (*, ») = 0, *, 0 е Zp, (11) 
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равно числу решений уравнения (10). Таким образом, 
число решений уравнения (11) больше (к — 1) р. С дру­
гой стороны, для каждого фиксированного t0 Ez Zp 
уравнение г|) (t0, у) = 0, y£E:Zp, либо имеет не более 
к — 1 решений, либо if (t0, у) — 0. Отсюда получим, 
что по крайней мере для одного t0 ЕЕ Zp имеет место ра­
венство г|) (t0, у) = 0 и, следовательно, г|) (t, у) имеет ли­
нейный делитель t — t0. Но тогда и ф (х, у) имеет линей­
ный делитель х + Ъха^у — t0. Определим многочлен 
Фо (хч У) ^ ^р 1#» у} степени к — 1 из равенства 

Ф (х, у) = (ж + M i V — U) Фо (*, »). (12) 
Очевидно, что ф0 {х, у) удовлетворяет условиям леммы 
с к — 1 вместо к. По предположению индукции ф0 (х, г/) 
раскладывается на линейные множители над Zp, что 
в сочетании с равенством (12) дает разложение на линей­
ные множители для ф (х, у). Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Допустим, 
что Nf^> (п — 1) р. Старшая форма многочлена / (х) — 
— / (у) имеет вид а (хп — уп), где а Ф 0. Так как п \ р — 1 , 
то она раскладывается на линейные множители над Zp 
(см. [17, гл. 5]). Согласно лемме 2 тогда и / (х) — f (у) 
раскладывается на линейные множители над Zp. Из 
разложимости / (х) — / (у) на линейные множители над 
Zp следует, как показано в [2], что / (х) имеет вид (2). 
Но это противоречит условию теоремы. Следовательно, 
Nf^(n — 1) р. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 2. При п \ р — 1 оценка теоремы 2 
не выполняется: для многочлена / (х) = Xs + ах, где 
а — квадрат в Zp, имеет место равенство Nf = 2р + 1. 

Далее будем использовать следующее следствие из ре­
зультатов А. Вейля [16] (см. также [18, § 58]): 

Если ф (х, у) ЕЕ Zp [x, у] — абсолютно неприводимый 
многочлен, то для числа N решений уравнения 

Ф (х, у) = 0, х, у ЕЕ Zp, (13) 
справедлива оценка сверху 

N < р + 1 + 2g/p, (14) 
где g — род кривой, определяемой уравнением (13). 

Нам потребуется оценка рода g в зависимости от сте­
пени к многочлена ф (х, у) (см. [19, гл. 2]): 

g < (к - 1) (к - 2)/2. (15) 
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Так как величины rf и Nf, а также свойство / (х) иметь 
или не иметь вид (2), инвариантны при замене / (х) на 
А, / (ах + Ъ) + \i, где 1, я, i>, ( I E Z P H I , Й ^ 0, то, 
без ограничения общности, полагаем далее, что / (х) 
имеет вид 

/ {х) = хп + ап_2^"2 + . . . + агх. (16) 
Морделл [2] использовал для оценки Nf сверху резуль­
таты А. Вейля, но при этом не учитывалась специфика 
разложения / (х) — / (у) на множители. В следующей 
лемме устанавливается зависимость между числом линей­
ных делителей / (х) — / (у) и видом многочлена f{x). 

ЛЕММА 3. Пусть 
f (я) — / (У) = ^i (з, У) • • • 4 (я, У) <Pi (*, У) • • • 

...<pAx,y)Q(x, у) (17) 
— разложение на множители в Zv [х, у], где Lx (х, у), . . . 
. . ., Ls (х, у) — многочлены первой степени, фх (х, у), . . . 
. . ., щ (х, у) (к ^ 0) — абсолютно неприводимые мно­
гочлены степени ^>2, a Q (х, у) — произведение неприво­
димых многочленов, не являющихся абсолютно неприводи­
мыми. Тогда s \ (п, р — 1), п ^ (к + 1) s, / (х) имеет вид 
g (х?), где g (х) ЕЕ Zp [х], и степени фх (х, у), . . ., ф̂ . (х, 
у) > s. В частности, если s^> п/2, то f (х) = хп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общно­
сти полагаем, что коэффициенты при х в многочленах 
L2 (х, у), . . ., Ls (x, у) равны 1. Пусть 

Li (x, y)...L8 (х, у) = П . = 1 (% — Ку — И*)» 

где А,х = 1, |1Х = 0 соответствуют многочлену Ьг (х, у) = 
= я — у. Из условия (16), очевидно, следует, что \it = 0 
при i = l , . . ., 5. Кроме того, ясно, что Х1? . . ., Я,8 пред­
ставляют s различных корней уравнения хп = 1 и 

f(hy)=f(y) (г = 1 , . . . . *). (18) 
Рассмотрим множество М всех Я, е Zp-, для которых 
/ (Я,?/) = f (у). Множество М является, очевидно, груп­
пой по умножению, подгруппой циклической группы 
корней п-ж степени из 1 в Zp. При этом, если % Е= М, то 
х — %у делит / (х) — / (у) над Zp. Следовательно, М 
состоит в точности из A,L, . . . , ^ s

 и является циклической 
группой порядка s, причем s | (п, р — 1). Сравнивая коэф­
фициенты в равенствах (18) при степенях у, найдем, что 
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если коэффициент aj при yj многочлена / (у) не равен О, 
то %\ = 1 при i = 1, . . ., 5, откуда следует, что 5 | у. 
Таким образом, f (x) = g (х?) при некотором g (а:) ЕЕ 
е 2 р [а;]. Если 5 ^> л/2, то из условия s | /г следует, что 
s = п, но тогда / (а:) = а;п. 

Покажем, что степени фх (а:, г/),. . ., фй (а:, г/) > 5. 
Пусть ф (а:, у) — один из многочленов ф^ (a;, #) (i = 1,. . . 
. . ., к) и 

/ ( * ) — / Ы = Ф (*, ») Ф («» У) = g№) - g (У8)-

Представим ф (а;, г/) игр (а:, г/) в виде суммы ненулевых форм 

Ф (*, 2/) = S i = i Fi (*> У), Ф (*. 2/) = S j l i G i (*» У)> 
где формы F i , . . ., Ftn G±1 . . ., Gm расположены в поряд­
ке убывания степеней 

deg F± > . . . > deg Fh deg Gx > . . . > deg Gm, 

причем I > 2. Имеем равенство 

* i (*, ») Gi (*, y)=xn - yn (19) 
и, полагая G2 (а:, г/) = 0 при т = 1,— неравенство 

deg (Fx (а:, г/) G2 (x, y) + Gx (x, y) F2 (x, * / ) )< п — s. 

Так как, в силу соотношения (19), Ft (x, у) и Gx (x, у) 
не имеют общих делителей в Zp [а:, г/], отличных от кон­
стант, a deg Fx > deg F2, F2 Ф О, то равенство FXG2 + 
+ GXF2 = 0 невозможно и, следовательно, каждая из 
форм б г ^ и ^ С г степени ^ п — s. Отсюда получаем, 
что deg F2 < deg/ 1! — s и, значит, deg F x > 5. Тем самым 
лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть f (x) удовлетворяет условиям лем-
мЫ 3 с s <^ п/2. Тогда имеют место неравенства 

N <г К Л — 4 ^ если п>^ р> (п—*)2; 
' Ч \(п — 1) р + 1, если п = 3,4, (ZU^ 

и 
ЛГ, < (5 + [(и - *)/*0]) р + О (Ур) < ([п/2] + 1)р + 

+ 0(Ур), (21) 

где s0 = max (2, s) u постоянная в символе О зависит 
только от п. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для / (х) — / (у) 
выполняется разложение (17). Обозначим через пг, .. . . 
. . ., щ степени многочленов фх (х, z/), . . ., щ (х, у) 
соответственно. Так как фх (х, г/), . . ., cpfc (#, у) абсолют­
но неприводимы, то число нулей произведения срх (#, у) . . . 
. . . Фл. (х, у) над Zp согласно (14), (15) оценивается 
сверху величиной 

2f=1 (Р + 1 + («i — 1)(»4 — 2) l^p). 

Число нулей произведения Lx (х, у) . . . Ls (x, у) над2р, 
совпадающего с точностью до постоянного множителя 
с Xs — ys, равно s (р — 1) + 1. Известно, что все нули 
над Zp неприводимого над Zp многочлена от двух премен-
ных, не являющегося абсолютно неприводимым, особые 
(см. [20, гл. 16, § 4]). Поэтому все нули Q {х, у) над Zp 
являются особыми нулями / (х) — f (у). Так как / (х) — 
= g (xs), то легко видеть, что число нулей Q (х, у) над 
Zp оценивается сверху величиной 

(п — s + \){n — S — 2 w щ) • 
В итоге получим, что 
Nf^(k + s)p + 

+ %=1 {(Щ - 1)(/Ч -2)Yp-ni(n-s+ 1)) + 
+ k — s+i + (n — s + 1)(п — &). (22) 

Так как согласно лемме 3 w^> s0, то к <; [(п — s)/s0] и, 
следовательно, справедлива оценка (21). Случаи п = 
= 3,4 проверяются непосредственным вычислением Nf 
или с помощью (22). Далее полагаем, что п ^ 5, р ^> 
> (п — I)2. Пусть пх + . . . + Щ = у. Легко показать, 
что при фиксированном у > ks0 и к ^ 2 максимальное 
значение выражения в (22) по п1ч . . ., nk^s0 достигает­
ся, когда к — 1 величин пь принимают минимальное зна­
чение s0 и одна — максимальное. Следовательно, 
Nf < (к + s) р + (к - 1) (s0 - 1) (*о ~ 2) VP + 

+ к — s + 1 + {п — s+1) {п — s) + 
+ max ((V — (А: — 1) e0 — 1) (у - (к-1) s0-2)Yp -

Y=/fs0, n-s 
- 7 (п - s + 1)). (23) 

Эта оценка выполняется также и при к = 1. Максимум, 
указанный в (23), в силу условий и > 5, р > (и — I)2 
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достигается при у = п — s. Поэтому при к !> 1 получим 
Nt < max ((I + s) p + 

X=l, (n-s)/s0
 ; ___ 

. + (A, - 1) (s0 - 1) (s0 - 2) / p + % - s + 1 + 
+ (ra -— s — (A, — 1) s0 — 1) (/г — s — (A, — 1) s0 — 

-2)Yp)<(n-l)p. 
При A: = 0 из (22) следует, что при п > 5, р > (п — I)2 

iV/ <; max (5/? — s + 1 + (гг — s + 1) (?г — s)) <^ 
s = l , n/2 

< (n - 1) p. 
Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 1. Существуют такие величины 
с (п) ^> 0, р0 (п), что если 

2<rf< р/([п/2] + 1) - с (п) Yp, Р> РО (п), 
то п | р — 1 и f (х) имеет вид (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Результат непосредствен­
но следует из оценки (21) теоремы 3 и леммы 1. 

С л е д с т в и е 2. Если 2 < rf <; р/(тг — 1), то 
тг | /? — 1 и f (х) имеет вид (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При р > (тг — I)2 резуль­
тат следствия получается из оценки (20) и леммы 1, так 
как р2/((п—1) р + 1) > (р —1) / (п —1), а прир < (п — I)2, 
в силу неравенства р/(п — 1) < pin + 1, — из резуль­
тата [1]. 

З а м е ч а н и е 3. Оценку (21) нельзя улучшить 
при любом фиксированном четном п. Действительно, пусть 
п = 2s, s — натуральное. Выберем достаточно большое 
простое р с условием р Е̂= 1 (mod s) и возьмем / (х) = 
= x2S + xs. Тогда Nf = {п/2 +Л)р +0{fp). 

В теореме 4 устанавливается, что оценка (21) неулуч^ 
шаема при любом фиксированном нечетном п^ Ъ. 

ЛЕММА 4. Пусть ф (#, у) ЕЕ Zp [x, у] —многочлен 
степени к, не имеющий кратных делителей и не делящий­
ся, на х — г/, и Пусть для результанта ф (я, у) и tp(z,y) no 
у выполняется равенство 

Resy (ф (ж, г/), <р (z, г/)) - с (х - z)fc (Ф (х, z))*-1, 
с ^= 0. (24) 

Уогда существует f (х) ЕЕ Zp Ы такой, что f(x) — / (г/) = 
= (* — » ) ф ( * * */)• 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \i — трансцендент­
ный над Zv элемент и К — алгебраическое замыкание 
поля Zp (\i). Если I — степень ф (х, у) по г/, то по свой­
ствам результанта (см. [21, гл. 4, § 4]) степень Resj, (ф (х, у), 
ф (z, у)) не превосходит (2к — I) Z, что меньше /с2 при 
I < к. Отсюда получаем, что I = к и, следовательно, 
Ф ((х, у) имеет в Z ровно к корней (ях, . . ., \лк. Так как 
Ф (х, у) не имеет над Zp кратных делителей, а р,трансцен-
дентен над Zp, то (х1? . . ., |х̂  различны. Кроме того, так 
как ф (#, у) не делится на х —г/, то [i отлично от [г1? . . . 
. . . , \хк. Аналогично устанавливается, что ф(|х^,г/) имеет 
к различных корней |4г),. . ., (4? в К, отличных от \it. 
Имеем разложение 

Ф (Pt, У) = У (У - Mi4)) • • • (I/ ~ Л V =5*= 0. 

Из (24), пользуясь мультипликативным свойством резуль­
танта, получим 
с {х — 1А|)*(ф (я, [li))*"1 = Res^ (ф (я, у), ф (\хи у)) = 

= (-7)*П!1Ф(^Л (25) 

Многочлены ф (ж, \^р) (/ = 1, . . ., к) не имеют кратных 
корней, поэтому из равенства (25) следует, что ф (|i, \iy) = 
= 0 при всех / = 1, . . ., fc, за исключением одного зна­
чения. Из симметричности результанта с точностью до 
знака и соотношения (24) следует, что ф (х, у) = сц> (у,х), 
где с2 = 1. Отсюда получаем, что ф (|Х|, \х) = 0, и, сле-
довательно, \i\\. . ., \х\ совпадают с точностью до поряд­
ка следования с |х, |хх,. . ., [Хг-ь И +̂ь- • •» ^ Рассмотрим 
многочлен (х — г/) ф (я, г/). Он обращается в Она декарто­
вом квадрате множества {(х, \i±, . . ., |xfc}. Применяя 
теорему Везу, получим, что 

{х — у)<р (ж, у) = Vi (ж — ц) (а: — |ix) . . . (ж — fi*) + 
+ Y2 (У — ^) (У — Hi) • • • (0 — И*)» 

где уг == — Yi- Очевидно, что многочлен / (х) = 
= уг (х — \i) (х — \1г) . . . (ж — pfc) является искомым. 
Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть п > 5 — нечетное, п | р — 1 гш* 
и | /> + 1, Я ЕЕ GF [р2] — примитивный корень степени п 
из 1. Тогда при любом y^Zp,y^0, существует 

12 



/ {x) Er Zp [x] такой, что 

/ ( * ) - / (У) =(Х-У) П ^ " № ~ ^ + X~k) ХУ + 
+ y2 + {X2k+X-^_2)y). (26) 

Для величины Nf справедлива формула 
Nf=^±±p+0(n*). (27) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как п \ р2-— 1, то 
в поле GF [р2] есть примитивный корень Я степени п 
из 1. Обозначим 
Фк (х, у)=х2- (lk + Г*) xy + y2 + (X2k + Аг* - 2) Y, 

к ф О (mod n). 
Если п | р — 1, то Я ЕЕ Zp. Если же я | р + 1, то Я"1 = Яр 

и, следовательно, %к + Arfe е= Zp. В обоих случаях име­
ем, что фк (х, у) ЕЕ Zp [я, у]. Непосредственным вычисле­
нием устанавливается 
Resy (щ (х, у), фт (z, у)) = 

{(х — zf ф2/с (х, z), если & Е= + га (mod я); 
Wk-m(#, z)Щ+т (#, 2), если кф + т (mod гс). 

Отсюда, полагая F (х, у) = фх (х, у) . . . ф(п-1)/2 (#, 2/), 
в силу мультипликативного свойства результанта полу­
чим, что 

Res,, (F (х> у), F (z, у)) = (я: - *)*-i (F (ж, *))»-*. 
Многочлен F (х, у) удовлетворяет условиям леммы 4,— 
поэтому существует / (х) ЕЕ Zp [#] такой, что / (х) — 
— f{y) = (z— y)F (х, у), т. е. выполняется (26). Так как 
число нулей щ (х, у) над Zp равно р — 1 или р + 1 
(см. [22, гл. 5, § 11, упр. 5]), то отсюда следует, очевидно; 
формула (27). Теорема доказана. 

Автор благодарит В. Н. Чубарикова за обсуждение 
результатов этой работы. 
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