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Пусть К — спрямляемая жордапова (незамкнутая) дуга в С. Получены до­
статочные условия устойчивости полноты, минимальности и избытков систем 
экспонент {ехрА„г} в пространствах С(К) и LV(K) при сдвигах показателей 
Ап. Эти условия обобщают и содержат в себе как частный случай соответ­
ствующий результат Р. М. Редхеффера и У. О. Александера для отрезка. 

Введено понятие дефекта выпуклости дуги К в заданном направлении в. 
Чем меньше этот дефект в направлениях в сторону показателей Ап, тем 
больше произвол в зшевелепми« этих показателей без нарушения полноты или 
минимальности системы экспонент. 

§1. Введение 

Эта статья — продолжение работы автора [1], являющейся фактически 
первой частью нашего исследования избытков систем экспонент на мно­
жества в С, отличных от отрезка. Определения используемых классических 
понятий, таких как полнота, минимальность, избыток системы экспонент 
в линейном нормированном пространстве, и общепринятых геометрических 
терминов даны в [1]. 

Всюду ниже К — жордапова спрямляемая (незамкнутая) дуга в С, не 
вырожденная в точку, если не оговорено противное. 

В статье [1] метод рекурсий Редхеффера-Александера для отрезка был усо­
вершенствован и применен к пространствам A(D) и пространствам Смирнова 
EP(D), р б [1, +оо), когда D — область в С с жордаповой спрямляемой грани­
цей. Те же соображения использовались автором при исследовании „грубых" 
условий сохранения избытка системы экспонент на жордаповой спрямляе­
мой дуге К в терминах ширины дуги К в направлении [2]. В настоящей ста­
тье мы приспосабливаем подход работы [1] к пространствам С(К) и LP(K), 
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1 ^ Р < +оо. В силу единства методов там, где наблюдается полная анало­
гия с выкладками, рассуждениями или доказательствами из [1] и [2], мы 
ограничиваемся лишь формулировками и комментариями или набросками 
доказательств. Упор прежде всего сделан на подробном изложении тех момен­
тов, которые учитывают конфигурацию дуг (в отличие от [2]), специфичны 
для дуг (по сравнению с [1]) или чьи аналоги лишь схематично изложены в 
[1]. 

Пусть Л = {Л„} с С, и G N, - последовательность попарно различных1 

комплексных чисел (точек). Последовательности Л с С сопоставим систему 
экспонент 

ЕхрЛ = {ехр(Аг):АбЛ}. (1.1) 

Всегда можно считать, что дуга К задана одной из двух возможных про­
тивоположно ориентированных натуральных параметризаций w(s), s б [0,5], 
по длине дуги: 

w : [0,6'] —• К, S — длина К. (1-2) 

Пусть Л'о — поддуга дуги К, ориентированная в том смысле, что указано 
направление „движения" по пей. Параметризация (1.2) дуги К согласована 
с ориентацией поддуги Ко, если „движение" по дуге К при возрастании па­
раметра s идет в том же направлении, что и но ориентированной поддуге 
А'о-

Далее, рассматриваем следующие типы пространств. 
Как обычно, С (К) — банахово пространство всех непрерывных комплексно-

значных функций на К с естественной sup-нормой. 
Пусть р 6 [1,+оо). Через LP(K) обозначаем банаховы пространства функ­

ций2 с нормой 

11/11Р = ( / | / Н П < ч ) ' = (/\f(w(s)Wds 
к о 

Всюду в данной работе говорим, что некоторое свойство систем экспонент 
выполнено на дуге К, если оно имеет место одновременно для пространств 
С (К) и ЬР(К) при всех р е [1,оо). 

Все приводимые утверждения об избытке систем экспонент при фикси­
рованной дуге К будут касаться всех пространств LP(K), p € [1,оо), и С (К). 

'Для простоты последовательности с повторяющимися точками и соответствующие им 
кратные системы экспонент не рассматриваются, но все результаты без особых затруднений 
могут быть перенесены и на них. 

2Функцйи, совпадающие почти всюду на Л', отождествляются. 

ЧУ 
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Поэтому избыток системы экспонент ЕхрЛ для этих пространств обознача­
ем единым образом как ЕхсЛ, не уточняя, в каком пространстве избыток 
рассматривается. Все последовательности, которые выступают в роли пока­
зателей Л в системах экспонент вида (1.1), далее предполагаются стремящи­
мися к оо, поскольку в противном случае ЕхсЛ = +оо на любой жордановой 
спрямляемой дуге К. Элементарные свойства систем экспонент на дуге, ка­
сающиеся полноты, минимальности, избытков, и корректность последнего 
понятия для дуг отражены в [2]. Впрочем, они могут быть также легко выве­
дены из результатов §3 настоящей статьи по полной аналогии с выводом из 
[1, §3] соответствующих элементарных свойств систем экспонент в области, 
установленных в [1, §4]. 

Основная задача, рассматриваемая в нашей работе, — нахождение условий, 
при которых система экспонент ЕхрЛ сохраняет избыток ЕхсЛ при сдви­
гах показателей А„ в некоторые другие точки уп для перечисленных выше 
пространств. Естествешшо, что случай, когда К — отрезок, изучен наиболее 
полно. 

Большая часть основных результатов об избытках экспоненциальных си­
стем на отрезке [а,Ь] с К, установленных до 1977 г., приведена в обзоре 
Р. М. Редхеффера [3]. Ряд тонких утверждений в этом направлении при спе­
циальных, но достаточно обших условиях на расположение показателей си­
стем экспонент принадлежит А. М. Седлецкому и отражен в его монографии 
[4], содержащей также весьма обширный материал о полноте и минималь­
ности систем экспонент на отрезке по состоянию почти до конца 90-х годов. 
Исследования избытков экспоненциальных систем на отрезке продолжаются 
и поныне (см., например, [5-7]). 

Исходной точкой среди этих многочисленных результатов для нас, как и 
в [1], является теорема Редхеффсра-Алексаидера, установленная сначала в [8, 
теорема 3] в ослабленной форме, а затем в окончательном виде в обзоре [3, 
теорема 14]. 

Теорема Редхеффера-Александера. Пусть К = [о, 6] — отрезок на веществен­
ной оси. Если для двух последовательностей колиыексных чисел А = {Хп} и 
Г = {7п}> п— 1,2,..., выполнено соотношение 

0 0 i \ _ i У 1д" ТЫ < оо, (1.3) 

то Ехс Л = Ехс Г на К. 
К первым результатам о полноте систем экспонент на дуге (после замены 

z = e,w) можно отнести классическую аппроксимациоиную теорему Дж. Уол-
ша [9] о полноте системы степеней {zn}, n = 0 ,1 , . . . , в пространстве С {К) 
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для любой жордаповой, не обязательно спрямляемой дуги К. Следующий 
принципиальный шаг по исследованию полноты систем экспонент (1.1) на 
дугах с системой показателей Л ф NU {0} был сделан А. Ф. Леонтьевым [10]. 
Многочисленные условия (пе-)полпоты или (не-)минималыюсти системы 
экспонент на различного рода дугах можно найти, например, в работах [11-
31]. Они большей частью описаны по состоянию в начале 80-х годов в моно­
графии А. Ф. Леонтьева [25, гл. III, §3, п. 5] и обзорах Я. Кореваара [23] и [27], 
и к середине 90-х годов у Ю. И. Любарского [30] и в статьях А. М. Гайсина 
[31] и Р. Зайнстра [32] (см. также [33]). В то же время автору не встречались 
ранее сколь-нибудь глубокие результаты но вопросам устойчивости полноты 
и минимальности или, более общо, по условиям сохранения избытков си­
стем экспонент на дугах в С. В настоящей статье предлагается исследование, 
призванное восполнить в доступной нам мере этот пробел и в итоге дать 
полноцепное обобщение теоремы Алексапдера-Редхсффера на дуги. Умест­
но отметить, что каждое условие устойчивости полноты или минимальности 
системы экспонент на основе уже известных условий или примеров (не­
полноты или (ие-)минималы1ости тут же, как правило, поставляет целую 
серию новых условий (не-)полиоты или (не-)минималыюсти. 

Приведем основной результат из [2], который можно рассматривать как 
нулевое приближение к переносу теоремы Редхсффера-Александера на дуги. 

Пусть В с С, А £ С, 0 € argA, если А ф 0 (arg — множество всех аргументов 
в отличие от Arg — главного значения аргумента из (—W, я-)]). Пусть Д(В, А) = 
А(в, В) — ширина множества В в направлении в [34, 1]; полагаем Д(В,А) = 
О, если А = 0. Через В* обозначаем сопряженное множество {z : z £ В}, 
симметричное множеству В относительно вещественной оси. 

Следующий „грубый" результат об избытках систем экспонент учитывает 
только размеры дуги К, но не ее конфигурацию. 

Теорема 0 [2, теорема 1]. Пусть К — жорданова спрямляемая дуга в С. Если 
последовательности А и Г связаны соотношением 

оо 

Х)|А„-7 п |ехр(Д(/Г )А„)|А„|)<оо ) (1.4) 
п = 1 

то Ехс Г = Ехс Л на К. 

В частности, если К = [а, 6] с Ж и все точки последовательностей Л и Г ле­
жат па мнимой оси, то условие (1.4) и условие Редхеффера-Александера (1.3) 
совпадают: Y^=i l̂ » _ 7 n | < оо. В настоящей работе предлагается обобщение 
теоремы Редхеффера-Александера на дуги К, учитывающее их конфигура­
цию. В отличие от теоремы 0 полученное обобщение дает в точности теорему 
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Редхеффера-Александера независимо от расположения точек последователь­
ностей Л и Г. Проиллюстрируем основную теорему в одном частном случае, 
который уже охватывает теорему Редхеффера-Александера для отрезка. 

Жорданову дугу К называем линейно 0-выпуклой, или линейно выпукл­
ой в направлении в, если одновременно выполнены следующие два условия 
(см. рис. 1, где все три дуги, изображенные „жирной" линией, линейно 0-
выпуклы): 

(1) один из концов дуги К есть точка опоры опорной прямой к К в на­
правлении 0 + ir; 

(2) для каждой прямой 1$, ортогональной направлению в, в разбиении ча­
сти прямой 1в \ К на связные компоненты не более одного ограничен­
ного открытого интервала. 

По весьма естественному определению Л. Н. и С. В. Знаменских [35] мно­
жество Q С С называется выпуклым в направлении А е С \ {0}, если для 
любого а € С \ Q множество (а - А • {z £ С : Re 2 ^ 0}) \ Q является полукон­
тинуумом, т.е. любые две его точки можно соединить связным компактным 
множеством. Наше определение линейно 0-выпуклой дуги К эквивалентно 
выпуклости множества К в направлении точек А = te%e, t > 0, по Л. Н. и 
С. В. Знаменским. 

Пусть дуга Л' линейно 0-выпукла (см. рис. 1). Кроме того, пусть в каждой 
точке жордановой спрямляемой линейно 0-выпуклой дуги К, за исключе­
нием, быть может, не более чем счетного множества точек В, существуют 
левая и правая полукасательиые3 (см. рис. lb), которые рассматриваются 
относительно некоторой параметризации (1.2) всей дуги К. 

Дефектом выпуклости дуги К в направлении 0 назовем величину 

dfc(0, Л') = sup(-| cos<p\), (1.5) 

где точная верхняя грань берется по значениям ip, пробегающим множество 
всех углов между радиус-вектором точки егв, т.е. направлением в, и всеми 
правыми и левыми полукасательными в точках па К \ В. 

Дефектом выпуклости дуги К относительно точки А б С назовем вели­
чину 

Г 0, еслиА = 0., , 
dfc(/\-,A)= (1.6) 

v • I dfc(0, К), еслиА ф О, в е argA. 

3В терминологии Л. Шварца [36, гл. IV, §9, с. 709] полукасательные соответственно 
по убывающему и возрастающему направлениям параметра s. 
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'-(*) Ц(0) 
направление в 

Рис. 1. Варианты линейно 0-выпуклых дуг. Здесь и>± = w±(0) 
— точки опоры на опорных прямых 1±{0), ортогональных напра­
влению в, а векторы ту и fr в Ь) и с) — соответственно левые и 
правые полукасательные единичные векторы относительно параме­
тризации дуги Л', согласованной с ориентацией поддуги Л'о. 

Теорема 1. Пусть К — жорданова спрямляемая дуга, в каждой точке кото­
рой, за исключением, быть может, не более чем счетного множества точек, 
существуют левая и правая полукасательные. Пусть Л = {Л„} и Г = {уп} — 
две последовательности, состоящие из попарно различных комплексных то­
чек. Допустим, что, начиная с некоторого п, дуга К*, симметричная дуге К 
относительно вещественной оси, линейно выпукла в направлениях аргументов 
всех точек А„. Если 

|А„ - 7 » Г 
£ - ; 1 + |с1Гс(л:,А„)А„ < оо, (1.7) 

то Ехс Г < Ехс Л на К. 
В частности, если К = [а, Ь] — отрезок на вещественной оси, то нетруд­

но указать значение дефекта выпуююсти такого отрезка, линейно выпуклого 
в любом направлении в, а именно: dfc(0, [а, Ь]) = —|cos(?| и |dfc([a, Ь], А)А| = 
| — cosarg А| • |А| = | ReA|. Условие Редхсффсра-Алексаидера (1.3) влечет схо­
димость ряда (см., например, [8, лемма 4] или [37, лемма 7]), 

|А„ - 7 п | 
1 + lReA,, < оо. (1.8) 

Для отрезка [а,Ь] последнее совпадает с условием (1.7) теоремы 1, и то­
гда Ехс Г ^ Ехс Л на К. В силу симметрии вхождения последовательностей 
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Л и Г в условие Редхеффера-Александера (1.3) соотношение (1.8) останет­
ся в силе, если поменять местами точки А„ и у„. Следовательно, вновь по 
теореме 1 имеем ЕхсЛ ^ ЕхсГ на К. Таким образом, теорема Редхеффера-
Александера — действительно частный случай теоремы 1. 

§2. Дефект выпуклости дуги в направлении и основные результаты 

Для формулировки основного результата статьи определим понятие дефек­
та выпуклости в направлении для произвольной невырожденной жордановой 
спрямляемой дуги К. 

Пусть выбрано направление в £ Ж. Отметим некоторую точку w° (отме­
ненная точка) на дуге К (см. рис. 2). 

_ , : : ^ • 

направление в 

Рис. 2. К определению дефекта выпуклости произвольной жорда­
новой спрямляемой дуги К в направлении в 

Она разбивает дугу Л' на две поддуги, одну из которых обозначим через 
Л'о, другую — через I<s (возможно вырождение одной из поддуг в точку; 
см. рис. 3, где Ks = {u>s} — {«'+} — одна точка). Выберем ориентацию ка­
ждой из поддуг так, что „движение" по каждой из них направлено от конца 
дуги К к отмеченной точке ш°. При этом для двух различных точек w\ и 
w2, лежащих на дуге К, пишем w\ -<0 и>2, если, во-первых, обе эти точки 
одновременно лежат либо на дуге А'о, либо на дуге I<s, и, во-вторых, при 
движении от конца дуги К в направлении отмеченной точки w" точка wi 
„встречается раньше" точки w2. Длину дуги, соединяющей эти точки, обо­
значим s('wi,w2) = s(w2,wi). Конечно же, отношение -<0 зависит от выбора 
отмеченной точки w° € К. При фиксированной отмеченной точке ги° одно-
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значно определена величина 

dw. (0, К) = supi V / ч : u>i <oW2\. (2.1) 

Величину 
dfc(0, К) = inf {</„,.(<?, Л') : w° е К} (2.2) 

и будем называть дефектом выпуклости дуги К в направлении в. Соответ­
ственно при А € С, Л ф О, в G argA, полагаем 

dw.(K,\) = dw.(0,K), (2.3) 
а соотношение (1.6) определяет дефект выпуклости dfc(A', А) дуги К относи­
тельно произвольной точки А б С. Иначе дефект выпуклости можно назвать 
избытком вогнутости, а противоположные числа — dfc(-, •) естественно назы­
вать избытком выпуклости или дефектом вогнутости. Ниже в предложении 
2.3 будет пояснено, что введенное понятие дефекта выпуклости произвольной 
жордановой спрямляемой дуги в направлении 0 в частном случае действи­
тельно дает определение, сформулированное во Введении. 

Всюду далее, как и в [1], функция 
CXOfrt • X) 1 
— - , х е Ш \ {0}, а > 0 — параметр, (2.4) 

считается продолженной в точку х = 0 но непрерывности, т.е. 
ехр(а • ж) — 1 ,_ ,̂ —^ = а при х = 0. (2.5) х 

Теперь мы можем сформулировать основную теорему об избытках, ко­
торая идентична, во всяком случае формально, основному результату из [1, 
теорема 3]. 

Теорема 2 (основная). Пусть К — жорданова спрямляемая дуга длины S, 
Л = {А„} и Г = {уп}, 7i = 1,2,..., — две последовательности в С, в каждой из 
которых все числа попарно различны. Если 

v ^ i , .exp(,S'-dfc(/v*,An)|A„|)-1 
У, А" ~ In . ., . < оо, (2.6) 
^ с1Гс(Л*,А„)|Ап| 

то Ехс Г ^ Ехс Л на дуге К. 
Отметим некоторые элементарные свойства дефекта выпуклости дуги в 

направлении (ср. [1, предложение 2.1]). 
Наряду с величинами (2.3) введем в рассмотрение числовые множества 

d(9,K) = {dw.(e,K) : w° е К}, d(K,X) = (dw.{K,\) : w° € Л'}. 
Пусть в G М, В с С. Через Вв - {eiew : w £ В] обозначаем поворот 

множества В на угол в. 
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Предложение 2.1. Если в е К — одно из значений argA, А ф О, /7Ш 

d(/C, A) = d{K, A) = d((A")~'. |A|) = с/(А9, |A|) (2.7а) 
= d{6, К*) = d(-0, К) = d(0, (/С*)-') = f/(0, A"*), 

(2.7Ь) 

и, следовательно, всюду в (2.7) можно заменить d на die. 
Кроме того, для любых направлений 9 е Ш и точек А е С справедливы оценки 

|dfc(MO| ^ К ' ( М 0 1 ^ 1. ИГс(А',А)| <С K,.(A,A)| < 1. (2.8) 

Как и дефект выпуклости для замкнутой кривой, введенный в [1], дефект 
выпуклости дуги Л' в направлении 0 не меняется при зеркальном отражении 
ее относительно прямой {te'e : t e Ж}, по в отличие от случая замкнутой 
кривой не обладает свойством центральной симметричности, т.е., вообще 
говоря, и даже, как правило, dfc(0, К) ф dk(0 + л-, К) и die (Л", А) ф dfc(A', —A) 
(ср. с [1, предложение 2.1, (2.12)]). 

Все значения из отрезка [—1,1] в (2.8) достигаются. Так, для любого напра­
вления в дефект выпуклости каждого отрезка, параллельного направлению в, 
равен - 1 , т.е. такой отрезок — „наиболее выпуклая" дуга в направлении в. 
Вращая этот отрезок вокруг одного из его концов при фиксированном 9, по­
лучим все значения из отрезка [—1,0] для дефекта выпуклости в направлении 
в. Дефект выпуклости дуги вида с , „смотрящей выемкой" в направлении в, 
равен единице в этом направлении, т.е. данная дуга при таком расположении 
„наиболее вогнутая" в направлении 9. Вращая такую дугу вокруг одного из 
ее концов при фиксированном 0, получим все значения из отрезка [0,1] для 
дефекта выпуклости в направлении 0. 

Адаптируем общее определение дефекта выпуклости дуги в направлении к 
дугам со специальными свойствами. 

Пусть е каждой точке w e К жордановой спрямляемой дуги К, за исключе­
нием, быть может, не более чем счетного множества точек В, существуют 
левая и правая полукасательные. Пусть выбрана отмеченная точка w° б К 
и, как в общем определении дефекта выпуклости в направлении, указаны 
поддуги А'о и I<s с ориентацией „от конца дуги К к точке w°" (см. рис. 2). 
Для определенности согласуем одну из двух возможных натуральных пара­
метризаций (1.2) всей дуги К с ориентацией поддуги А'0) т.е. один из концов 
поддуги А'о совпадает с концевой точкой to(0) = wo € К, а один из концов 
поддуги A's совпадает с w(S) = wg € К, как на рис. 2. Ниже в предложении 2.2 
левые и правые полукасательиые в точках дуги К рассматриваются именно 
относительно указанной параметризации (1.2) всей дуги А", согласованной с 
ориентацией поддуги А*0. 
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Обозначим через ргв т длину (со знаком) проекции вектора т на напра­
вление 9, т.е. на прямую te%e, t ЕШ; длина неотрицательна, если угол между 
радиус-вектором точки е,в и вектором т не больше ж/2, и отрицательна в 
противном случае (далее см. рис. 2, а также рис. 1,Ь, где w" — w+)., 

Предложение 2.2. Пусть на жордановой спрямляемой дуге К выбрана отме­
ченная точка w" и в каждой точке w б К, за исключением, быть может, 
счетного множества точек В, существует левая полукасательная {обознача­
ем ее единичный вектор через fi(w)) и правая полукасательная {обозначаем ее 
единичный вектор через fr(w)). Тогда 

dwo(в, К) = max{rfo(0, К), ds(0, К)}, (2.9) 

где 

d0(0,K)= sup preri(w) = sup pre(-rr{w)), (2.10a) 
weK0\{BU{w0}) №£Л'(,\(Ви{ш«}) 

ds{0,K)= sup prflfr(«i)= sup pre{-ri(w)). (2.10b) 
ui£Ks\(Bu{ws}) U J 6 A ' S \ ( B U { U ) ° } ) 

Для доказательства этого предложения достаточно практически дословно 
повторить последовательно рассуждения из доказательства утверждений [1, 
предложение 7.1] и [1, предложение 712]. 

Для линейно 0-выпуклой дуги можно явно указать отмеченную точку, на 
которой дефект выпуклости этой дуги в направлении 0 достигается. 

Предложение 2.3. Пусть Жордапова спрямляемая дуга К линейно выпукла в 
направлении в. Тогда 

dk(0,K) = dw+le)(0,K)^0, (2.11) 

где в качестве отмеченной точки w° e К выбрана произвольная точка опоры 
w+(6) G К на опорной прямой 1+(0) к дуге К в направлении в {см. рис. 1,Ь). 
При этом частное определение дефекта выпуклости в направлении в для спе­
циальных дуг из Введения корректно и согласовано с общим определением. 

Предложение 2.3 представляет собой расширенный аналог [1, предложение 
2.4], и строгое доказательство его потребовало бы кропотливой геометриче­
ской разработки, во многом идентичной доказательству [1, предложение 2.4]. 
Поэтому здесь будет дай только 

Набросок доказательства. Если отмеченная точка w° £ Л', через которую 
определяется величина dw»(0,K), выбрана вне опорной прямой 1+(0), то точ­
ка w+(0) € 1+(0) Л К, лежащая на одной из поддуг Л'0 или Ks, „встречается 
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раньше" точки w° при „движении" по этой поддуге к w°. Выбирая в правой 
части равенства (2.1) точки w\ = w+(0) и w-i = w°, легко убедиться, что в этом 
случае величина dw»(0,K) неотрицательна. В то же время, если выбирать в 
качестве отмеченной точки w" б К некоторую точку опоры w° = w+(0) £ А' 
на опорной прямой 1+(0) к дуге К в направлении 0, то величина dw+(0)(O,K) 
неположительна в силу линейной выпуклости дуги К в направлении в (надо 
повторить с небольшими вариациями доказательство [1, предложение 2.4]). 
Если точка опоры w+(0) £ 1+{в) П А' единственна, то ввиду (2.2) сразу по­
лучаем (2.11). В противном случае пересечение дуги 7\ в силу ее линейной 
выпуклости в направлении в может быть только связным множеством, т.е. 
невырожденным отрезком (ср. [1, лемма 2.1]). Тогда dw+^(0,K) — О, сле­
довательно, dfc(0, К) = 0, и вновь получаем (2.11) независимо от выбора 
отмеченной точки опоры ги+(в) на отрезке 1+(0) Г) К. 

Завершающее утверждение предложения — следствие формулы (2.11) в со­
четании с предложением 2.2. Действительно, длину проекции полукасатель­
ного единичного вектора на направление 0 в предложении 2.2 можно записать 
в виде ±cosy>, где <р — соответствующий угол между этой полукасателыюй и 
направлением в. Для линейно в-выпуклой дуги К при w° = w+(0) эта длина 
(со знаком ) всегда неположительна для prefi(w) и pre(-fr(w)) в (2.10а) и 
для ргй fr(w) и ргй(—T[(w)) в (2.10Ь), т.е. эта длина всегда равна (—|cos<p|), где 
<р — соответствующий угол. Таким образом, в условиях предложения 2.2 для 
линейно 0-выпуклой дуги К дефект выпуклости в направлении в, согласно 
(2.11), (2.9) и (2.10), действительно вычисляется как sup(—|cosp|), где углы 
(р пробегают множество всех углов между полукасательными и направлением 
в, т.е. как в (1.5). • 

Дословно, так же как [1, следствие 2], устанавливается следующее мак­
симально возможное в терминах только длины дуги К следствие основной 
теоремы 2. 

Следствие 1. Пусть число S > О, Л = {А„} и Г — {-уп} — две последователь­
ности в С. Если выполнено условие 

А | Л ,ехр(5-|А„|)-1 

п=1 

то ЕхсЛ = ЕхсГ на любой жордановой спрялшяемой дуге К длины не больше 
S. 

Если дуга К сильно „извивается", то ее длина S может оказаться су­
щественно больше ее диаметра diamA и тем более ширины Д(А'*,А) для 
любой точки А ф 0. Следовательно, к избыткам систем экспонент на дугах s 
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полной мере относится комментарий после доказательства [1, следствие 2], 
основанный на следствии 1, о том, что в определенных ситуациях „грубая" 
теорема 0 может оказаться сильнее „тонкой" теоремы 2 (к примеру, когда 
dfc(A'*,An) = 1 для всех An e Л). 

Точно так же, как [1, следствие 3], из теоремы 2 выводится 

Следствие 2. Заключение теоремы 2 останется в силе, если каждое п-е слагае­
мое в сулше из (2.6), для которого дефект выпуклости дуги К* относительно 
точки А„ неположителен, заменить на величину 

|А„ - 7п 1 
l + |dfc(/v*,An)A„r 

Из последнего следствия 2 в свете предложения 2.3 сразу видно, что основ­
ная теорема 2 влечет теорему 1. 

Из первой части предложения 2.3 и из следствия 2 мгновенно следует 
неполный аналог для [1, следствие 4]. 

Следствие 3. Пусть дуга К*, сопряженная к жордановой спрямляемой дуге 
К, для всех п, начиная с некоторого, линейно выпукла в направлении аргу­
ментов точек А„ последовательности Л = {А„} с С. Если для некоторой 
последовательности Г = {jn} С С сходится ряд 

оо 

Х)1А"~^1< 0 0 ' (2.12) 
п = 1 

то Ехс Г ^ Ехс Л на К. 

Аналогия с [1, следствие 4] неполная, поскольку в [1, следствие 4] утвер­
ждалось еще, что условие сходимости ряда (2.12) влечет равенство Ехс Г = 
Ехс Л на любой выпуклой4 жордановой спрямляемой (замкнутой) кривой. Из 
условия (1) определения линейной ^-выпуклости из Введения легко следует 

Предложение 2.4. Дуга К линейно выпукла во всех направлениях тогда и толь­
ко тогда, когда эта дуга — выпуклое множество, т.е. К — отрезок. 

Другими словами, выпуклая дуга Л'*, отличная от отрезка, вообще го­
воря, не обязана быть линейно выпуклой в направлении аргументов точек 
А„. Поэтому следствие 3 при условии (2.12) не дает равенства избытков на 
выпуклых дугах, не являющихся отрезками. 

4Дуга или замкнутая кривая выпукла, если она — 
множества на плоскости. 

связная часть границы выпуклого 
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Предложение 2.4 несколько контрастирует также с аналогичной ситуацией 
для замкнутой жордановой кривой, которая является границей линейно вы­
пуклой во всех направлениях области тогда и только тогда, когда эта кривая 
(и область) выпукла [1, §2]. Поясним причину этого явления. 

По определению Л. Н. и С. В. Знаменских [35] (см. Введение) замкнутая 
выпуклая кривая (естественно, с непустой внутренней областью D) не явля­
ется выпуклой в любом направлении А ф О, хотя область D при этом выпукла 
во всех направлениях. Таким образом, введенное в [1, §2] понятие дефекта 
выпуклости в направлении для замкнутой жордановой спрямляемой кривой 
более естественно воспринимать как дефект выпуклости области D, внутрен­
ней к этой кривой. Принятое же в настоящей статье аналогичное определение 
для дуг К — множеств, во многих отношениях существенно отличающихся 
от областей, — относится именно к самим дугам. Так что упомянутый выше 
контраст вполне объясним. 

В связи с последними комментариями разберем отдельно случай, когда 
наряду с линейной 0-вынуклостыо на дугу К наложены условия обычной 
выпуклости на ее отдельных участках. 

Предположим, дуга Л' линейно О-выпуклая и одновременно точка опоры 
и>+(в), лежащая на опорной прямой 1+{0) в направлении 0, разбивает дугу К 
на две выпуклые поддуги К0 и Ks (см. рис. 1, с), где возможно вырождение 
одной из поддуг в точку (см. рис. 3, с). Выберем параметризацию (1.2) всей 
дуги К, согласованную с ориентацией поддуги Л'о, как перед предложением 
2.2, т.е. как на рис. 1, с. В этом случае дефект выпуклости дуги К вычисляется 
особенно просто. 

Предложение 2.5. В предположениях и соглашениях предыдущего абзаца 

dfc(0, A') = -miii{|cos<£>(w_)|, |cospf(w+)|, | cos v?,.( w;+)|, | cosy(w s) |} , (2.13) 

где четыре угла <p(w_), <pi(w+) и <pr(w+), а также <p{ws) — углы между на­
правлением 0 {см. рис. 1,с) и соответственно правой полукасательной f+ к 
К в концевой точке w_((?) £ 1-{0) дуги К, левой и правой полукасательны­
ми т,+ и г+ к К в {произвольной) точке w+(0) б /+(#) Л Л', а также левой 
полукасательной г,5 к К в концевой точке ws Ф и>- {в) дуги К. 

Доказательство опускаем. Утверждение выводится из предложений 2.2 и 
2.3 так же, как [1, предложение 7.3] из [1, предложение 7.2, п. (а)-(Ь)]. 

Выделим, наконец, отдельно ситуацию, когда два конца дуги К лежат на 
двух разных опорных прямых к дуге К, ортогональных направлению в (для в = О 
см. рис. 3). Этот случай при 0 = 0 наиболее часто рассматривался при ис­
следовании (не-)полноты систем экспонент с показателями А„, расположен­
ными в угле из правой полуплоскости, не пересекающем мнимую ось (см., 
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например, [14-16, 19-23, 25-27, 31-33]), или очень регулярно распределен­
ными в горизонтальной полосе (см., например, [29-30], где затрагивалась и 
минимальность). 

Пусть по-прежнему /+ и /_ — две различные опорные прямые к дуге К 
в направлениях соответственно 0 и 7г, т.е. дуга К отлична от вертикального 
отрезка, а две концевые точки w+ и ги_ дуги К лежат соответственно на 1+ и 
/_, как на рис. 3; параметризация (1.2) всегда выбирается „от ю_ к w+". В 
этом случае дуга К линейно выпукла в направлении 0 тогда и только тогда, 
когда каждое непустое пересечение этой дуги вертикальной прямой — это 
одна точка или один отрезок (см. рис. 3, Ь). 

Наименьший неотрицательной угол между прямой (лучом, отрезком, век­
тором) и вещественной осью называем углом наклона этой прямой (луча, от­
резка, вектора). Дугу К называем дугой наклона не больше ф, где 0 ^ ф ̂  п/2, 
если угол наклона всех хорд этой дуги не превышает ф (ср., например, [14-16, 
20-23, 25-27, 29-33]. 

Отметим следствия из предыдущих предложений и определений для рас­
сматриваемого специального случая. 

направление в = О 

I- 1+ 

линейно 
0-выпуклая 

Дуга Ь) 

Рис. 3. Варианты дуг с концами на опорных прямых, ортогональ­
ных вещественной оси. Здесь ш° = w+, К0 = К, a Ks — {«>+} — 
вырожденная дуга. 

Предложение 2.6. Пусть два конца дуга К лежат на двух разных опорных 
прямых к дуге К, ортогональных направлению 0. Тогда 

(1) если в каждой точке w £ К, за исключением, быть может, счетного 
множества точек В, существуют левая и правая полукасательные 

! Алгебра и анализ, № 4, 2002 г. 
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TJ(UI) и rr(w), то в обозначениях предложения 2.2 

dk{0,K)^dw+(0,K)= sup р г о ^ И (2.141) 
w£K\(Bu{w+}u{w-}) 

sup ( - pr 0Tr(w)); (2.14r) 
w£A'\(Bu{»+}u{«)-}) 

(2) если дуга К, в дополнение к условию предыдущего пункта, еще и линейно 
О-выпукла, то в (2.141) вместо ^ можно поставить =, или, другими 
словами, 

dfc(0, К) = sup(- cos if) ^ 0, (2.15) 

где точная верхняя грань берется по множеству всех углов наклона ср 
полукасательных в точках w G К \ В; 

(3) если, в дополнение к условиям двух предыдущих пунктов, дуга К есть 
дуга наклона не больше ф ̂  п/2, то 

dfc(0, К) <£ - cos ф <£. 0, (2.16) 

и, более того, для любой точки A G С, А ф О, в = Arg А, выполнены 
неравенства 

dfc(/v, А) <С - cos(V' + |0|) ^ 0 /;/ш |0| <£ тг/2 - У;; (2.17) 

(4) естгг; <?уга Л' задана как график К — {x + if(x) : х Е [а,Ь]} вещественно-
значной функции / , имеющей левые и правые производные (допускаются 
значения ±оо [38, гл. 1, §1, 7]) во всех точках отрезка [а,Ь] с К, за 
исключением, быть может, счетного множества точек на [а,Ь], и 
все эти производные по модулю ограничены сверху одной и той же 
величиной к (допускается к = +оо), то 

dfc{0,K)^-l/\/l + k2, (2.18) 

и, более того, в обозначениях предыдущего пункта выполнены неравен­
ства 

сЩК,Х) ^ Ь«а\6\-*»\0\ £ 0 при ctg|*| > *; (2.19) 
VI + к" 

(5) если дуга К выпукла (см. рис. Зс), то 

clfc(0, К) — — rninjcos <р~, cos 9?+} ̂  0,. (2.20) 
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где tp_ и cos <p+ — углы наклона соответственно правой полукасатель­
ной в концевой точке w- и левой полу касательной в концевой точке 
w+. В терминах угловых коэффициентов наклона соответственно &•_ 
и к+ этих полу касательных при k = niin{|fc_|, \к+\} значения дефекта 
выпуклости выпуклой дуги К определяются, как в (2.18) и (2.19), где 
вместо ^ в (2.18) и вместо первого знака ^ в (2.19) можно поставить 

Доказательство. (1) Это утверждение — непосредственное следствие соотно­
шений (2.10а) и (2.9) предложения 2.2 (см. рис. 3). Появление под операцией 
sup точки и>+ в (2.141) и точки w>_ в (2.14г) несущественно, поскольку с са­
мого начала можно считать, что w± £ В. 

(2) Это не что иное, как формулировки предложения 2.3 и определения 
дефекта выпуклости в направлении из Введения для рассматриваемого част­
ного случая. 

(3) Если К — дуга наклона не больше ф, то в (2.15) всегда выполнено 
<р ^ ф, откуда получаем (2.16). Для доказательства соотношения (2.17) рас­
смотрим поворот К~в дуги Л' на угол —О вместе с поворотом Хе~1в = |А| £ 
(0,+оо) точки А (см. (2.7а) с дугой Л.' вместо К*). В этом случае К~в есть 
дуга наклона не больше ф + \0\ ^ 7г/2, если \0\ ^ тг/2 - ф. Следовательно, 
соотношение (2.17) следует из (2.16). 

(4) Так как / — функция, то определенная таким способом дуга К линей­
но 0-выпукла (см. вариант определения линейной 0-выиуклых дуг с концами 
на опорных прямых перед формулировкой предложения 2.6), а существова­
ние левых и правых производных означает существование левых и правых 
полукасательных. Верхняя граница к модулей производных указывает, что К 
— дуга наклона не больше ф ^ л/2, где Щф = к. Дальше — элементарная 
тригонометрия: (2.16) => (2.18) и (2.17) => (2.19). 

(5) Равенство (2.20) — частный случай равенства (2.13) предложения 2.5 
для выпуклой дуги с концами на опорных прямых. Заключительная часть 
обосновывается так же, как в предыдущем пункте. • 

Отметим еще одно следствие основной теоремы для рассматриваемого в 
предыдущем предложении случая. 

Следствие 4. Пусть для дуги К выполнены условия п. (3) предыдущего предло­
жения и ее наклон /<е превосходит ф < ж/2, а все точки \п последовательности 
Л = {Ап}, начиная с некоторого номера, лежат в угле 

{ А : | А г 8 А | ^ т г / 2 - ^ - е } (2.21) 
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при некотором строго положительном е < л-/2 - ф. Если для последователь­
ности Г = {fn } сходится ряд 

£г А — -v I 
< оо, (2.22) 

n = 1 - + |A»l + l7» 

то Ехс Л = Ехс Г на К. 

Доказательство. Из сходимости ряда (2.22) легко следует сходимость двух 
рядов (ср. [8, леммы 4 и 5], [37, лемма 7]) 

1Л» ~7»i „ _ у> |А„-7>.| ^ ^ /то-14 р—г < оо, у — j — г < оо. (2.23) 
1+ А„ ^ 1+7». 

1 1 п=1 ' ' 

Кроме того, сходимость первого ряда вместе с условиями на последователь­
ность Л обеспечивает расположение точек уп, начиная с некоторого п, в том 
же угле (2.21), что и точек из Л, если уменьшить е > 0, например, вдвое. 
Таким образом, все условия предложения становятся симметричными по 
Л и Г, поэтому достаточно из сходимости первого ряда в (2.23) вывести 
соотношение Ехс Г ^ Ехс Л. 

Пусть 0„ = ArgA,,. Из (2.17) следует 

dfc(tf,An) ^ -со8(ф + \вп\). < -cos ( | - г ) < S, (2.24) 

где 8 — некоторое строго положительное число. Сходимость первого ряда в 
(2.23) вместе с (2.24) обеспечивает сходимость ряда 

Е°° |А„-7п| < у> |А„ -7» ! <• I у ^ 1Л» - 7 п | 

п = 1 1 + I dfc(/^, А„)А„| " ^ 1 + *|А„| " S 2^ 1 + |А„| < °°-

Отсюда по следствию 2 имеем Ехс Г ^ Ехс Л, что и требовалось. • 

Замечание. Допустим, некоторые условия (пе-)полиоты системы ЕхрЛ в 
каком-нибудь из рассматривавшихся пространств, к примеру в простран­
стве С(К) функций на дуге К такой же, как в следствии 4, известны для 
последовательностей положительных показателей в экспонентах. Примеры 
подобных утверждений можно найти, например, в [14-16, 18-23, 25, 27], 
[31-33]. Если эти условия формулируются исключительно в терминах по­
казателей, то следствие 4 позволяет распространить подобные утверждения 
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на последовательности комплексных показателей Л, близких к вещественной 
оси. Для этого достаточно заметить, что из условия 

у \1тХ"\ < 0 0 ; ReA„£0, п = 1,2,..., (2.25) 
L-1 1 + Re A„ 
n = l 

следует сходимость ряда (2.22) при Г = Re Л = {Re А,,}. Это же условие 
гарантирует, что все показатели А„, начиная с некоторого п, попадут в сколь 
угодно малый открытый угол, содержащий положительную полуось. Таким 
образом, условие (2.25) по следствию 4 влечет равенство избытков ЕхсЛ = 
ExcReA. В частности, системы ЕхсЛ и ExcReA при условии (2.25) полны 
или неполны в С(К) одновременно. Тогда известное a priori утверждение 
о (пе-)полноте, сформулированное для системы ExpReA с положительными 
показателями, при условии (2.25) даст такое же утверждение уже для системы 
ЕхрА с, вообще говоря, комплексными показателями. Так, наиболее часто 
встречающееся в вопросах полноты системы экспонент с положительными 
показателями на дуге достаточное условие Мюптца расходимости ряда 

Y,T-' A » > 0 ' (2-26> 
п Л " 

можно распространить на произвольные последовательности показателей Л, 
удовлетворяющие условию (2.25), в виде £]„ 1/(1 +Re А„) = оо. Традициогшое 
в вопросах неполноты системы экспонент с положительными показателями 
на дуге достаточное условие Мюптца сходимости ряда (2.26) экстраполиру­
ется на произвольную последовательность показателей Л, лежащую в гори­
зонтальной иолуполосе в правой полуплоскости, в виде J2n l/(l + ReAn) < со, 
поскольку в этом случае условие (2.25) выполнено автоматически. 

§3. Функционалы на С{К) и Ьр(К) 

Всюду в этом параграфе жордапова спрямляемая дуга К задана вместе с 
некоторой натуральной параметризацией (1.2), которая является гомеомор­
физмом между [0,5] и К и в рассматриваемом случае абсолютно непрерыв­
ной функцией ограниченной вариации на [0,5]. При этом [36, с. 705] 

|С'(*)| = 1 почти всюду на [0,5]. (3.1) 

Через LooiK) обозначаем банахово пространство всех измеримых и огра­
ниченных почти всюду функций,5 в качестве нормы в котором берется 

5Функции, совпадающие почти всюду па К, отождествляются. 
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Н/Иоо = esssup{|/(u;)| : w £ К} = esssup{|/(u»(e))| : в £ [0,5]}, / G Ь^К), 
где ess sup — существенная верхняя грань [39, 4.11]. 

Для линейного нормированного пространства Е через Е* обозначаем про­
странство, сильно сопряженное к Е. В частности, L*(K) — сильно сопряжен­
ное пространство к пространству LP(K), С* (К) — к С (К). Норму функциона­
ла С £ L*(K), р £ [1,оо) (соответственно С £ С*[К)), в L*(K) (соответственно 
в С*(К)) обозначаем через ||£||* (соответственно ||£||£о). 

Дадим сводку необходимых сведений о функционалах из С*(К) и L*(K), 
1 ^ р < +оо. 

Приведем сначала аналог [1, предложение 3.1]. 

Предложение 3.1 [2, предложение 1.1]. Пусть С — функционал из Ь*(К), где 
р £ [1,оо). Тогда существует (единственная в смысле Lq) функция I £ Lq(0,S) 
(далее называемая определяющей функцией функционала С £ L*(K)), где 

—(- - = 1, q = oo при р — 1, (3.2) 
V Ч 

такая, что 

s 
£(/) = У f(w(s))l(s)ds, f £ L„(K), (3.3a) 

о 
\с\\; = \щ\я. (з.зь) 

Для С £ С*{К) найдется единственная непрерывная справа на (0,5] функция 
ограниченной вариации I, 1(0) = 0 (далее называемая определяющей функцией 
функционала С £ С*(К)), такая, что 

s 
£(f)=Jf(<;(s))dl(8), feC(K), (3.4a) 

о 
l № = V a r [ f ] , (3.4b) 

где Var[/] означает полную вариацию функции I на [0,5], интеграл в (3.4) 
понимается как интеграл Стилыпьеса. 

Характеристическая функция (преобразование Лапласа) функционала С € 
L*(K), р £ [1,оо) определяется формулой 

s 
L{z) = C{czw) = f exp(zw(s))l{s)ds, z £ С, (3.5) 
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а для функционала С £ С* (К) — формулой 

5 

L(z) = C{ezw) = Iexp(zw{s))dl(s), z £ С, (3.6) 
о 

где / — соответствующая определяющая функция функционала С Нетрудно 
видеть, что характеристическая функция функционала С — целая функция 
экспоненциального типа. 

Аналогично [1, предложение 3.2] имеет место. 

Предложение 3.2 [2, предложение 1.2]. Два функционала из Ь*(К), 1 ^ р < 
оо, или из С* (К) совпадают тогда и только тогда, когда совпадают их 
характеристические функции. 

Справедлив следующий вариант тождества Н. Левинсона, применявшийся 
им для случая отрезка К с Ш [40] (ср. [1, предложение 3.3]). 

Предложение 3.3 [2, предложение 1.3]. Пусть L — характеристическая функ­
ция функционала С £ L*(K), р £ [1,оо), или С £ С*{К) с определяющей функ­
цией I и пусть L обращается в нуль в точке А. Тогда определяющая функция 
1\ функционала С\ с характеристической функцией L\{z) = L(z)/(z - А) при 
той же параметризации (1.2), как и для I, задается по правилу: 

[р] при С е L*(K), р £ [1, оо), для почти всех s £ [О, 5] относительно меры 
Лебега на [0, 5] 

S 

/А(в) = -( f e^w^-w^l(t)dt\w'{s) (3.7а) 
о 

s 

= ( f eMy(t)-wЩщм\w'{s), s £ [0,5], (3.7b) 

о 

и l\ £ Loo (0,5). 
[с] при С £ С*(К) (внешние интегралы — интегралы Лебега) 

a t 

/A(.S) = - J ( Г еА(»(г)-и,(*))4//(гЛ u/^dt (3_8а) 

о о 
s S 

= f ( f ex^^-wW\U(r)\v'(l)dt, в €[0,5], (3.8Ь) 
О t + 0 
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где функция 1\ абсолютно непрерывна на [0,5], дифференцируема по­
чти всюду и /д е Loo (0,S). 

В частности, функционал С\ продолжается как линейный непрерывный на 
Ь\{К), и функционал С\ ненулевой, если и только если С — ненулевой функ­
ционал. 

В [2, предложение 1.3] приведены только равенства (3.7а) и (3.8а). Их 
продолжения (3.7Ь) и (3.8Ь) точно так же, как при доказательстве [1, пред­
ложение 3.3], легко следуют из условия L(A) = 0. Например, для р 6 [1,оо) 
имеем 

.-«W-W-W--*»-. .<-
Аналог [1, предложение 3.4] — следующее представление типа Лсвинсона [40]. 

Предложение 3.4 [2, предложение 1.4]. В условиях предложения 3.3 характе­
ристическая функция 

С(г)=г-^-Ь(г) = Ь(г) + (\-ч)Щ, * € С, (3.9) 
Z — Л Z — А 

определяет функционал Q G £г*,(А') в случае [р] или Q G С*(К) в случае [с] из 
формулировки предложения 3.3. При этом определяющую функцию g функци­
онала Q можно задать через I в обозначениях предложения 3.3 по правилу 

g(8)=l(s) + (X--f)lx(s), se[0,Sl 

и соответственно 
g-c = (x-i)cx. (з.ю) 

Если С — ненулевой функционал, то и Q — ненулевой функционал. 

§4. Основная оценка и доказательство основной теоремы 2 

Ключевая аналитическая часть доказательства теорема 2 изложена ниже в 
предложении 4.1, которое представляет и самостоятельный интерес. Поэтому 
доказательство этого предложения проводится детально, несмотря на повторы 
отдельных этапов из [1, предложение 5.2]. 
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Предложение 4.1 (основная оценка). Пусть К — жорданова спрямляемая дуга 
длины S, и для ненулевого функционала С 6 L*(K), р G [1,оо) (соответственно 
С € С*{К), т.е. р = оо) при некотором А б С выполнено £(exp(Aui)) = 0. Тогда 
для функционала С\ € L*(K) (соответственно С\ € С*(К)), построенного, 
как в предложении 3.3, т.е. с характеристической функцией L\{z) = L{z)/(z-
А), справедлива оценка 

| | £ А | 1 " ^ 2 dfe(/v'*,A)|A| | |£ |1"' ( 4 ' 1 } 

где dfc(A'*,A) — дефект выпуклости кривой К* относительно точки А, а 
дробь в правой части равенства (4.1) доопределена, как в (2.4)-(2.5), и при 
нулевых значениях dk.(K* ,\) и |А|. 

Доказательство. Точно так же, как в начале доказательства [1, предложение 
5.2], используя цепочку равенств (2,7а) из предложения 2.1, доказательство 
соотношения (4.1) можно свести к случаю вещественного неотрицательного 
числа А. Отметим, что при таком А ) 0 в силу (2.7а) имеем dfc(/\*,A) = 
dfc(A', A), т.е. в этом случае достаточно доказывать оценку (4.1) с К вместо 
К*. 

Кроме того, ввиду монотонного возрастания функции (2.4)-(2.5) по х [1, 
предложение 2.2] и определения (2.2) достаточно установить оценку 

| | £ A | | ; ^ 2 D A - ( A ) . | | £ | | ; , А^О, (4.2) 

В*(А) = е Х р ( ^ А ) - ' , А^О, (4.3) 

где 
dK = dwo (К, А) = dwo (0, К), А > 0, (4.4) 

а отмеченная точка w" £ Л', участвующая в определении (2.1), произвольна. 
Доказательства для различных р имеют свою специфику, поэтому прове­

дем их раздельно. При этом всегда / — определяющая функция функционала 
С, т.е. 

[р] при 1 ̂  р < оо функция I из пространства Lq(0,S), где g определено 
через (3.2), и выполнено (3.3); 

[с] при р = оо функция ограниченной вариации / непрерывна справа на 
(0,5], /(0) = 0, и выполнено (3.4). 
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1. Случай 1 ̂  р < оо. Согласно (З.ЗЬ), необходимо оценить норму 

. II/A|| , = I I£A| I ; . (4.5) 

Пусть s° е [О, S] — параметрическая координата отмеченной на К точки w° из 
(4.4), т.е. w" = w(s") при натуральной параметризации (1.2), согласованной 
с выбором ориентации поддуги К0 при определении (2.1). 

Рассмотрим линейный оператор Т, действующий на функции / из Lq(0,S), 
1 ^ q ̂  оо, по правилу 

f ToM(s) npnO<.s<s° , 
T[/](.s) = ПП ' ' - - ' (4.6) 

I TS[/](«) при 5° < в ^ 5 , 

где6 (ср. с (3.7)) 

S 

T0[l\(s)-= - fexp(\(w{t) - w(8)))l{t)w'(s)dt, 0<^s<: s°, 
о 

s 
(4.7a) 

Ts[l](s) = fexp{\{w(t) - w(s)))l(t.)w'{s)dt, s° < s <$ S. (4.7b) 

Этот оператор переводит каждое пространство Lq(0,S), 1 ̂  q ^ оо, в себя и 
ограничен и непрерывен на каждом таком L4(0,S). Действительно, из опре­
деления (4.6)-(4.7) оператора Т, используя (3.1) и неравенство Гёльдера, при 
1 ^ q < оо имеем 

s 
\T[l](s)\ ̂  esssup|u)'(s)| / ехр(А sup \w(l) - w{s)\)\l{l)\dt 

se[0,S] J «,.'£[0,5] 

s 

<C exp(Adiam/<-) f \l(t)\dt ^ eAdiamK\\l\\gS
1/p, s E [0,5], 

о (4.8) 
6K сожалению, по невнимательности автора в статье [1, формулы (5.31a)-(5.31b)] 

допущена описка. В обеих формулах (5.31а)-(5.31Ь) вместо ui'(t) следует поставить w'(s), 
как и в (4.7). Дальнейшие рассуждения и выкладки в [1], основанные на этих формулах, 
в корректировке не нуждаются. 
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а при 9 = oo 

|T[/](s)|^esssup|io'(s)|exp(AdiamA') \l(t)\dt 
«efo.si У 

о 
5 

<C exp(Adiam/v) -esssup^OI f dt = eXd'"unK\\l\\coS, s e [0,5]. 
,e[o,s] У ( 4 - 9 ) 

Из (4.8) при любом q e-[l,oo) получаем 

\\ТЩ{*)\\я < eA d i- , A- | | / | | rS'1/"( | f/ .^ ' = е^тК8\\1\и, (4.10) 
о 

а при <7 = оо из (4.9) имеем 

i ™ * O I U ^ A d i a n i A \ s ' | | / | U (4.И) 

что и требовалось. 
Отметим, что для определяющей функции 1\ функционала С\ в силу то­

ждеств (3.7) предложения 3.3 и определения (4.6)-(4.7) оператора Т спра­
ведливо равенство 

h = ТЩ. (4.12) 

В частности, отсюда и из (4.10) и (4.11) при А = 0 сразу следует требуемая 
оценка (4.2) для всех р б [1,оо), поскольку Д\-(0) = S. Поэтому далее в этом 
разделе А > 0. 

В следующих трех п. 1.1-1.3 наша задача — оценка нормы оператора Т в 
пространствах Lq(0, S), 1 ̂  q ^ оо. 
1.1. Случаи q— I. Пусть / е Li(0,S). Оценим норму 

S а° 5 

linOlli = / \T[l](*)\ds = J \T0[l](s)\d8 + J \Ts[l\(s)\ds. (4.13) 
0 0 s° 

Из определений (4.7), учитывая (3.1), имеем 

JlT0(s)lds^jfe4{x^^f^is-t))midtd^ (4.14a) 
0 0 0 

/ | В Д | ^ / / е х р ( л ^ * < ! ^ ^ (4.14b) 
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Поскольку А > 0 и в (4.14а) всегда s - t ^ 0, а в (4.14Ь) всегда t - s ^ 
О, мы можем заменять дроби в показателях экспонент в подынтегральных 
выражениях на большие величины, не нарушая оценок. Для этого при А > О 
воспользуемся определением из (2.1) и обозначением (4.4): 

Re(w(<) — wis)) , ,„ т,ч , ,. * г- ч sup ' < <М0, К) = dK, (4.15а) 
0 ^ t < s ^ s ° 8 — 1 

sup v \> К-У- <C dw. (0, K) = dK. (4.15b) 

Из (4.14) и (4.15) следует 

о о 

S S S 

f \T0{s)\ds ^ j [exp(ArfK • (.s - t))\l(t)\dt ds, (4.16a) 
0 0 0 
S S S 

J \Ts(8)\ds <:J J exp(Af/K • (t - s))\l(t)\dt ds. (4.16b) 

Переставляя интегралы в правых частях (4.16а) и (4.16Ь), получаем 

J \T0(s)\ds <: J J exp(Ac/A- • (s - t))ds\l(t)\dt, (4.17a) 
о о t 
S S t 

j \Ts(s)\ds <^J Jexp(\dK • (t - s))ds\l(t)\dt. (4.17b) 

Непосредственное вычисление внутренних интегралов в правых частях оце­
нок (4.17а) и (4.17Ь) дает 

/ ехр(А,/, • (s - t))d, = е М А ^ - m - l , ( 4 л 8 а ) 

t 

/ exp(AdA" • (t - s))ds = -j- . (4.1bD) 
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Отсюда, учитывая монотонное возрастание функции (2.4)-(2.5) по параметру 
а [1, предложение 2.2] (здесь (s° - t) в (4.18а) и {t - s°) в (4.18b) рассматри­
ваются как параметр a, a XdK — переменная ж) получаем 

sup fexp(XdK • (s - t))ds <: e x p ( A d * / a°> ~ l, (4.19a) 
o^t^s» У лад-

/ (м и \\i ^ e x p ( A ^ . ( 5 - e ° ) ) - l 
sup / ехр(Аал- • (< - s))ds ^ 

s°<t<sJ 
XdK 

Согласно (4.18) и (4.19), из (4.17) выводим оценки 

s° 
exp(Ar/A- -s°) - 1 

(4.19b) 

о 
5 

j\Ts{s)\d, ̂ e x p ( A d y . ( 5 - , ' ) ) - ! 
Af/д-

Из последних оценок ввиду равенства (4.13) в обозначении (4.3) имеем 

Последнее означает, что норма оператора Т на Li(0,S) не превышает 2DA-(A) 
в обозначении (4.3). 

1.2. Случай q = со. Пусть / б Loo (0,5). Оценим норму 

||TH||00 = esssup|T[/](S)Umax{ sup |7Ъ[/](*)|, sup \Ts[l](a)\}. (4.20) 

Из определений (4.7), учитывая (3.1), имеем 

S 

sup !T0[/](S)K ||/||TO sup [exV(xRe{w{t)~w{s))(s-t))dt, 
0 

S 

sup |Ts[/](s)U ||/||M sup / e x p ( A R £ ( u , ( / ) ~ № ( a ) ) ( f - g ) ) d < . 
s°:sS<S s°<s<Sj V t - S ' 
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Отсюда и из (4.15), аналогично выводу соотношения (4.16), получаем 

S 

sup |T0[/](s)K IHloo sup [exp{\dK-(s-t))dt, (4.21a) 

S 

sup |Ts[/](s)| < Ц/Hoo sup [ exp(XdK • {t - s))dt. (4.21b) 
s°<s<S s°<s<Sj 

Вычисляя и оценивая интегралы в правых частях формул (4.21а) и (4.21b), 
как в (4.18)-(4.19), и взяв соответствующие верхние грани но s, из (4.21) 
выводим 

sup i r 0 [ / ] ( 8 ) |^H/ |U e x p ( A r f f а ° ) " 1 , (4.22а) 
о^^«° лак 
sup РШ^Ши^^^Г^-1- (4.22b) 

s»i$s;cs лак 

Из (4.22) и (4.20) ввиду монотонного возрастания функции (2.4)-(2.5) по 
параметру а получаем 

М П » ^ ех^Х(1«-^-] . ц/||сю ^ DK{X) . ||/||то. 
Лад-

Последнее означает, что норма оператора Т па Loo(0,,S') не превышает £>к(А) 

в обозначении (4.3). 
1.3. Случай 1 < q < оо. Воспользуемся следствием теоремы Рисса о выпукло­
сти [41, гл. VI, 10.12]. В нашей ситуации ввиду ограниченности сверху нормы 
оператора Т на Li(0,.S') и Loo(0,S') одним и тем же числом 2DK(\) указан­
ное следствие сразу влечет, что норма оператора Т не превышает 2DK(X) на 
любом из пространств Lq(Q,S) при всех q € [0,оо]. 

Из оценок нормы оператора Т в п. 1.1-1.3 и из равенств (4.12) и (4.5) для 
определяющей функции 1\ функционала С\ следует требуемое неравенство 
(4.2). 

Таким образом, предложение доказано для всех ре [1,оо). 
2. Случаи пространства С'(Л'). Согласно равенству (3.4Ь), примененному к 
функционалу С\ с определяющей функцией 1\, необходимо оценить полную 
вариацию 

УагрЛ] = ||£л|Гоо- (4-23) 
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Из представления (3.8) для /Л ввиду (3.1) следует 

5 s° S 

Уагрл] < y"min{|/o(*)|,|;s(s)|}|u;'(s)|de ^ J \I0(s)\ds + J \Is(s)\ds, (4.24) 
О 0 s° 

где s° — параметрическая координата точки w°, и приняты обозначения 

s 

/„(*) = - . у ехр(А(Ц0 - u>(«)))d/(0, (4.25а) 
о 

s 

/s(s) =fexp(X{w{t) - w(s)))dl(t). (4.25b) 

Из (4.24) и (4.25) в случае А = 0 получаем 

Var[/A] ^ (.s° + (5 - s0)) Var|7] = S Var[Z] = £>A-(0) Var[/], A = 0. 

Это доказывает оценку (4.2) с £>л(А) из (4.3) при А = 0. 
Пусть далее А > 0. Оцепим |/o(s)| и |/о(«)| для А > 0. Согласно (4.25), 

имеем 

|/0(.s)U J exp(A Re(w(l) - w(s)))\dl(t)\, 
о 
s 

\Ы*)\ $ Jexp(XRe(w(t) - w(s)))\dl(t.)\. 
о 

Отсюда так же, как (4.14), получаем 

5 S S 

J \I0(s)\ds ^ | | e x p ( A R e ( w ( ^ _ ~ w ( g ) ) ( . s - tj) \dl(t)\ds, (4.26a) 
0 0 0 

J \Is(s)\ds <C | | exp(A R e ( u , (
f

0 _- ; t , , ( j , ) ) ( f - S))\dl(t)\ds. (4.26b) 
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Применяя оценки (4.15) к подынтегральным выражениям во внутренних 
интегралах из (4.26а) и (4.26Ь), имеем 

8 S S 

j \h{s)\ds ^ f fexP{\dK • {s - t))\dl(t)\dat (4.27a) 
О 0 0 

5 S S 

f \Is(s)\ds ^ f f exp(Arfjf • (t - s))\dl(t.)\ds. (4.27b) 
J° S 

Переставляя интегралы в правых частях неравенств (4.27а) и (4.27Ь), полу­
чаем 

S S 3 

J \I0(s)\ds <$ J У exp(ArfA- • (s - l))ds\dl(t)\, 
о о t 
S S t 

J \Is(s)\ds <: I jexp(\dK • (t - s))ds\dl(t)\, 

откуда 

s s 

f \I0(s)\ds <C sup /exp(Ar/A- • (s - t))da • Var[Z], (4.28a) 
J 0<t<8°J 
0 t 
s t 
[ \Is(s)\ds ^ sup / exp(AdA' • (* - s))ds • Var[/]. (4.28b) 

J s°<t<Sj 

Вычисляя и оценивая интегралы в правых частях неравенств (4.28а) и 
(4.28Ь), как в (4.18)-(4.19), из (4.28) выводим оценки 

о 

S Is(')\d.$eXp{XdK-lS-80))-l-V**[l\. ли к 
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Из этих оценок ввиду (4.24) в обозначении (4.3) имеем 

УагРд] ^ («*Р(Л^-«°)-1 + **PW«-(S-''Я'*) . Var[/] V А а А- А а А- / 

^ 2 C X p ( A y - 1 - - V a r H = 2Diy(A)VarM, 

т.е., согласно (4.23) и (3.4Ь), требуемая оценка (4.2) установлена уже при 
всех А ̂  0. 

Таким образом, предложение доказано и для р — оо. • 

Предложение 4.2. Пусть выбрана точка 7 6 С Тогда в условиях и обозначени­
ях предложения 4.1 для функционала Q £ L*(K), 1 <; р < оо (соответственно 
G € С*(К)), построенного, как в предложении 3.4, по характеристической 
функцией G(z) = (г - 7)£(г)/(~ — А) еида (3.9), н/>« том же р (соответствен­
но при р = оо) выполнена оценка 

иг r\\*^o\\ | e x p ( , S ' - d f c ( / r , A ) | A | ) - ! „ , , „» 
||£, - ГЦ, < 2|А - 7 | с 1 Г с ( / с > Л ) | Л | П (4-29) 

с примечанием таким лее, как в конце формулировки предложения 4.1. 

Доказательство. Из представления (3.10) предложения 3.4 имеем 

I I < 7 - £ | | ; = I A - 7 | | | £ A | I ; . 

Остается воспользоваться оценкой (4.1) предложения 4.1. • 

Доказательство основной теоремы 2. Элементарные свойства систем экс­
понент на дуге [2, §2] позволяют ограничиться доказательством того, что 
неполнота системы ЕхрЛ в ЬР(К) (соответственно в С (К)) влечет неполноту 
системы Ехр Г в том же пространстве. 

Если система ЕхрЛ не полна на К, то по теореме Хана-Банаха найдется 
ненулевой функционал С из L*(K) (соответственно из С*{К)), аннулирую­
щий систему ЕхрЛ. После преобразования Лапласа (3.5) это означает, что 
ненулевая характеристическая функция L функционала С обращается в нуль 
на последовательности Л. 

Рассмотрим последовательность целых функций Ln, n — 1,2,..., постро­
енную рекуррентно по следующему правилу: 

LX = L, Ln+1(z) = --^-Ln(z), zeC. 
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Конструкция каждой пары целых функций Ln и Ln+i точно такая же, как 
пары L и G в предложениях 3.4 и 4.2, А = А„, •у = уп. По предложению 
3.4 можно вести речь о последовательности ненулевых функционалов £„ из 
Ь*(К) (соответственно из С(К)) с характеристическими функциями L„. По 
предложению 4.2 выполнены оценки вида (4.29): 

\\Cn+i-Cn\\$dn-\\Cn\\;, n = l , 2 , . . . , (4.30) 

где 
л -о\\ ,exp(S-dfc(/f«,A„)lA„|)-l 
rfn-2|A„ 7» I аГс(ЛГ-,А„)|А„| 

По условию (2.6) ряд YLn f'« сходится. Сходимость этого ряда вместе с оцен­
ками (4.30), согласно [1, лемма 6.1] или [2, лемма 4.1], влечет сходимость 
последовательности построенных ненулевых функционалов {£„} в L*(K) (со­
ответственно в С*(К)) к некоторому ненулевому функционалу Q. Функционал 
Q ф О аннулирует систему ЕхрГ, так как последовательность £„ тем более 
слабо сходится и по построению, начиная с номера п, аннулирует каждую 
экспоненту exp(7fcw)> k = 1, 2 , . . . , ; i - 1. По теореме Хана-Банаха это означает, 
что система ЕхрГ не полна в LP(K) (соответственно в С (К)). • 
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