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я) 
О НЕПРЕРЫВНОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ 

В этой заметке изучаются конструктивные функционалы на семей­
ствах конструктивных функций. Рассматриваются вопрос о непрерыв­
ности функционалов по отношению к поточечной сходимости функций 4 
вопрос о непрерывности функционалов в топологии, отвечающей рав­
номерной сходимости. 

Все не разъясняемые специально термины и обозначения понима­
ются так же, как в [I] ,[2] . Под конструктивными функциями будут 
пониматься конструктивные функции, определенные на сегменте 0 A I 4 

В дальнейшем прилагательное "конструктивный" перед словами "функ­
ция", "функционал", "последовательность" и др. часто будет опу­
скаться. 

I. Будем говорить, что конструктивная функция $- р а в н а 
конструктивной функции Q , если для любого дуплекса X , при­
надлежащего сегменту О Д 1 , дуплекс |сх) равен дуплексу <НХ) . 
Конструктивное семейство функций ТС называется п р а в и л ь ­
н ы м , если, каковы бы ни были функции I ж (J , из того, что 

у принадлежит <ГС и £ равна Q , следует, что Q принадлежит 
т с . . 

Пусть Ж - правильное конструктивное семейство функций. Бу­
дем говорить, что алгорифм ОС является ф у н к ц и о н а л о м 
( о п е р а т о р о м ) на 7ТС , если, каковы бы ни были функ­
ции £ и Q из Щ/ , выполняются следующие условия: 

I) алгорифм ОС перерабатывает запись у относительно ал-

* ' Основные результаты настоящей заметки были доложены на 
Ленинградском семинаре по конструктивной математике 9 апреля 
1970 г. 
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фавита Ч s ' в дуплекс(соответственно, в запись конструктивной 
функции ); 

2) если функция $ равна функции Q , то алгорифм ОС пе­
рерабатывает слова £. |з и £.03 в равные дуплексы (соответствен­
но, в записи равных функций). 

Будем говорить, что конструктивная последовательность функ­
ций f п о т о ч е ч н о с х о д и т с я к функции £ , 

если при каадом дуплексе х из сегмента О Д1 к дуплексу |(Х) схо­
дится такая последовательность Ч" , что при всех натуральных п 

ЧЧп/)=? ?псх). 

Будем говорить, что функционал (оператор) 00 на правильном семей­
стве 'W0 П-н е п р е р ы в е н , если, каковы бы ни были функ­
ция | из 7ТС и поточечно сходящаяся к \ последовательность £ 

функций из Ж , к 01 -образу функции \ сходится (соответ­
ственно, поточечно сходится ) (X,- образ последовательности f . 

Обозначим через ^ подпространство, индуцированное простран­
ством дуплексов в множестве таких дуплексов х , что 

11Сх = С)уЗаех=2Л) 

Посредством J обозначим подпространство, индуцированное конст­
руктивным двухмерным евклидовым пространством в множестве таких 
точек х<эи конструктивного двухмерного евклидова пространства, 
что дуплекс X 1 является точкой пространства °\ и дуплекс при­
надлежит сегменту 0 Д 1 . Очевидно, что пространства ̂  и "$ яв­
ляются полными сепарабельными конструктивными метрическими прост­
ранствами. 

Используя полноту пространства дуплексов, легко доказать сле­
дующую лемму. 

Лемма I. Каковы бы ни были конструктивная функция \ и кон-

*' Си. работу [2] , стр. 298. В дальнейшем заниеь функции J. 
относительно алфавита Ц 3 будем называть записью функции \ и 
обозначать через ь-\ъ . 

**) См. [2], стр. 345. 
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структивная последовательность функций г , сходящаяся поточечно й 
I , можно построить везде определенный конструктивный оператор 

F из J в пространство дуплексов, такой что для любого нату­
рального rv и для любого дуплекса х из сегмента ОД4 

F(.0GX) = }(Х) 

Fc^exbLcxv 
Из леммы I вытекает следующая лемма. 
Лемма 2. Каковы бы ни были функционал ОС на W/ , функция | 

из Ж ж последовательность f функций из W C , сходящаяся поточеч­
но к | , можно построить такой везде определенный оператор G Щ 
^ в пространство дуплексов, что для любого натурального п, 

G ( 0 ) = 0t u | 3 ) , 

Воспользовавшись леммой 2 и основной теоремой работы [2] , 
можно получить следующую теорему 

Теорема I . К а к о в о бы н и б ы л о п р а в и л ь ­
н о е к о н с т р у к т и в н о е с е м е й с т в о ф у н к ­
ц и й W/ , л ю б о й ф у н к ц и о н а л ( о п е р а т о р ) 
н а П-н е п р е р ы в е н . 

2. В работе [3] (глава,7, примеры 2 и 7) построены две после­
довательности дифференцируемых функций, которые сходятся равно­
мерно на OAi к нулю, но последовательности производных этих функ­
ций не сходятся поточечно к нулю. Отсюда и из теоремы I вытекает 
результат Г.Е.Минца о невозможности алгорифма, строящего по запи­
си дифференцируемой функции запись ее производной (см. теорему 
10.3.1 работы [4] ) . 

Используя теорему I, можно также получить результат Б.А.Куш-
нера о невозможности алгорифма, перерабатывающего запись всякой 
интегрируемой по Риману функции в дуплекс, являющийся ее интегра­
лом Римана на 0А1 . ([5], следствие 1.4). Для этого достаточно 
построить последовательность интегрируемых по Риману функций, ко­
торая сходится поточечно к нулю, но последовательность интегралов 
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не сходится к нулю. Подобная последовательность с помощью аппара­
та сингулярных покрытий (см.16] ) построена в доказательстве тео­
ремы 1.2 работы [5]. Заметим, что эта последовательность функций 
<не будет сходится к нулю равномерно на О Ь, 1 . 

В классическом математическом анализе часто приводятся при­
меры последовательностей непрерывных функций, которые не сходят­
ся к нулю равномерно на ОМ , но о которых говорится, что они по-
точечно сходятся к нулю . Однако, в силу приводимой ниже теоре­
мы 2, эти последовательности конструктивно не сходятся поточечно 
К нулю. 

Из леммы I и основной теоремы работы 2 вытекает следующая 
георема. 

Теорема 2. Д л я т о г о , ч т о б ы к о н с т р у к т 
т и в н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ф у н к ц и й 1 

£ п о т о ч е ч н о с х о д и л а с ь к ф у н к ц и и 
£ , н е о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о ­

б ы , к а к о в ы бы н и б ы л и н а т у р а л ь н о е 
ч и с л о 1г и д у п л е к с х и з О М , м о ж н о 
б ы л о п о с т р о и т ь т а к о е н а т у р а л ь н о е 
ч и с л о т , ч т о д л я л ю б о г о н а т у р а л ь ­
н о г о к и л ю б о г о д у п л е к с а 'U 

<u еОДА & Ioc-ijI<$*& к>тл => I} i^) -f k n o p U 2 * . 

Сформулированное в этой теореме условие поточечной сходимо­
сти последовательности функций при буквальном переносе в класси­
ческий анализ эквивалентно равномерной сходимости. Поэтому и при­
ходится для построения последовательностей, которые конструктивно 
сходятся поточечно, но не сходятся равномерно на 0А1 , использо­
вать особенности конструктивного континуума, связанные с тем, 
что в конструктивную математику не переносится лемма Бореля о по­
крытиях отрезка интервалами (см.[6]и[81). 

*' См., например,[3], глава 7, пример 6 или [7], пункты 428 
и 431. 
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3 . Пусть "Ж/ - правильное семейство'функций и ТС - его под­
семейство. Подсемейство Tt будем называть в п о л н е п е р е ­
ч и с л и м ы м п о д с е м е й с т в о м с е м е й с т в а 

ТУХ , если ТС является правильным семейством функций и можно 
построить алгорифм, который применим к записи функции из ТГС ,TOI*-

да и только тогда, когда эта функция принадлежит ТС . Из леммы % 
и леммы из § I главы I работы [2] вытекает следующая лемма. 

Лемма 3. Каковы бы ни были правильное семейство функций ТП/, 
его вполне перечислимое подсемейство ТС , функция | из ТС и по­
следовательность f функций из 71% , если f поточечно сходится ^ 

| , то можно построить такое натуральное число п , что функция 
£ принадлежит ТС . 

Следствие. Разность правильного семейства функций и его 
рполне перечислимые подсемейства замкнута относительно поточечной 
сходимости. 

Пусть I и Q - конструктивные функции и П/ - произвольное на­
туральное число. Будем говорить, что функция Q п р и н а д л е ­
ж и т с ф е р е Ср rv ' е с л и Для любого дуплекса х из ОЛ1 

|}cx)-^(X)l<2ft 

Будем говорить, что семейство функций WC 5 - р е г у л я р ­
н о о т н о с и т е л ь н о ф у н к ц и и | , если семейст­
во W/ правильно и. можно построить алгорифм, перерабатывающий 
всякое натуральное число в запись функции, принадлежащей Ж и 
сфере С»„, , в том случае, когда подобную функцию нельзя не пост­
роить. Аналогично теореме I работы [9] можно доказать-следующую 

Демма 4. Каковы бы ни были правильные семейства конструктив­
ных функций ТС1, ТСг и функция \ , если семейства ТС4 и ТС4 не 
имеют общих функций, семейство ТС,, является вполне перечислимым 
подсемейством объединения семейств Hli и ТСа, семейство ТС4 $-регу-
лярно относительно функции J. и функция I принадлежит ТС, , то 
можно построить такое натуральное число п , что невозможна функ -
ция, принадлежащая как семейству ТСа , так и сфере C j f t . 
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Пусть "JTC- правильное семейство функций, F — функционал на 
W, и | - функция из ШУ .Будем говорить, что ф у н к ц и о -

н а л F S - р е г у л я р е н о т н о с и т е л ь н о ф у н ­
к ц и и | , если при всяком натуральном rv $-регулярно отно­
сительно функции £ семейство таких функций Q из Ж , для ко­
торых _л 

IFt&^-Ft&qMba. 

Покажем, что условие $ -регулярности конструктивного функ­
ционала относительно заданной функции достаточно для непрерыв­
ности этого функционала в топологии, отвечающей равномерной сходи­
мости на сегменте ОЛ1 . Для этого докажем следующую теорему. 

Теорема 3. К а к о в ы бы н и б ы л и п р а в иль-
н о е с е м е й с т в о ф у й к ц и й Ж , ф у н к ц и о -
н а л F н а ПГС и ф у н к ц и я £ , п р и н а д л е ж а ­
щ а я *ЗТС , е с л и ф у н к ц и о"н а л F $-р е г у л я -
р е н о т н о с и т е л ь н о ф у н к ц и и J. , т о п о 
в с я к о м у н а т у р а л ь н о м у ч и с л у rv м о ж ­
н о п о с т р о и т ь т а к с - е н а т у р а л ь н о е ч и ­
с л о m , ч т о д л я л ю б о й ф у н к ц и и Q , п р и ­
н а д л е ж а щ е й с е м е й с т в у W/ и с ф е р е С» , 

IFc&$5)-Fc&<pW2": 

Доказательство этой теоремы можно получить из доказательства 
теоремы 3 работы 19] , если использовать лемму.4 вместо теоремы 1 
этой же работы. 

4. Семейство функций Ж называется п . е р е ч и с л и м ы м 
п о п р е д с т а в и т е л я м , если можно построить такое пе­
речислимое множество XI , что любой элемент MJ является записью 
некоторой функции из WG и для всякой функции из W можно постро­
ить элемент № .являющийся записью равной ей функции. Обозначим 
через п функцию, тождественно равную нулю. Семейство функций TL 
будем называть в п о л н е п л о т н ы м , если для любого на­
турального числа ft выполняется следующие условия: 
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1) семейство функций, принадлежащих Ж и сфере С ц ̂  ,пе­
речислимо по представителям; 

2) для любой функции, принадлежащей сфере С н „, , можно по­
строить сходящуюся к ней поточечно последовательность функции, 
принадлежащих ТС и сфере С н < а . 

Теорема 4. С е м е й с т в о п о л н ы х п о л и г о -
— *) 

н а л ь н ы х ф у н к ц и й и с е м е й с т в о ф у н к ­
ц и й , р а в н ы х п о л и н о м а м с р а ц и о н а л ь ­
н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и , я в л я ю т с я в п о л Н 
н е п л о т н ы м и с е м е й с т в а м и ф у н к ц и й . 

Эта теорема вытекает из результатов § 2 работы НО]. 
Будем говорить, что семейство функций Ж- а д д и т и в н о 

з а м к н у т о о т н о с и т е л ь н о с е м е й с т в а 
ф у н к ц и й Т О , если 'WO является правильным семейством функЬ 
дий и, каковы бы ни были функции | ,Q и % , такие что для любо-i 
го дуплекса х из ОД1 

|-Cx)=gcx)+fu(.x), 
функция I принадлежит WJ в том случае, когда функция й при­
надлежит TSI и функция TV принадлежит 71/ . 

Ясно, что семейство всех функций и семейство равномерно не­
прерывных функций аддитивно замкнуто как относительно семейства 
полных полигональных функций, так и относительно семейства функ­
ций, равных полиномам с рациональными коэффициентами; семейство 
функций, равных полиномам с дуплексными коэффициентами, аддитивно 
замкнуто относительно семейства функций, равных полиномам с раци­
ональными коэффициентами. 

Лемма 5. Если семейство функций 7Я аддитивно замкнуто от­
носительно какого-нибудь вполне плотного семейства функций, то лю­
бое вполне перечислимое подсемейство семейства Ж $ - регулярно 
относительно каждой функции из 71Ь . 

Эту лемму можно доказать с помощью леммы 3 . Из леммы 5 выте­
кает следующая лемма. 

* } ем. Ш , стр. 539. 
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Лемма 6. Если семейство функций Ж аддитивно замкнуто от­
носительно какого-нибудь вполне плотного семейства функций, то 
любой функционал наТЗХ S-регулярен относительно всякой функции 
из 1Т0 . 

Теорема 5. К а к о в ы б н н и б ы л и п р а в и л ь ­
н о е с е м е й с т в о ф у н к ц и й TTL и в п о л н е 
П л о т н о е с е м е й с т в о ф у н к ц и й Т1 , е с л и 
с е м е й с т в о 1К а д д и т и в н о з а м к н у т о о т ­
н о с и т е л ь н о Л , т о д л я л ю б о г о ф у н к -

ц и о н а л a F н а 7ИЪ , д л я л ю б о й ф у н к ц и и 
| и з ЖЬ и д л я л ю б о г о н а т у р а л ь н о г о 

ч и с л а а м о ж н о п о с т р о и т ь т а к о е н а ­
т у р а л ь н о е ч и с л о пг , ч ю д л я в с е х 
ф у н к ц и й Q . п р и н а д л е ж а щ и х с е м е й с т - в у 
Ж и с ф е р е 0 $ ^ , 

Эта теорема вытекает из теоремы 3 и леммы 6. 
5. Пусть Ж - правильное семейство функций. Об алгорифме Р 

будем говорить, что он представляет собой м е т р и ч е с к у ю 
ф у н к ц и ю в с е м е й с т в е TSL , если Р является исто­
рической функцией (см.[1],стр.173) в множестве записей функций из 

K l • Будем говорить, что метрическая функция Р в семействе Ж 
с о г л а с о в а н а с р а в е н с т в о м ф у н к ц и й , 
если, каковы бы ни были функции | и Q принадлежащие Yfl , из то­
го что ^ равна Q следует, что 

Пусть р - метрическая функция в семействе W/ , \ - функция, 
принадлежащая KTL , и ? - последовательность функций из*Ш/ . То-
ворят, что последовательность F с х о д и т с я п о м е т ­
р и к е р к функции I , если для любого натурального числа Ш 
можно построить такое натуральное число гъ , что для всех нату­
ральных чисел к , мажорирующих а, 
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Теорема 6. К а к о в ы бы н и б ы л и п р а ­
в и л ь н о е с е м е й с т в о ф у н к ц и й КК , ф у н к 
ц и я | , п р и н а д л е ж а щ а я W/ , и п о с л е д о ­
в а т е л ь , н о с т ь F ф у н к ц и й и з 1STI , е с л и 
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь f с х о д и т с я п о ­
т о ч е ч н о к ф у н к ц и и ! ' » т 0 п о с л е д о ­
в а т е л ь н о с т ь f с х о д и т с я к ф у н к ц и и ^ 
п о л ю б о й м е т р и к е в Ш . с о г л а с о в а н ­
н о й с р а в е н с т в о м ф у н к ц и й . 

Эта теорема вытекает из теоремы I . 
Теорема 7. К а к о в ы б ы н и б ы л и п р а ­

в и л ь н о е с е м е й с т в о ф у н к ц и й Ж , м е т ­
р и ч е с к а я ф у н к ц и я о в с е м е й с т в е "ffl/ , 
с о г л а с о в а н н а я с р а в е н с т в о м ф у н к ­
ц и й , и ф у н к ц и я |, и з "flTC/* , е с л и с е ­
м е й с т в о Tfl а д д и т и в н о з а м к н у т о о т н о ­
с и т е л ь н о к а к о г о - н и б у д ь в п о л н е плот-
н о г о с е м е й с т в а ф у н к ц и й , т о д л я лю­
б о г о н а т у р а л ь н о г о ч и с л а П / м о ж н о п о ­
с т р о и т ь т а к о е н а т у р а л ь н о е ч и с л о т , 
ч т о д л я в с е х ф у н к ц и й ^ . п р и н а д л е ж а ­
щ и х 7П/ и с ф е р е С|м , 

Эта теорема следует из теоремы 5. 
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