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Настоящая работа посвящена обратной задаче для операторов с частными производными. 
Среди работ, посвященных обратным задачам для операторов с дискретным спектром, мож­
но указать работу [1]. Обратная задача для оператора Лапласа с непрерывным потенциалом 
рассмотрена в работе [2]. Наша задача -— восстановление потенциала в псевдодифференциаль­
ном уравнении с частными производными с помощью интерполяционной теоремы Карлесона 
и принципа Банаха сжимающих отображений. Аналогичный метод использован в работе [3]. 

Пусть П = { 0 < х < а, 0 < у < Ь} — прямоугольник, где а > О, Ь > 0; П 4 = { 0 < х < а/2, 
0 < у < 6 /2} — в четыре раза меньший прямоугольник. Рассмотрим в L2(H) краевую 
задачу М 

-А(р = \(р, и\ди = О, 

где дП — граница прямоугольника П. Введем оператор Т — J X? dE(X), где Е(Х) — спек­
тральное разложение единицы оператора задачи М , /3 > 0 и > 0 при Л > 0. Далее, 
пусть vm}Tl — 2 ~ 1 ( а 6 ) ~ 1 / 2 sm( / 7ra" 1 mx) sm(7rb~lny) — собственные ортонормированные в L2(U.) 
функции оператора У, отвечающие собственным значениям А Ш ) П = (7г 2 а~ 2 га 2 + -к2Ь~2п2у, 

_ _ _ _ _ сю 

m,n = 1,ос, сг(Г) = [J Л Ш ) П — спектр оператора Т. Собственные числа оператора Т 
m,n = l 

будем нумеровать в порядке возрастания их величин с учетом кратности с помощью одного 
натурального индекса t: 0 < Хг < А 2 < . . . < Xt < Xi+1 < . . . Обозначим через dn рас­
стояние от собственного числа А п до остальной части спектра <т(Т). По лемме 1 из работы 
[4] существует такая подпоследовательность натуральных чисел {щ}^, что dni > Cinf"""1, 
где Ci > 0 и не зависит от индекса I. Кроме того, пусть Р — оператор умножения на, 
вообще говоря, комплексную, измеримую по Лебегу, существенно ограниченную по модулю 
функцию р(ж,2/), ( ж , г / ) е П ; /х4 — собственные значения оператора Т + _Р, занумерованные 
в порядке возрастания их действительных частей с учетом алгебраической кратности. Будем 
предполагать дополнительно, что функция р(х,у) удовлетворяет следующим, условиям: 

р(а — х, у) — р(ж, у) ~ р(ж, Ь — у) для почти всех (ж, у) £ П, (1) 

j [р(х, у) сов(2^а~гпх) dx dy — j Jр(ж, у) COS(2TTh"1ny) dx dy — 0, n = 0, oo. (2) 
n ' n 

Будем предполагать, что a2b~2 — иррациональное число. В этом случае спектр оператора 
У однократный. Воспользуемся также известной асимптотикой для собственных значений 
оператора Т : А* = С2& + С 3 ^ ~ 1 / 2 + о ^ " 1 / 2 ) , С2 > 0, С 3 > 0. 

Л е м м а 1. Если \t - п\ > С4п1/'2^ где С 4 > 0, mo \Xt - Хп\ > const • max j^" 1 - ' ' 2 , nP~l1'2}, 
const > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ~ n - [C4n^2], тогда 

At_ - C 3 ^ ( l - [ ^ п 1 / 2 ] * * " 1 ) ' + C3n0^2(l - [ C ^ ' V 1 ) ' - 1 ' 2 + о(п^2) -

- C V - (3C2CAn^2 + o ^ " 1 / 2 ) + C 3 n ' - 1 / 2 - (/J - l / 2 ) C 3 C 4 r / ~ 3 / 2 + o{n^2) + о ( т г ^ 1 / 2 ) = 
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= С2п? + С 3 п ^ 2 - / J C j A n ' - 1 ' 3 - ((J - 1 / 2 ) ( 7 3 С 4 ^ - 3 / 2 + о(п^2). 

Отсюда следует, что существует const > 0 такая, что Л п — Xt_ > const -п^'1/2. Но тогда 
и при всех t < t_ будет выполняться требуемое неравенство. В случае t > п + С4п1^2 имеем 
п < t — const -J1/2, const > 0. Лемма доказана. 

Л е м м а 2. Если 0 < 6 < 1; (1 — <5)(/3 - 1/2) > 1, т о на вертикальных прямых Г п < = {А| 
о о 

А — 2 ~ 1 ( A n t + A n t + 1 ) + i p } выполняется неравенство \\(Т - А_£7) ~1111 — _С 1̂  ~~ ^ n l " 1 < (Н + 

+ c , n f - 1 ) - ' 0 ( » J / 8 - < 1 - ' ) 0 ' - 1 ) ) + (И + ^ п Г 1 ' 2 ) - ^ » ^ 1 - ^ * 3 - 1 ^ ) , с 5 > Г 
с о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разобьем рассматриваемый ряд на три слагаемых: |А — A n | ~ x = 
n = l 

& 1 А?2 о о . 

= Е | А - А „ | - 1 + Е |Л - A „ | - x + Е |А - Anl"1 = Л + h + h, где Л. = пг - [ С 4 » } / 2 ] , 
1/2 

&2 == n t + [ C 4 n / ] , С4. > 0 и произвольно мало. 
Для оценки 1г воспользуемся неравенством л/а2 + Ь2 > Са8Ьг~6, 0 < <5 < 1, С > 0. Если 

А е Г п < , то |А - A n | > C 6 | A n t + i - Хп\^~^(\р\ + \ХЩ - Xn\)s, С6 > 0. По лемме 1 для слагаемых 
из суммы 1г имеем |А — | ~ 1 < const •щ^1~6^13~1^2\\р\ + n f ~ 1 ^ 2 ) ~ s , const > 0. 

Учитывая, что число слагаемых в / х меньше получаем 

h < const .п]-{1-^-1/2\\р\ + C5nt1,2)~s = 0 ( n J - ( 1 - w - 1 / 2 ) ) ( H + C 5 n t 1 / 2 ) - s . 

Оценим / 2 . В силу леммы 1 из работы [4] для слагаемых из 12 имеем |А — А п | - 1 < 
< const < ( 1 - * ) ( / 3 - 1 / 2 ) ( Н + Csnt1)-^ const > 0. 

Учитывая, что число слагаемых в 12 не превосходит 2С2п1/2, а также то , что С 4 произ­
вольно мало, получаем 

I2 < const . 2 C 4 n J / 8 - ( 1 - ' ) ( / , - 1 / a ) ( | p | + C,ntl)-S = o(nlJ2-^-^)(\p\ + Свп?" 1 ) - ' . 

Сумма Is оценивается аналогично 1г с учетом соотношения (1 -~ 6)(/3 — 1/2) > 1. Лемма 2 
доказана. 

На вертикальных прямых Tnt известна оценка равномерной нормы резольвенты оператора 

Г : ||(_Г - AJ . 7 ) -4 | < + C i n f - 1 ) " 1 -
Пусть {ХПк} — интерполяционная последовательность в смысле Карлесона (см. [5, с. 277]) 

спектра сг(Т) оператора Т в правой полуплоскости Re А > 0, т . е . существует такое число 
о о 

6 = S{Xnk} > 0, что Ц | (A n f c - A n j ) / ( A n f c + A n j . ) | > 6 для любого к = 1,оо. Тогда по теореме 
Карлесона (см. [5, с. 289]) существуют такие аналитические, ограниченные в совокупности в 
правой полуплоскости функции, что fnk(Xnj) - Sjk, Ц / n J U = snp | / n f c ( A ) | < 2<S~5(1 - 21n<S), 

Re A>0 

где Sjk — символ Кронекера. 
З а м е ч а н и е . Можно рассматривать конечные интерполяционные последовательности в 

полосе между вертикальными прямыми Г г ч _ х и Tnt. Тогда пк £ {щ^ + 1? Щ-i + 2 , . . . , щ}. 
А 

Положим срПк = f fnk(X)dX. Рассмотрим спектральное равенство при пк £ +1, щ_г + 

+ 2 , . . . , raj: 

Е <Рпь(н)= Е Vn*(Aj) + ( * X „ > « n J + 

+ ^ S p j <pnk{\)(T + P-\E)-\P(T-\E)-*)2d\ = 

= E tPn^i) + (^nk,vn„) + —sv j <рПк(\)(т-Щ-1(Р(т-Щ-1)2<1\ + ...= 

= E <Pnh(bi) + (Pvnk,vnh)-—ST> j fnk(X)(P(T-XE)-l)2d\+...= 

j=n,_l + l p 
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- £ <Pnk{xj) + (Pvnk,vnk) + аПк(р). 

При выводе равенства использовали тождество [3] 

S p 2 ^ / f W i T - W r H P i T - X E ) - 1 ) " dX = - S p ^ + I / / ( А ) ( Р ( Г - А £ ) - 1 ) " dX, n = T^S, 
г ^ г 

получаемое интегрированием по частям формулы для резольвенты. Здесь / — аналитическая 
функция в правой полуплоскости, причем | / ( А ) | < const |А| при Re А > О, Г — замкнутый 
регулярный контур в правой полуплоскости, не содержащий точек спектра оператора Т. 

Оценим: 

\аПк(Р)-аПк(р)\<26-5(1-2Ы6)^ J \\(Т-ХЕ)~%\\(Т - ХЕ)"^ | b -_5 |U | | _> | | oo + HpIU)dp < 

< _(1-2Ы6)\\р-р\и\\р\\о0 + Ы\оо) j ((\р\ + С7пГГ1-ео(п]/2-^^-1)) + 
— ОО 

+ + с т » Г ' а ) - ' ( И + СгпГГЩп]-^-1'^)) dp = 

= Г 5 ( 1 - 2Ы*)||_р - PllcodWIcc + | | p | U ) ( o ( « t

1 / 2 - ( / 3 - 1 ) ) + 0 ( в ? - / ' - 1 / ( а ' + я ) ) ) , 

где С7 — т а х ( С ь С 5 ) . 

Возьмем такую подпоследовательность {tg} натуральных чисел, что / = Е \о(щ^2'~^^)+ 

+ 0 ( г а 2 ~ / ? ~ 1 у / ^ 4 ~ 2 ^ ) | < 00•> что возможно, если /3 > 3/2. Введем полную ортонормированную 
систему функций в £ 2 ( П 4 ) : ф\ = (ab)'1 cos 2ка~гтх cos 2кЪ~1пу, т,п — 1, оо, где А? = 

ОО /
 ntq \ 

= ( т г 2 а " 2 т 2 + ъ2Ъ~2п2У. Обозначим а0{р) = Е Е (^n f c (M;) ~ ¥>**(А,)) U n f c , где б 
fc = l V ) ? - n t g _ 1 + i / 

оо 
£ { n j , - i + 1 , . . . , П ( } ; а (р) = Е а п Д р ) ^ » - Тогда 

fc = l 

| |а(р) - а ^ Н о о < const - Г 5 ( 1 - 2In «) | |р - p | U ( | N U + | | p | U ) / = l\\P ~ p |U-

Заметим, что 0 < 7 < 1 при малых ||р||оо и ||р||оо в зависимости от ё. Но а (0) = 0, поэтому 
существует в Х 0 0 ( П 4 ) замкнутый шар U(0,e) радиуса в > О (е зависит от <5), который 
а(-) отображает в себя и является на этом шаре сжимающим отображением. Следовательно, 

оо / п*д \ 
операторное уравнение а 0 - а(р) = р, где а 0 ( р ) = Е Е (<Pnk(tj) ~ ¥>п*(А,-)) W w ? имеет 

единственное решение р при а 0 £ f7(0,б:). При этом: р удовлетворяет соотношениям (1) и (2) . 
Итак, доказана 
Т е о р е м а 1. Если а?Ь~2 — иррациональное число и { A n f c } — интерполяционная после­

довательность, a j3 > 3/2 , то существует е > 0, зависящее от S = 8{ХПк} > 0, такое, 
что в замкнутом шаре U(0,e) С Loo(П) существует один и только один потенциал р, 

n t q 

удовлетворяющий условиям (1) и (2), и при условии, что а0 G {7(0,в), Е ¥W(/-b-) — 

Е Л = 1,оо, пк е { n t g _ x + l , . . . , n t J , w / / p(x,y)ipn(x,y)dxdy = 0 при 
i = n t q _ i + i п 4 

п ф к — 1, оо. 
Аналогично доказывается 

я TV _ 

Т е о р е м а 2. Если а2Ь~2 — иррациональное число, р — Е АдФд^ Р — ]С АдФд^ 1 < ^ < 
5 = 1 д = 1 

м Iblloc и IIpIIOO .малы по сравнению с й" 5 (1 - 2In8). где ё = S{Xq}^=1 > 0, /3 > 0, wo да 
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равенств ц3-(р) — fij(р), j = 1, iV, вытекает, что в П всюду р = р, m. е. А § = A g , g = l , iV, 
где / i / (p) w /Xj(jp) — собственные числа операторов Т + Р и Т + Р соответственно, 
занумерованные в порядке возрастания их действительных частей с учетом алгебраической 
кратности. 

Авторы выражают благодарность М. В. Бушмановой за внимание к работе. { 
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