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ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ РЕШЕТКИ БЕСКОНЕЧНЫХ КОНТУРОВ 

В СЛУЧАЕ ПАРАМЕТРА х 

1. Пусть Dz~бесконечная область в плоскости комплексного 
переменного z = х + iy, границей которой служит семейство 
конгруэнтных контуров Z* (п = 0, ±1 , ...), составляющих 
прямую решетку постоянного шага а + i$. Требуется опреде­
лить форму контуров Zn

z (n = 0, ±1 , ...), если на них заданы 
граничные значения функции w(z), аналитической в области 
Dz, в виде 

<Рл/ ft) + i%j (0 = *>п (Е) = То/ (*) + |ф0; С*) + № 
Г > 0 , е = * + ал, 0 < * < +схэ, у = 1 , 2, (1) 

где 1 п х — абсциссы точек контуров Zn
z и Z\ соответственно, 

причем <Ро2 (х)> Фог (•*) относится к верхней ветви Z\z, <p01 (х), 
Ф01 (л:) — к нижней ветви Z°, контура Z°z; <р01 (0) = 902 (0), Ф01 (0) = 
= Фо.(0). 

Будем считать, что область Dz остается слева при движе­
нии по Z\z, когда х убывает, и при движении по Z°2z, при кото­
ром х возрастает. 

Положим, что в интервале [К, +со) (/С— достаточно боль­
шое положительное число) справедливы следующие пред­
ставления: 

То/ (-*) = •* + а0]- + фо/ (•*)> Фо/ (*) = Фо/ (°°) + ^о/ (•*)> 7 = 1 > 2, (2) 
где функции Ф0уС*) и Ф*0/(л) исчезают на бесконечности вместе 
со своими производными, a0j = const, ф02 (оо) > ф01 (со), причем 
производные удовлетворяют условию Гёльдера (условию Н); 
для функции г(х) это условие в интервале [К, +оо) записы­
вается в виде 

\г(хг) - г (*8)|< А | Цхх - Цхг\\ 0 < [х < 1, 
А = const, ^ = const. 

Граничные значения (1) определяют в плоскости комплексно­
го переменного w = <f + ity конгруэнтные контуры Zn

w (п = 0, 
± 1 , ...). Пусть эти контуры не имеют точек самопересечения 
и не пересекают друг друга, любая конечная дуга кривой 
Zn

w — кривая Ляпунова. Бесконечную область, ограниченную 
контурами Zn

w (# = 0, ±1 , ...), обозначим через Dw. 

178 



Пусть производная функции z-=F(w), обратная к w(z)> 
при ср—>+оо стремится к конечным и отличным от нуля пре­
делам. 

2. Введем обозначения Ф0] (я) + i ̂ о/ (х) = о̂у (•*)> аоу + 
+ гф0/ (со) = Су Не умаляя общности задачи, будем считать, 
что Фог С00)== " Ф01 (°°)- В плоскости ^ проведем семейство 
конгруэнтных кривых \п (л = 0, ± 1 , ...)> отстоящих друг от 
друга на величину Т по мнимой оси и не имеющих общих то­
чек с контурами Zn

w (n = 0, ± 1 , ...)• Пусть кривая Х0 имеет 
своей асимптотой при ср—*+со прямую, определяемую уравне­
нием ф = —772, и разделяет контуры Z"1 и Z°w. Обозначим че­
рез D°w область, ограниченную кривыми Z°w и Х0, \х. Функцией 

w2 = 1 / (а — wx), wx = exp {2nw/T), 

a =£ exp {2 тс w/ T\ V w £ 7)^, 
(4) 

отобразим область D°w на область Z)^ в плоскости переменно­
го w2, кривым Х0 и Xj будут соответствовать берега разреза по 
линии Г^2, а кривой Z^ — кривая Z° . В плоскости ^ 2 прове­
дем разрез L вдоль интервала (—оо, —Кх) (/^ — достаточно 
большое положительное число) на оси <р2- Теперь функцией 

wz = wy2\ *8 = гс — 2гсф02(оо)/7\ (5) 

отобразим область D^ на область £)^з в плоскости wz, разре­
зу по линии Г^2 соответствует разрез по линии Г^з, кривой 
Z°W2~ кривая Z^s, под wy2b понимается ветвь, непрерывная в 
области D^2, причем 

a r g ^ 2 6 = 7:/25 (6) 

на верхнем берегу разреза L. 
Пусть функция wz = f(Q ( / ( 1 ) = 0 , / (0) = а-1/25) осущест­

вляет конформное отображение круга | С | < 1 в плоскости 
С = гегт на область, ограниченную кривой Z^ и остающуюся 
слева при обходе по Z^ в положительном направлении, при 
этом отображении разрезу по линии Tw соответствует разрез 
по линии Гс, соединяющей точки С = 0 и С = 1 . 

Обозначим через t2 и t3 точки кривых Z^ и Z^3, отвеча­
ющие точке 

. ' = То/С*) + *М*) С/= 1. 2) (7) 
кривой Z°w. Тогда 

t2 = w2 (t) = 1/(а - exp (2 iu */ Г)), (8) 
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*, = «»з ('*)!= Т - (9) 
В силу (6) 

/1/2» = | /2|i/»exp {(iarg/2)/23}-±| ts \w.ew (tt = да2 (0), (10) 
<Py-*+°0 

здесь и в дальнейшем верхний (нижний) знак берется при 
j = 2 (у -1) . Пусть 

к = hj И = ^3 К (?0/ С*) + '% («*))!• (11) 
Уравнение кривой Z0 запишем в виде 1*>г 

** = W> (12) 
где а —дуговая абсцисса точки /3> отсчитываемая от некото­
рой фиксированной точки кривой Z°Wi в положительном 
направлении, при котором область D°Ws остается слева, %(а0) = 0. 

Докажем, что Z^ — кривая Ляпунова. Из (2) и (9) в интер­
вале [К +оо) будем иметь 
щ (/) = (а - ехр (2к (x + cf + FJ (x))/T))~lf2b = (-1)1'2* exp ( -* (x+ 

Л-Cj + F, (x))) (1 + /?, (x)), т = те/ П, 
где функции /?у(л) = 0(ехр(—ъх)) и производные /?)(.*) удовлет­
воряют условию Н. Принимая во внимание (10), получим 

w, (t) = (~1)"1/2S (-Т т) ехр (-т (л + с j + Fj (x))) (1 + Rlf (*)), 
где функции Rij(x) удовлетворяют условию Н. Отсюда в силу 
(2) и (11) следует 

7з; (х) = (-1)~1/25 (+т) ехр (-т (х + сt + ^ (л))) (1 + /?2/ (л)), (13) 
где функции /?2;W имеют те же свойства, что и функции 
RXj(x). Соотношения (11) и (12) определяют функцию а = а(х). 
Для ее производной согласно (13) в интервале [К, +оо) 
справедливо представление 

а' (*) =±\\ (-*) Н (Т^) ехр (-* (х + а0} + Ф0/ (*))) (1 + #8/ (•*)). 
(И) 

где функции R3j(x) удовлетворяют условию Н. Следовательно, 
производная t" (a)= t'^ (х)/а'(х) (а = а(х)) в интервале [К, +оо) 
удовлетворяет условию Н (см. (3)). Пусть функция х*(а), 
обратная к функции о(х). В силу (14) функция 1/х* (о) удовлет­
воряет условию Н в окрестности точки а = а0. Таким образом, 
производная t*3' (а) удовлетворяет условию Н. Теперь нетрудно 

180 



видеть, что Z** — кривая Ляпунова. Согласно теореме Келлога 
[1] функцию /(С) на окружности |С| = 1 можно представить 
в виде 

/(С) = (С—1)Ф(С), (15) 
где функция Ф(С) удовлетворяет условию Н, причем Ф(С)=И=0. 

Введем в рассмотрение функцию «; = <©(£), осуществляющую 
конформное отображение области D^ — круга | С | < 1 , разрезан­
ного по линии Гс, на область D°w. Обозначим через v0 и vt 
образы кривых Х0*и Хг при отображении функцией z = P(w). Из со­
отношения 

<М*) = *(*1т) (16) 
найдем зависимость лг = ^(^). Пусть z = z(С) — функция, кон­
формно отображающая область Щ на область D°z, ограничен­
ную кривыми Z°z и \ , vp причем ^(То)^^- Д л я удобства будем 
использовать различные обозначения зависимости х = х (-[): 
л^-Мт)» 0<Т<То> ДДЯ ветви Z\z и x = x2(i)9 ?0<т<2тс, Для 

ветви Z^ контура Z°. Так как 

^ ( C ) ^ J l l n ( ^ Z l i ) , (17) 
W 2* V /2°(С) / 

следовательно, в силу (15) вблизи f = 0 (т > 0) справедливо 
представление 

о)(^) = (-х)-Чп т + ЛГ(т), (18) 
где функция -M(f) удовлетворяет условию Н. Из соотношения 
(16) с учетом (18) вблизи т = 0 (f > 0) получим <р01 = <р01 (-j) == 
== (-—т)"1 in -J + У141 (•(), где функция TWj (7) удовлетворяет усло­
вию Н. В силу (2), (14), (17) вблизи ^ = 0 (т > 0) будем иметь 

хх (Т) = (--с)-! Шт+Г^т), (19) 
где функция 7*! (-[) удовлетворяет условию Н. Аналогично вбли­
зи f = 2т: (̂  < 2тс) получим 

^2 (Т) = ( -*Г ! Ш (2ic - Т) + Г2 (Т), (20) 
где функция T2(i) удовлетворяет условию Н. 

Функцию z(C) будем искать в виде 

z ( g = = i i _ £ i i n _ A _ + 2 ; o (g, (21) 

где ln(C/(C-l)) = ln|C/(C-l)| + i(argC-arg(i;-l)), под argt 
понимается ветвь, непрерывная в плоскости С с разрезом по 
линии Г0, совпадающей в круге |С(<1 с линией Гс и уходящей 
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в бесконечность, под arg (С — 1) — непрерывная в плоскости С 
с разрезом от 1 до бесконечности по линии, совпадающей с 
линией Г0. Найдем теперь представление функции z(V). Из (21) 
видно, что 

.*0(T) = Rez0(*'T)E5B*(T) + J - l n 
2к 

2sin-I- __L-arg(e '7 (^- l ) ) . 
2, I 2т* 

Следовательно, принимая во внимание, что ^ ~~ 2 arg (еп — 1) = 
= Зтс/2, получим 

2о(С) = _ ± 1 п ( С _ 1) + 3_±ii ln(с-1) + J- f^(T)^+irfT+ic, 
о 

(22) 

где х0 (у) = JC (у) + (— ̂ )~~1 In 12 sin y/2 |, С— произвольная действи­
тельная постоянная. Нетрудно видеть, что в силу (19), (20) 
функция х0 (?) удовлетворяет условию Н, причем х0 (0) = х0(2к). 
С учетом (21) получим 

2TU 

2(C) = ^ l n C - - l n ( C - l ) + - i - f ^ 0 ( T ) 4 ± 7 f l r T + ^ . (23) 
2ш z ZTZ J еч — С о 

3. Найдем значения а и р, при которых г (С) из (23) есть 
однолистная функция. Отметим, что для однолистности функ­
ции г (С) необходимо и достаточно отсутствия точек самопере­
сечения у контура Z°. Это следует из того факта, что одно­
листность функции z (С) равносильна однолистности функции 
g(Q = exp{2Kiz(Q/(a + i$)}. 

Пусть y(i) = Rez(e11), тогда в силу (23) будем иметь 

у (С) = (р/2*) т ~ ^ ! arg {^ - 1) + F(Т) + С, (24) 
где 

2тс 

/ ? (T)=^-po(9)c tg e -=-V0. 
о 

Введем в рассмотрение функцию т = Т (т)» определяемую из 
соотношения х2 (?) = ^ (у), 0 < у < То* Ясно, что контур Z° бу­
дет простым, если для всех 0 < у < То выполняется неравенство 

У ( Т ) - У ( Т ) > 0 . (25) 
Учитывая (24), условие (25) перепишем в виде 

рЛЧт) + О ( т ) > 0 , 
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где ЛГ(Т) = 7 - Т . G(T) = - 2 7 S ( a r g ( e i T - l ) - a r g ( e ' T - l ) ) + 

+ 2u(F(x)-/7(f)), т = 7(т)- Функция G,(-f) = 0(T)/yV(T) будет 
ограничена, если существует конечный предел 

01 (То) = Ит (О (Т)/ЛГ (-Г)) = lim (G'(T)/(? (т) - D). 

Известно [2], что производные функций f (т) и ^(т) в точке 
7 ^ То будут непрерывны, если в окрестности точки х = 0 справед­
ливы представления 

Vtfji*)+ *%(*) = я"1]У, + хп1 Р](•*))> <*, ¥= 0, (26) 

где функции Р]{х) удовлетворяют условию Н, dj = const, 
0 < / у < 1 , я у > 0 (у=1. 2). 

Пусть p0 = maxG1(^) тогда имеет место 
0<7<То 

Т е о р е м а . Если справедливо представление (26), то для 
всех а и р > р0 функция z(Q, определяемая формулой (23), 
будет однолистной в области D°v 
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