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1. Результаты. Рассмотрим суммы вида

S(ε) =
∑
n⩾1

nsP(ξ > εnδ), (1.1)

где случайная величина ξ имеет устойчивое распределение, δ > 0, s ∈ R.
Нашей ближайшей целью является изучение асимптотического пове-

дения таких сумм при малых значениях параметра ε > 0.
Исследования такого рода необходимы для решения задач, связанных

с оценкой скорости сходимости в так называемых “точных асимптотиках”
(см. посвященные этой проблематике работы [1], [2], [4], [8] и обширные
библиографии в них).

Для формулировки результата нам понадобятся некоторые обозна-
чения.

Положим

U(t) = lim
N→∞

{N−1∑
n=1

nt −
∫ N

1
yt dy −

[t+1]∑
j=1

Bj

j!
A

(t)
j−1N

t+1−j

}
, (1.2)
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где Bj — числа Бернулли (B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, B4 = −1/30,
B6 = 1/42, B2l+1 = 0, l ⩾ 1) (например, [10, с. 56]), A(t)

k =
∏k−1

j=0(t − j),

если k ⩾ 1, и A(t)
0 = 1 (т.е. (yt)(k) = A

(t)
k yt−k).

В частности, если t — целое неотрицательное число, то

1

j!
A

(t)
j−1 =


1

t+ 1

(
t+ 1

j

)
, j ⩽ t+ 1,

0, j > t+ 1.

Из формулы (2.1) при f(x) = xt (см. также (2.22) и далее) следует,
что пределы U(t) при каждом t существуют и конечны.

Заметим, что U(−1) = C и U(t) = ζ(−t)+1/(t+1), если t < −1 (здесь
и в дальнейшем C — постоянная Эйлера, ζ( · ) — функция Римана).

При t+ 1 > 0 положим

Û(t) = U(t)− 1

t+ 1
. (1.3)

Таким образом,

Û(t) = lim
N→∞

{N−1∑
n=1

nt − N t+1

t+ 1
−

[t+1]∑
j=1

Bj

j!
A

(t)
j−1N

t+1−j

}
.

Пусть для начала случайная величина ξ в (1.1) имеет стандартное
нормальное распределение.

Теорема 1 (случай α = 2). Пусть s ⩾ −1. Тогда при ε→ +0∑
n⩾1

nsP(ξ > εnδ)− A(s, ε)

2
∼

∑
r⩾0

brÛ
(
s+ (2r + 1)δ

) ε2r+1

(2r + 1)!
, (1.4)

где

A(s, ε) =
ε−(s+1)/δ

s+ 1
E|ξ|(s+1)/δ + Û(s), s+ 1 > 0,

A(−1, ε) = −1

δ
ln ε+ C +

1

δ
E ln |ξ|,

(1.5)

br =
(−1)r+1(2r)!

r! 2r
√
2π

, r ⩾ 0. (1.6)

Математические ожидания в (1.5) можно сосчитать. Так,

E|ξ|t = 2t/2√
π
Γ

(
t+ 1

2

)
, E ln |ξ| = 1

2
√
π
(C + 2 ln 2−

√
π ln 2).

Замечание 1. Результаты, аналогичные соотношению (1.4), причем
для всех α ⩽ 2 и всех допустимых s, имеют место и в случае s < −1, при
котором limε→+0 S(ε) = ζ(−s)P(ξ > 0) (см. (2.32) и (2.36) при M > 2).

Из теоремы 1, в частности, следует, что

S(ε)−A(s, ε) = O(ε), ε→ +0, (1.7)
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и эта оценка позволяет уточнить и обобщить все результаты из [1, пред-
ложение 1.1]. Например, из (1.7) при s = 0 получим∑

n⩾1

P(|ξ| > εnδ)− ε−1/δ E|ξ|1/δ + 1

2
= O(ε), ε→ +0,

что при δ > 1 уточняет результат из [1, предложение 1.1(iii)], в кото-
ром вместо O(ε) стоит O(ε1/δ) (при δ ⩽ 1 наша оценка совпадает с [1,
предложение 1.1(ii)]). Аналогично, при s = 1∑

n⩾1

nP(|ξ| > εnδ)− ε−2/δ 1

2
E|ξ|2/δ = − 1

12
+O(ε), ε→ +0, (1.8)

в то время как в [1, предложение 1.1(iv)] в правой части (1.8) стоит O(1).
Из (1.7) вытекают также предложения 2.1, 2.2 (α = 2) и 2.3 из [2].
Чтобы сформулировать следующий результат, нам понадобится вве-

сти дополнительные обозначения.
Пусть X,X1, . . . — независимые случайные величины с нулевым сред-

ним, единичной дисперсией и распределением V , Sn = X1 + · · ·+Xn.
Нас интересует точная асимптотика при ε→ +0 сумм вида∑

n⩾1

nsP(Sn ⩾ εn(1+δ)/2), s ⩾ −1, δ > 0.

Предположим, что распределение V имеет конечный абсолютный мо-
мент порядка k + 2 (целое k ⩾ 0). Последнее позволяет определить
функцию

Φk(x) =
k∑

ν=0

n−ν/2Qν(x), (1.9)

где Q0(x) = Φ(x) — функция распределения стандартной нормальной
случайной величины ξ и Qν(x), ν ⩾ 1, — функции, для которых имеют-
ся явные формулы, зависящие от моментов случайной величины X до
порядка ν + 2 включительно (см. [3, гл. 5, п. 6]). Например, Q1(x) =
−Φ′′′(x)EX3/6.

Теорема 2. Пусть целое k ⩾ 1, постоянная τ ∈ [0, 1). Предполо-
жим, что распределение V удовлетворяет условию

(C) lim sup
t→∞

|EeitX | < 1.

Кроме того, E|X|k+2+τ <∞, если 0 < τ < 1, и

E|X|k+2 <∞,

∫ ∞

1

1

y

∣∣∣∣∫
|x|>y

xk+2 V (dx)

∣∣∣∣ dy <∞, если τ = 0

(1.10)
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(условие (1.10) при четном k эквивалентно неравенству EXk+2 ln |X| <
∞). Тогда

lim
ε→0

(∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2P(Sn ⩾ εn(1+δ)/2)−Aτ (ε)

−
k∑

j=1

ε−(j+τ)/δ

(j + τ)/2

∫ ∞

0
y(j+τ)/δQ′

k−j(y) dy

)

=
1

2
Û

(
k − 2 + τ

2

)
−

k−1∑
j=1

Qk−j(0)Û

(
j − 2 + τ

2

)
+Bk(τ) + Ck(τ).

(1.11)

Здесь конечная постоянная

Ck(τ) =
∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2

(
P(Sn ⩾ 0)− 1

2
+

k∑
ν=1

Qν(0)

nν/2

)
,

Aτ (ε) =
ε−τ/δ

τ/2

∫ ∞

0
yτ/δQ′

k(y) dy и Bk(τ) = −Qk(0)Û

(
−1 +

τ

2

)
, τ > 0,

A0(ε) = −Qk(0)
2

δ
ln ε и Bk(0) =

2

δ

∫ ∞

0
ln y Q′

k(y) dy +Qk(0)C.

Теорема 2 является новой. Ее варианты при k = 0, не требующие
выполнения условия (C), были получены в [2, теоремы 2.1(a), 2.2(a)] и
обобщены в [4] и [5]. Также отметим, что существенный вклад в доказа-
тельство теоремы 2 вносит оценка (1.4) при r = 0.

Замечание 2. 1) Если

EXj+2 = Eξj+2, 1 ⩽ j ⩽ ν, (1.12)

то Qν( · ) = 0;
2) при четных ν функции Qν(0) = 0 .
3) интеграл

∫∞
0 y(j+τ)/δqk−j(y) dy из (1.11) при j= k равен 1

2 E|ξ|(k+τ)/δ.
Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 2 и, кроме то-

го, условие (1.12) при ν = k . Тогда

lim
ε→0

(∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2P(Sn ⩾ εn(1+δ)/2)− ε−(k+τ)/δ

k + τ
E|ξ|(k+τ)/δ

)
=

1

2
Û

(
k − 2 + τ

2

)
+
∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2

(
P(Sn ⩾ 0)− 1

2

)
. (1.13)

Отметим, что следствие 1 представляет основной интерес лишь при
k ⩾ 4, поскольку иначе является следствием заметно более общего ре-
зультата, полученного в [6, теорема 2] (см. также [6, следствие 3]).
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Далее рассмотрим случай 0 < α < 2. Не умаляя общности, будем
предполагать, что характеристическая функция ψα(t) = Eeitξ определе-
на нижеследующими формулами (см. [7, теорема В.3 и п. В.4]):

lnψα(t) = −|t|α


exp

(
−iπ

2
βK(α) sign t

)
, α ̸= 1,

π

2
+ iβ sign t ln |t|, α = 1,

(1.14)

где |β| ⩽ 1, K(α) = 1− |1− α|. Положим ρ = (1 + βK(α)/α)/2.
Теорема 3. Пусть α < 1 или 1 < α < 2. Тогда при 0 ⩽ s+ 1 < αδ

S(ε)−Aα(s, ε) ∼
∑
n⩾1

(−1)nΓ

(
n

2

)
sin(πnρ)Û(s+ nδ)

εn

n!
, ε→ +0.

(1.15)
Кроме того, если α > 1 и β = −1, то соотношение (1.15) справедливо

при любых s ⩾ −1.
Здесь

Aα(s, ε) =
ε−(s+1)/δ

s+ 1
EI[ξ > 0]ξ(s+1)/δ + ρÛ(s), если s+ 1 > 0,

Aα(−1, ε) = −1

δ
EI[ξ > 0] ln ξ +

ρ

δ
ln

1

ε
+ C.

(1.16)

В частности, если α < 1 и β = 1 (т.е. ρ = 1), то при любом N > 0

S(ε) = Aα(s, ε) +O(εN ), ε→ +0. (1.17)

Заметим, что некоторые двусторонние варианты оценок для S(ε) при
1 < α < 2 содержатся в [2, предложения 2.2 и 2.4].

Теорема 4. Пусть α = 1. Если β = 0, то при ε→ +0

S1(s, ε)−A1(s, ε) ∼
∑
n⩾1

(−4/π2)n+1

2(2n+ 1)
Û
(
s+ (2n+ 1)δ

)
ε2n+1, (1.18)

где A1(s, ε) получено подстановкой в выражения из (1.16) α = 1 и
ρ = 1/2.

Если β ̸= 0, то

S1(s, ε)−A1(s, ε) ∼
∑
n⩾1

bn(|β|)Û(s+ nδ)
εn

n!
, ε→ +0, (1.19)

где A1(s, ε) определено в (1.16) при α = 1, ρ = b0(β), если β > 0, и
ρ = 1− b0(|β|), если β < 0.

Здесь

bn(β) =
1

π

∫ ∞

0
exp (−βu lnu)un−1 sin

(
π

2
(1 + β)u

)
du, n ⩾ 0, (1.20)

а параметр s обязан удовлетворять условию 0 ⩽ s + 1 < 1, если −1 <
β ⩽ 1, и может быть любым при β = −1.
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Доказательства теорем 1, 3 и 4 основаны на довольно общей методи-
ке. Она, в частности, позволяет показать, что асимптотическое равен-
ство (1.4) можно дифференцировать по параметру ε любое число раз.

В частности, если s+ 1 ⩾ 0, то∑
n⩾1

ns+δϕ(ε nδ)− ε−(s+1)/δ−1

2δ
E|ξ|(s+1)/δ +

1√
2π

Û(s+ δ)

∼ −
∑
r⩾1

brÛ
(
s+ (2r + 1)δ

) ε2r

(2r)!
, ε→ +0, (1.21)

где ϕ(y) — плотность распределения стандартной нормальной случайной
величины ξ.

Проиллюстрируем возможности предложенного подхода еще на одном
примере.

Теорема 5. Пусть t ⩾ 0 и s+ 1 ⩾ 0. Тогда

∆ε(t, s) = Mε(t, s)−
At(s, ε)

2
= O(ε1+t), ε→ +0, (1.22)

где Mε(t, s) =
∑

n⩾1 n
sEξt I[ξ > εnδ],

At(s, ε) =
ε−(s+1)/δ

s+ 1
E|ξ|t+(s+1)/δ + Û(s)E|ξ|t), s+ 1 > 0,

At(−1, ε) =
1

δ

(
E|ξ|t ln |ξ|+ (δC − ln ε)E|ξ|t

)
.

(1.23)

Расчеты показывают, что

E(ln |ξ|)|ξ|t = 2t/2√
π

(
ln 2

2
Γ

(
t+ 1

2

)
+ Γ′

(
t+ 1

2

))
.

Из (1.22) при δ = 1/2, t = p ∈ (0, 2), s = −p/2 вытекает (с некоторым
уточнением остаточного члена) предложение 2.1(a) из [8].

Замечание 3. Утверждения теоремы 5 допускают обобщение в духе
теоремы 1, а именно,

∆ε(t, s) ∼ ε1+t
∑
k⩾0

ak(t)Û
(
s+ (2k + t+ 1)δ

)
ε2k, ε→ +0, (1.24)

где (см. (1.6))

ak(t) =
k∑

r=0

br
(2r)!

ck−r(t), cj(t) =
1∏j

i=0(t+ 2i+ 1)
, j ⩾ 0. (1.25)

Можно показать, что при целых t

ak(t) =
bk

(2k)! (2k + t+ 1)
. (1.26)

Таким образом, при t = 0 из (1.24) следует теорема 1.
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2. Доказательства теорем 1, 3 и 4.
Лемма 1 (формула Эйлера–Маклорена [10, гл. 3.6], [11, гл. 12.2]).

Пусть функция f(x) на промежутке [1,∞) имеет m непрерывных про-
изводных (целое m ⩾ 1). Тогда

n−1∑
j=1

f(j) =

∫ n

1
f(x) dx+

m−1∑
l=1

Bl

l!

(
f (l−1)(n)− f (l−1)(1)

)
+ (−1)[(m+1)/2]Rm(n), m ⩾ 2, (2.1)

где Rm(n) =
∫ n
1 (Pm(x)− Pm(0))f (m)(x) dx, и

n−1∑
j=1

f(j) =

∫ n

1
f(x) dx− f(n)− f(1)

2
−

∫ n

1
P1(x)f

′(x) dx, m = 1,

где P1(x) = 1/2− {x}, а {x} — дробная часть x.
Здесь

P2l(x) = 2
∑
k⩾1

cos(2kπx)

(2πk)2l
, P2l−1(x) = 2

∑
k⩾1

sin(2kπx)

(2πk)2l−1
, l ⩾ 1,

|Pm(x)| ⩽ 2

(2π)m
ζ(m), m ⩾ 2.

(2.2)

Отметим, что если f(x) является полиномом степени m − 1, то
Rm(n) = 0.

Пусть 0 < ε < 1, s ∈ R, δ > 0 и пусть целые m ⩾ 1, L ⩾ 1 удовлетво-
ряют условию

ρ = Lδ + s+ 1−m < δ, (2.3)

т.е.
m ⩾ 1 + [(L− 1)δ + s+ 1] (2.4)

(при m = 1 из (2.4) следует, что s < 0).
Всюду в дальнейшем µ(u) = ush(uδ), где функция h(y) при y > 0 имеет

K = max (L, m) непрерывных производных таких, что при 0 ⩽ j < L
пределы h(j)(0) = limu→0+ h

(j)(u) существуют и конечны, а если K = m
и L ⩽ j ⩽ K, то h(j)(u) = O(1), u → +0. Кроме того, предполагается,
что

µ(r)(∞) = 0, r = 0, . . . ,m− 1, Tm =

∫ ∞

1
|µ(m)(u)| du <∞ (2.5)

и то, что интеграл∫ ∞

1
µ(u) du =

1

δ

∫ ∞

1
y(s+1)/δh(y)

dy

y
(2.6)

сходится.



64 Розовский Л. В.

Далее, в основном, будем рассматривать случай m ⩾ 2, как более
общий и содержательный, ограничиваясь в случае необходимости лишь
некоторыми комментариями при m = 1.

Наша ближайшая цель — исследование асимптотического поведения
ряда S(ε) =

∑
n⩾1 µ(ε n) при ε→ +0.

Из леммы 1 (f(x) = µ(εx), n → ∞) при сделанных предположениях,
в частности, следует, что ряд S(ε) сходится и

S(ε) =

∫ ∞

1
µ(εu) du−Qm−1 + (−1)[(m+1)/2]εmRm, (2.7)

где (см. (2.1) и (2.2)) при m ⩾ 2

Qm−1 =

m−1∑
j=1

Bj

j!
µ(j−1)(ε)εj−1, (2.8)

Rm=

∫ ∞

1

(
Pm(y)−Pm(0)

)
µ(m)(εy) dy=

(∫ 1/ε

1
. . .

)
+

(∫ ∞

1/ε
. . .

)
= R̃1+ R̃2.

(2.9)

Очевидно (см. (2.2) и (2.5)), что

|R̃2| ⩽
4ζ(m)

(2π)m
Tmε

−1 (2.10)

(|R̃2| ⩽ 1
2T1ε

−1, если m = 1).
Для того, чтобы оценить R̃1, нам понадобится произвести некоторые

вычисления.
Имеем

h(u) =
L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
ui +RL(u), 0 < u < 1, (2.11)

где (l = L)

Rl(u) =
1

(l − 1)!

∫ u

0+
(u− t)l−1h(L)(t) dt. (2.12)

Из соотношений (2.11), (2.12) и свойств функции h следует, что при 0 <
u ⩽ 1

R
(j)
L (u) = RL−j(u) = θju

L−j , 0 ⩽ j ⩽ L, |θj | ⩽
sup0<u⩽1 |h(L)(u)|

(L− j)!
(2.13)

и, если m > L (что невозможно при m = 1),

R
(j)
L (u) = h(j)(u) = θj , L ⩽ j ⩽ m, |θj | ⩽ sup

0<u⩽1
|h(j)(u)|. (2.14)
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Положим R(y) = RL(y
δ). Если 0 ⩽ k ⩽ K = max(L,m) и 0 < y ⩽ 1, то

согласно (2.13) и (2.14) (см. также [3, гл. V, лемма 3])

R
(k)

(y) = θk y
Lδ−k. (2.15)

Воспользовавшись формулой Лейбница, отсюда получим(
ysR(y)

)(k)
= θ ys−k+Lδ (2.16)

(функции θj , θ, не всегда одни и те же, в (2.15), (2.16) и дальнейшем
равномерно ограничены по y).

Следовательно (см. (2.11)),

µ(k)(y) =
L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
(ys+iδ)(k) + θys+Lδ−k, 0 < y ⩽ 1, 0 ⩽ k ⩽ m.

(2.17)
Теперь мы в состоянии оценить R̃1 (см. (2.9)).
Обозначим P̃m(y) = Pm(y) − Pm(0), m ⩾ 2, и P̃1(y) = P1(y). Учиты-

вая (2.17), при k = m имеем

R̃1 =

L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
εs+iδ−m

∫ 1/ε

1
P̃m(y)(ys+iδ)(m) dy + θε−1ωρ(ε), (2.18)

где ωρ(ε) =
∫ 1
ε y

ρ−1 dy и ρ = s+ 1 + Lδ −m.
Очевидно, что

ωρ(ε) = ln
1

ε
, ρ = 0,

0 < ωρ(ε) <
1

ρ
, ρ > 0,

0 < ωρ(ε) <
ερ

|ρ|
, ρ < 0.

(2.19)

Из (2.3) при 0 ⩽ i ⩽ L− 1 следует, что

s+ 1 + iδ −m = ρ− (L− i)δ ⩽ ρ− δ < 0,

вследствие чего (см. (2.10))∣∣∣∣∫ ∞

1/ε
P̃m(y)(ys+iδ)(m) dy

∣∣∣∣ ⩽ A(s+ 1 + iδ −m)−1ε−(s+1+iδ−m). (2.20)

Принимая во внимание (2.9), (2.10), (2.18) и (2.20), найдем

(−1)[(m+1)/2]εmRm = εs
L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
Ũm(s+ iδ)εiδ + θεm−1ωρ(ε), (2.21)

где Ũm(t) = (−1)[(m+1)/2]
∫∞
1 P̃m(y)(yt)(m) dy и |Ũm(s + iδ)| < ∞, i =

0, . . . , L− 1.
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Из леммы 1 (f(x) = xt, n→ ∞, t < m−1) следует (см. (1.2)) равенство

Ũm(t) = U(t) +
m−1∑
j=1

Bj

j!
A

(t)
j−1. (2.22)

В частности, если целое неотрицательное t < m− 1, то

U(t) = − 1

t+ 1

t+1∑
j=1

Bj

(
t+ 1

j

)
,

и, с учетом того, что Bn =
∑n

j=0

(
n
j

)
Bj , n ⩾ 2,

U(t) =
1−Bt+1

t+ 1
, t ⩾ 1, и U(0) =

1

2
.

Согласно (2.7), (2.8), (2.17), (2.21)

−Qm−1 + (−1)[(m+1)/2]εmRm = εs
L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
U(s+ iδ)εiδ + θεm−1ωρ(ε).

Таким образом (см. (2.7)), имеет место следующее ключевое равенство:

ε−sS(ε) =
∑
n⩾1

nsh(εδnδ) = ε−s−1

∫ ∞

ε
µ(u) du

+
L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
U(s+ iδ)εiδ + θεm−s−1ωρ(ε). (2.23)

Формально к оценке остатка надо добавить εLδ, однако, учитывая (2.3)
и (2.19), εm−s−1ωρ(ε) равно εLδ ln(1/ε) при ρ = 0 и имеет порядок εLδ−ρ

при ρ > 0 и εLδ при ρ < 0. То есть εLδ = O(εm−s−1ωρ(ε)), ε → 0, при
любом значении ρ.

Заметим, что условие ρ < 0 будет выполняться, когда при заданном L

m− s− 1

δ
> L (2.24)

(согласно (2.3) (m − s − 1)/δ > L − 1), т.е. из (2.24) следует, что
εm−s−1ωρ(ε) = O(εLδ) при ε→ 0.

Далее изучим поведение интеграла
∫∞
ε µ(u) du из равенства (2.23) при

ε→ +0. Положим

hl(y) =
l−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
yi, 0 ⩽ l ⩽ L

( −1∑
i=0

. . . = 0

)
. (2.25)
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Очевидно, что ∫ ∞

ε
µ(u) du = Al(s)− Il(ε) + Jl(ε), (2.26)

где (см. (2.6))

Al(s) =

∫ ∞

1
µ(y) dy +

∫ 1

0+
ys
(
h(yδ)− hl(y

δ)
)
dy

=
1

δ

∫ ∞

1
y(s+1)/δh(y)

dy

y
+

1

δ

∫ 1

0+
y(s+1)/δ

(
h(y)− hl(y)

) dy
y
,

Il(ε) =

∫ ε

0+
ys
(
h(yδ)− hl(y

δ)
)
dy, Jl(ε) =

∫ 1

ε
yshl(y

δ) dy,

(2.27)

причем

Jl(ε) =
l−1∑
i=0

h(i)(0)

i!

∫ 1

ε
ys+iδ dy (2.28)

и (см. (2.17))

Il(ε) =

L−1∑
i=l

h(i)(0)

i!
(s+ 1 + iδ)−1εs+1+iδ + θεs+Lδ+1. (2.29)

Определим M равенством

M = min(целое k ⩾ 0: kδ + s+ 1 > 0) (2.30)

и будем предполагать, что
M ⩽ L. (2.31)

Видим, что M = 0, если s+ 1 > 0, и M = 1, когда −δ < s+ 1 ⩽ 0, т.е.
в этих двух важных случаях условие (2.31) выполняется.

Отметим также, что если s+1 = −(j−1) δ при некотором j = 1, 2, . . . ,
то M = j.

Далее приведем некоторые следствия равенства (2.23).
Пусть сначала s+1 > 0 (тогда M = 0) или s+1 < 0 и s+1 ̸= −(M−1)δ,

причем M ⩽ L (в этом случае при M ⩾ 2).
Тогда s+ 1+ iδ ̸= 0, 0 ⩽ i < L, и, если выполняется условие (2.24), то

(см. (2.23) и (2.26)–(2.30) при l =M , а также (1.3))

ε−sS(ε) = ε−1−s

(
AM (s) +

M−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
(s+ 1 + iδ)−1

)

+

L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
Û(s+ iδ)εi,δ + θεLδ. (2.32)
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В частности, если t — целое неотрицательное число, то

Û(t) = −Bt+1

t+ 1
, t ⩾ 1, и Û(0) = −1

2
.

Отметим, что при s+ 1 > 0 (и (2.24)) (т.е. когда m > δL+ s+ 1)

ε−sS(ε) = ε−1−sA0(s) +

L−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
Û(s+ iδ)εiδ + θεLδ, (2.33)

причем

A0(s) =
1

δ

∫ ∞

+0
y(s+1)/δ−1h(y) dy =

−1

s+ 1

∫ ∞

+0
y(s+1)/δ dh(y). (2.34)

Таким образом, например,∑
n⩾1

nsh(εnδ) = ε−(1+s)/δ −1

s+ 1

∫ ∞

+0
y(s+1)/δ dh(y)

+ h(0)Û(s) +O(ε), ε→ 0. (2.35)

Пусть теперь s+ 1 = −(M − 1)δ и s+ 1 ⩽ 0, т.е. M ⩾ 1.
Тогда в предположении (2.24) (и M ⩽ L)

ε−sS(ε) = ε(M−1)δ

(
AM (s)+

M−2∑
i=0

h(i)(0)

i! (i+ 1−M)δ
+
h(M−1)(0)

(M − 1)!

(
C + ln

1

ε

))

+
L−1∑

i=0, ̸=M−1

h(i)(0)

i!
Û
(
−1 + (i+ 1−M)δ

)
εiδ + θεLδ. (2.36)

Так, если s+ 1 = 0, или M = 1, то∑
n⩾l

n−1h(εδnδ) = A1(−1) + h(0)

(
C + ln

1

ε

)

+

L−1∑
i=1

h(i)(0)

i!
Û(−1 + iδ)εiδ + θεLδ. (2.37)

В частности,∑
n⩾1

n−1h(εnδ) = A1(−1) +
h(0)

δ

(
δC + ln

1

ε

)
+O(ε), ε→ 0. (2.38)

Заметим, что если
∫∞
1 |h(y)| dy/y <∞, то

A1(−1) = −1

δ

∫ ∞

0+
ln y dh(y). (2.39)
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Обращаем внимание на то, что правые части в формулах (2.32), (2.33),
(2.36) и (2.38) зависят в основном лишь от производных функции h в нуле
и от показателя AM (s), предположение о конечности которого наклады-
вает определенные ограничения на значения s.

Теперь посмотрим, как выглядят вышеупомянутые характеристики
при h(y) = P(Xα > y), где Xα является “стандартной” устойчивой слу-
чайной величиной с показателем α ∈ (0, 2], и при каких s они справед-
ливы.

Пусть для начала α = 2 и h(y) = Φ(b + y) = 1 − Φ(b + y), где Φ( · ) —
функция распределения стандартной нормально распределенной случай-
ной величины ξ с плотностью ϕ( · ), а b — некоторая постоянная.

Тогда

h(0) = 1− Φ(b), h(i)(0) = (−1)iϕ(b)Hi−1(b), i ⩾ 1, (2.40)

где Hi−1( · ) — полиномы Чебышёва–Эрмита степени i − 1 (см. [3, гл. 5,
п. 6]).

Заметим, что если b = 0, то при r ⩾ 0

h(0) =
1

2
, h(2r+2)(0) = 0, h(2r+1)(0) = br. (2.41)

Если α = 2, условия (2.5) и (2.6) выполняются при любом s.
Теорема 1 вытекает из (2.33) и (2.37), поскольку в нашем случае посто-

янную L и соответствующее значение m можно выбирать произвольно.
Далее рассмотрим случай 0 < α < 2 (см. (1.14)).
Положим G(x, α, β) = P(Xα < x) и G(x, α, β) = 1−G(x, α, β).
Согласно [7, теорема 2.4.2 и (2.2.30)] при 1 < α < 2 и x ⩾ 0

G(x, α, β) = ρ+
1

πα

∑
n⩾1

(−1)nΓ

(
n

2

)
sin(πnρ)

xn

n!
, (2.42)

откуда

h(0) = ρ, h(n)(0) =
1

πα
(−1)nΓ

(
n

2

)
sin(πnρ), n ⩾ 1. (2.43)

Условия (2.5) и (2.6) выполняются при любом s, если β = −1 ([7, теоре-
ма 2.5.3]), и при

s+ 1 < αδ, (2.44)

если β ̸= −1.
Если же α < 1, то согласно [7, теорема 2.5.1 и следствие 1] при x→ +0

G(x, α, β)− ρ ∼ 1

πα

∑
n⩾1

(−1)nΓ

(
n

2

)
sin(πnρ)

xn

n!
, (2.45)

и (2.43) выполнено снова.
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Отметим, что если здесь β = 1, то h(+0) = 1 и h(n)(+0) = 0, n ⩾ 1,
т.е. асимптотика S(ε) заметно упрощается (случай β = −1 неинтересен,
поскольку тогда h(u) = 0, u ⩾ 0, и S(ε) = 0 при любом ε > 0).

Ограничения на s здесь такие же, как в (2.44) (см. [7, (2.4.3)]).
Наконец, рассмотрим случай α = 1 (как и ранее, h(x) = G(x, 1, β)).
Если β = 0, то h(x) = 1/2 − (1/π) arctg(2x/π) и, следовательно, при

l ⩾ 0

h(0) =
1

2
, h(2l+2)(0) = 0, h(2l+1)(0) = −(2l)!

2

π2

(
− 4

π2

)l

. (2.46)

Если β > 0, то

h(n)(0) = (−1)nbn(β), n ⩾ 0, (2.47)

а если β < 0, то

h(0) = 1− b0(|β|), h(n)(0) = −bn(|β|), n ⩾ 1, (2.48)

где (см. [7, (2.4.5) и (2.2.29)])

bn(β) =
1

π

∫ ∞

0
exp(−βu lnu)un−1 sin

(
π

2
(1 + β)u

)
du, n ⩾ 0.

При этом, s обязан удовлетворять условию (2.44), α = 1, если −1 <
β ⩽ 1, и может быть любым при β = −1 (см. [7, (2.5.26) и (2.5.20)]).

Теоремы 2 и 3 с учетом соотношений (2.42)–(2.48) проверяются так
же, как теорема 1.

3. Доказательства теорем 2 и 5.
Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 2, и ∆n(x) = P(Sn <

x
√
n)− Φk(x) (см. (1.9)). Тогда∑

n⩾1

n−1+(k+τ)/2 sup
x

|∆n(x)| <∞. (3.1)

Лемма 2 является следствием теоремы 7 (и замечаний 1–3) работы [9].
Положим

I(ε) =
∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2P(Sn ⩾ εn(1+δ)/2). (3.2)

Имеем в условиях леммы 2

I(ε) = −
∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2∆n(εn
δ/2) +

∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2
(
1− Φk(εn

δ/2)
)

= I1(ε) + I2(ε). (3.3)
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Из (3.1) и свойств функций Qν(x) следует, что при ε→ 0

I1(ε) =
∑
n⩾1

n−1+(k+τ)/2

(
P(Sn > 0)− 1

2
+

k∑
ν=1

Qν(0)

nν

)
+ o(1). (3.4)

Напоминаем, что Qν(0) = 0 при четных ν, т.е. фактически

k∑
ν=1

Qν(0)

nν
=

[(k+1)/2]∑
l=1

Q2l−1(0)

n2l−1
.

Теперь займемся суммой I2(ε).
Нам понадобятся некоторые вспомогательные утверждения.
Пусть целое k ⩾ 0. Положим

Hn(x) =
k∑

ν=0

n−ν/2hν(x), (3.5)

где hν(x), x > 0, — некоторые функции.
Тогда

S(ε) =
∑
n⩾1

nsHn(εn
δ) =

k∑
ν=0

Sν(ε), (3.6)

где Sν(ε) =
∑

n⩾1 n
s−ν/2hν(εn

δ).
Пусть здесь s − k/2 ⩾ −1, а функции hν удовлетворяют всем необхо-

димым условиям гладкости, которые потребуются для справедливости
дальнейших рассуждений.

Обозначим t = (s + 1 − ν/2)/δ. Отметим, что t ⩾ 0, причем условие
t = 0 может выполняться лишь при ν = k, или s = k/2 − 1, т.е. во всех
других случаях t > 0.

Согласно (2.35) и (2.38), (2.39) при ε→ 0

Sν(ε) = ε−t−1

δt

∫ ∞

0
yt dhν(y) + hν(0)Û

(
s− ν

2

)
+O(ε), t > 0, (3.7)

и

Sk(ε) =
1

δ

∫ ∞

0
ln y dhk(y) + hk(0)

(
C +

1

δ
ln

1

ε

)
+O(ε), t = 0. (3.8)

Отсюда следует, что если s > k/2− 1, то

S(ε) = −
k∑

ν=0

ε−(s+1−ν/2)/δ

s+ 1− ν/2

∫ ∞

0
y(s+1−ν/2)/δ dhν(y)

+

k∑
ν=0

hν(0)Û

(
s− ν

2

)
+O(ε), ε→ 0. (3.9)
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Если же s = k/2 − 1, то формулу (3.9) следует несколько модифициро-
вать, а именно, заменить в ее правой части оба слагаемых с индексом
ν = k на Sk(ε) из (3.8). То есть при s = k/2− 1

S(ε) =
1

δ

∫ ∞

0
ln y dhk(y)−

k−1∑
ν=0

ε−(k−ν)/2δ

(k − ν)/2

∫ ∞

0
y(k−ν)/2δ dhν(y)

+ hk(0)

(
C +

1

δ
ln

1

ε

)
+

k−1∑
ν=0

hν(0)Û

(
k − ν

2
− 1

)
+O(ε), ε→ 0.

(3.10)

Вернемся к сумме I2(ε) (см. (3.3)). Чтобы ее оценить воспользуемся
формулами (3.9) и (3.10), заменив δ на δ/2, при s = −1+(k+τ)/2 ⩾ −1/2
(т.е. при k = [2s+ 2] ⩾ 1), h0(x) = 1− Φ(x), hν(x) = −Qν(x), 1 ⩽ ν ⩽ k.

Условие s > k/2− 1 выполнено, если τ > 0; s = k/2− 1, если τ = 0.
Таким образом, если τ > 0, то (qν(y) = Q′

ν(y))

I2(ε) = ε−(k+τ)/δ

(
1

k + τ
E|ξ|(k+τ)/δ

+

k∑
ν=1

εν/δ

(k − ν + τ)/2

∫ ∞

0
y(k−ν+τ)/δqν(y) dy

)

+
1

2
Û

(
k− 2+ τ

2

)
−

k∑
ν=1

Qν(0)Û

(
k− 2− ν+ τ

2

)
+ o(1), ε→ 0.

(3.11)

Если же τ = 0, то

I2(ε) = −2

δ

∫ ∞

0
ln y qk(y) dy +

k−1∑
ν=0

ε−(k−ν)/δ

(k − ν)/2

∫ ∞

0
y(k−ν)/δqν(y) dy

−Qk(0)

(
C +

2

δ
ln

1

ε

)
+

1

2
Û

(
k − 2

2

)
−

k−1∑
ν=1

Qν(0)Û

(
k − 2− ν

2

)
+ o(1), ε→ 0. (3.12)

Теорема 2 вытекает из (3.2)–(3.4), (3.11) и (3.12).
Теперь займемся проверкой теоремы 5 и замечания 3.
Пусть целое l ⩾ 1. Обозначим Il(y) =

∫∞
y yt+2lϕ(y) dy, I0(y) = Il(y)|l=0.
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Индукцией по l получим (см. (1.25))

I0(y) = cl−1(t)Il(y)− ϕ(y)
l−1∑
j=0

cj(t)y
t+1+2j , y > 0, (3.13)

cl−1(t)

cl−1(t+ λ)
− τ

l−1∑
j=0

cj(t)

cj−1(t+ λ)
= 1, λ ⩾ 0. (3.14)

Положим Kε(λ) =
∑

n⩾1 n
λ+δϕ(ε nδ).

По (3.13) в обозначениях теоремы 5

Mε(t, s) = cl−1(t)Mε(t+ 2l, s)−
l−1∑
j=0

cj(t)ε
t+1+2jKε

(
s+ (t+ 2j)δ

)
. (3.15)

Пусть (см. (2.3), (2.4) и (2.24)) s + 1 ⩾ 0, t ⩾ 0, произвольное целое
M ⩾ 1, целые L и l удовлетворяют условиям L ⩾ t+ 2M + 3, l ⩾M + 2,
t+ 2l > s+ 1 + Lδ. Обозначим Eλ = E|ξ|λ/2, λ ⩾ 0. Заметим, что

Eλ

Eλ+2j
= cj−1(λ), j = 1, 2, . . . . (3.16)

Согласно (2.33), (2.34), (2.37), (2.39) при h(y) = Il(y) (см. (1.23))

Mε(t+ 2l, s) =
At+2l(s, ε)

2
+O(εt+2M+3), ε→ 0. (3.17)

Положим τ = (s+ 1)/δ. По (1.21)

εt+1+2jKε

(
s+ (t+ 2j)δ

)
− ε−τ

δ
Eτ+t+2j

∼ −εt+1
∑
r⩾0

brÛ
(
s+ (2(r + j) + t+ 1)δ

) ε2(r+j)

(2r)!
, ε→ +0. (3.18)

Из (3.15), (3.17), (3.18) следует

Mε(t, s) = cl−1(t)
At+2l(s, ε)

2
−

l−1∑
j=0

cj(t)
ε−τ

δ
Eτ+t+2j

+ ε1+t

( M∑
k=0

ak(t)Û
(
s+ (2k + t+ 1)δ

)
ε2k +O(ε2M )

)
, ε→ +0. (3.19)

Отсюда, по (3.16) и (3.14) при s+ 1 > 0

∆ε(t, s) = ε1+t

( M∑
k=0

ak(t)Û
(
s+ (2k + t+ 1)δ

)
ε2k +O(ε2M )

)
, ε→ +0,

что, в силу произвольности M , доказывает асимптотическое равенство
(1.24), когда s+ 1 > 0 .
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Случай s + 1 = 0 анализируется аналогично с использованием ра-
венства

cl−1(t)E|ξ|t+2l ln |ξ| = E|ξ|t ln |ξ|+
l−1∑
j=0

cj(t)E|ξ|t+2j ,

и также приводит к (1.24).
Таким образом, замечание 3 и, следовательно, теорема 5 доказаны.
Что касается равенства (1.26), то его можно получить, скажем, путем

сравнения при δ = 1 асимптотических разложений (1.24) и (2.33) (h(y) =
Il(y)).
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