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ВЕСОВЫЕ ОЦЕНКИ 
СМЕШАННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В ОБЛАСТИ 

Пусть Еп—д-мерное евклидово пространство точек (xv . . хп), 1 = 
= (Zl7 • • ln), Ii — натуральные числа, а = (ах, . . ,,ая), а. ̂  0 — целые числа. 
Обозначим через ||/|| G норму функции / в смысле пространства Lp(G)T 

1 ^ / ? ^ о о . При l ^ j 5 ^ g ^ ö o для открытых множеств G со слабым усло­
вием Z-pora (см. [1])-» в частности для G = En, справедлива следующая оценка 
смешанных производных через несмешанные: 

\\m,G<c\\f\\p>e+c±\\DmP,e, (1> 
П 

где 2 ( а * ^ ~ ^ р — ^ П Р И
 ° Д Н 0 М

 и з дополнительных требований: 
1 <̂ £> <С ç <С 0 0 или 1— p<^q = œ). 

Оценка (1) перестает быть верной для открытых множеств G с геометри­
ческими характеристиками, не соответствующими дифференциальным свой­
ствам функций. В [1 ] приведен пример простейшей области G со слабым 
условием 5-рога, s^Z, для которой оценка (1) не имеет места и оказывается 
возможным оценить 1/с-нормы лишь смешанных производных «не очень вы­
сокого» порядка (см. [1, с. 171]). Однако оценка (1) сохраняется для вся­
кого открытого множества G в ослабленном варианте — с заменой в ее левой 
части G на произвольный компакт G* с G, и приводит к задаче о существо­
вании неулучшаемых весовых оценок в L q (G) производных Daf указанных 
в (1) порядков в случаях несоответствия геометрических свойств G и диф­
ференциальных свойств заданных на G функций. Выводу таких весовых 
оценок и посвящена данная работа. Метод работы основан лишь на исполь­
зовании соответствуюDIHX невесовых оценок. 

Получаемые здесь весовые оценки обобщают соответствующие результаты 
А. Ф. Кочарли [2], относящиеся к случаю согласованных геометрических 
свойств области и дифференциальных свойств функций, а также более ран­
ние результаты С. В. Успенского для полупространства или для области 
с достаточно гладкой границей (см., например, [3]). Отметим еще весовые 
оценки В. Г. Перепелкина [4] для области G с {х : хп > 0 } с непустым 
пересечением {х : хп = 0) fl dG и веса (j^rj~) • Эти оценки и их обобщения 
могут быть получены предлагаемым здесь более простым методом (см. ниже, 
замечание 1). Близким вопросам посвящена работа П. И. Лизоркина [5]. 
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Будем пользоваться следующими обозначениями: у | ̂  2 у • | а : Z |= -
i 

п 

= 2 т Г ' * = ( * i . • • • » * « ) , ° < * , < * . (i = l, 2, .... п-\), 0 < а < 1 , Ô > 2 V 
1 

(далее а будет выбираться достаточно малым, b — достаточно большим), W* = 
= {W\ №п), при GcEn yG = {x:x—(y1z1, </ A), z с G}, 

- орты, е/ e { - i , i } , e' = 2 6 / e < = W . • • •> ОД» T = T (s, a,t)= и i^'X 
X ((fti/*n—\)en-\-(0, a)n). Множество §jT(s, a, £) будем называть для крат­
кости s-пиком. Заметим, что он «вытянут» в направлении еп (при §1 = 1) или 
в противоположном (при Ц = —1). Через Yj будем обозначать график суже­
ния на измеримое множество D • С Е11'1 функции 

удовлетворяющей на Еп~х условию Гельдера 

\Ь(Х')-Ь(У')\<м/'2\х<-У*\41"'- (2> 
г—1 

Будем рассматривать открытое множество G С Еп, представимое в виде 

G — G ' U (Г у + е%) = £ ' U (Г+Ъ'Т(з, a, tj)), (3) 

j 
где Г = (J Yj С < 9 G , 0 <C.tj <С ̂ - <С °°» открытое множество G' представимо 

в виде 
Gr= и G ; с и ( с ;+е у (о , 8 ) w ) = G " C G , 

G'j — открытые множества, p ( G " , Г) ^> 0. 
Простейшим примером такого множества является множество 

G = {x:ai<xi<bi (i = 1, . . ., п - 1), M*')<*п<Ъ(*')}> 
где <рх, ср2 удовлетворяют условию Гельдера (2), sup срх <^ inf ср2. 

Введем еще 
p(z) = min \уп — хя\, Pi {x) = min [1, p (x)], x£G. 

ре? 
yi=xi (•<«) 

В этих обозначениях имеет место 
Теорема. Справедливо неравенство 

» Л ̂ Л,. : , ,_и_(.!.__гЛШ1 Il 
(4) 

где a>—1/q , Z. — натуральные числа, l < I / ^ ^ g ^ o o , u существует век-
тор r = (rv . . гя), т\. > 0 , такой, что 

Ъ = Ь--\а:г\ _1 _1_ 
Pi я > 0 ( * = ! , . . . , п ) , (5) 

причем, если некоторое \ь{ = 0, то дополнительно требуется, чтобы для 
соответствующего i либо 1 < p i ^ q < со, либо 1 = p . < q = оо. Постоян­
ная С не зависит от f. 
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Установим предварительно следующую лемму. 
Лемма. Пусть Г — график сужения на измеримое множество D функ­

ции хп = у(х1У. .хп) = у(х')у удовлетворяющей на Еп~1 условию Гельдера 

I ? (х') - <р (у') |< M 2 I x,. - у,. Г" 8 " , х', у' 6 Я"" 1, 

р(х) = х я - ? ( * ' ) , а > 0 , 0 < * ' < * < с о , о>—1 /g. 

Тогда существуют а ' С (0, а), С > 0 , такие, что 
1|р^711г,, (Г-<С||/||ро1Г+лг + 

где T = T(s, a, t), Tf = T{s, а', *'). &T = T(s,a, t)\T (s, a, t')$ параметры 
Pu Я y а> >̂ s удовлетворяют условиям теоремы. 

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 
sn = l. Пусть 

Р * = { х : 0 < я , < 1 , 1 < * я < # (« = 1, л —l)} t 

Р* = { я : 0 < > , < 1 , # < Х < 2 # 2 / 3 (* = 1 л — 1». 

где Н^>2. В дальнейшем J ï будет выбрано достаточно большим. Определим 
слои Щ при целых к следующим образом: 

Непустота этих слоев обеспечивается условием П^> Н1(М), которое будем 
считать выполненным. 

Пусть при г = (г19 . . ., гя), r t . > 0 

У я = U У 1 / Г ^ Я . 

0<»<1 
Тогда 

Щ + я-*/.ря с дя_1э дя + с ( дя + я-*/* (0, 1)-) U Я*. , - Л?, 

Для получения оценок ||Z)7||gß5,# воспользуемся преобразованием 

fk(x) = f(H~k'^xv . .., H-*i*xJ = f(irk*x), fk(Hklsx) = f(x) 
и оценками типа оценок теорем 12.1 и 18.12 из [1] (обобщение теоремы 12.1 
на рассматриваемый случай принадлежит В. П. Ильину, [6, с. 305—306], 
доказательство проводится по тому же плану). Имеем 

* [ | « : . . , - 2 . | 1 | 1 _ 

к к 
r

f c f | « : . | _ i . | l | l » 
< С я Я «• • , | , | J 2 l ^ / » l v - * / . ^ + rH + 

1 = 1 

+ н 1 , M J | W ^ U « . » * . (7) 
где (#)я — усреднение функции g (х) с помощью специально построенного ядра 

суГя (х) = -jig- СУГ (хг, . . ., а ^ , . 
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В качестве <Ж(х) можно взять 

^ И = П ^ ( ^ ) = П Д Г | ( 5 г ? ^ т \?(t)dt 
L —с» 

у , Y) у т — достаточно большое натуральное число (см. [1, с. 80J). 
Тогда применяя неравенство Минковского, а затем по уп неравенство Гель­
дера и меняя порядок интегрирования по хп и по уп, получаем 

< ( № (У) I « D'ïk (• +у) \\q HklSRH dy < 
•> к 1 

< П « ^ | 1 т а Х | , Г и | Я - 2 ( ^ ) 1 " H^\\D4klHklSRH < 
<лгя-1'Ч/?"/.||1>я*/.яя_1, 

где К не зависит от Н, к, / . Отсюда и из (7) имеем 
п i \\ \- — \ А I J_ 11 

Ö71, > вя < Си 2 # Ч " 9 1 * ' " *' ¥" ' 8 'J 11D[* / 1 , й я + 

+ ^"" 1 / 5 | | о7 | ? , й я - (8) 
k-1 

Домножим левую и правую части неравенства (8) на Н~ак при а > — 1 / д 
и оценим Zç-норму последовательности левых частей, считая И *столь боль­
шим, что 

0 < # # 2 = б < 1 . (9) 

( 

-1 « : * I + /»•:*»• + ( —j — 
оложив Н~Н q V i n 8 , получаем 

2 H-^\\DjliJ < е + 

=fc 0 +l ч* к) U=fc0+i fcj 
п f со yiq 

+ бя-^цд71ия + С я 2 ] 2 я -^я 7 ^ | | ^ / | | ;_ ) й я г . (Ю) 
Перенося первое слагаемое правой части (10) в левую часть и учитывая, 

что равномерно по к р (х) ~ Н~к при хС^Щ, получаем весовую оценку нормы 
\\paD*f\\q rH- Второе слагаемое правой части (10) оценивается с помощью 

' к>к0

 к 

неравенства 

IP7 1 ь К н < I Щ \\ь m < СI /1 & я + С 2 « D\<f 1rB, (11 ) 
справедливого при соотношениях (5) в силу того, что R% удовлетворяет, как 
легко убедиться, слабому условию куба (см. [1, с. 119]). 

Замечая, что для заданных T=T(s, a, t)> t' < £ и а > — 1/д можно ука­
зать такие параметры / / , к0, аг, при которых выполняется условие (9) и, 
кроме того, соотношения 

г + г , с и RH с U Д я , * - 1 < = U + (0, 1)")сг + г, 
fc^fc0 к>к0 к^к0 

я £ о с г + дт\ 
получаем из (10) и (11) оценку (6) и, тем самым, утверждение леммы. 
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Доказательство теоремы. Пусть множество G имеет вид (3). 
Оценим 

i D*f k Tj^t'jen, 0 < t) < tj, / = 1 ,2 , . . . , / 
с помощью леммы. При этом в случае 6̂  (1, . . ., 1) придется предварительно 
совершить замену переменных, изменяющую лишь направление отсчета на 
некоторых из координатных осей. Оценка 

Il m\\ь в , < СI/\\ро> „+С%ID'if \ \ p h e „ (12) 

содержится при р 0 = Pi = . • • = р„ в теореме 12.1, а в общем случае в ана­
логично получаемом упомянутом результате В. П. Ильина. 

Складывая оценки L -̂нормы Daf по G' (12) и по всем Vj~^¥tfen, при­
ходим к утверждению теоремы. 

Покажем, что показатель веса в левой стороне неравенства (4) нельзя 
уменьшить. Перепишем неравенство теоремы в иной форме, считая sn=l и 
вводя о' равенством 

= о' + | а : « 1 - ~ Т ' а ' > Ч а : * 1 + 1 1 
s ' - • • g 

ff'+|a:s| — < т ' + — I — I , II 
(13) 

1 = 1 

Пусть /(ж) G С0» ([2,3]-), G = (0,4)», * > 1 , fa)(x) = f(tv°x) = f(t^xv 

., ^!*пхп), p (x) = pj (Ж) = #я. Тогда при t -f-co 

<*'+|а:*| 
р Кроме того, если G' С G и inf (жя : #ÇG'} > 0 , то для всех достаточно 

больших t М«ЛРо,о' = °-
Таким образом, при t -> -J-oo все члены неравенства (13) (кроме \\f\\PQt G' = 0 ) 

имеют одинаковый порядок. Отсюда следует, что показатель при рх в левой 
части (13) нельзя уменьшить. 

Из теоремы можно получить ответ на вопрос, какой весовой Zy-нормой 
Daf нужно заменить левую часть (1) в случае, когда геометрические свойства G 
не соответствуют дифференциальным свойствам функций с конечной правой 
частью (1). Именно, справедливо 

Следствие. Пусть открытое множество G удовлетворяет условию (3), 
р1{х) — то же, что и в теореме 1. Пусть еще 1 ^ < ^ g ^ оо, I. — нату-

п 

ральные числа, 2 ( А * " ^ ~ У ) ~ Г ~ < ^ пРи °^ном и з дополнительных 
i * 

требований: l < i p ^ q < ^ o D или 1 = p<^q= оо). Тогда 

«Piö7IU<C i / | р > в , + С | | | D\<f \р>в, 

где 0 = % 2 ( « , + ± _ ± ) ± _ ^ m i n A . 
1 

З а м е ч а н и е 1. При доказательстве леммы существенно использова­
лось интегральное представление функций через несмешанные производные 
по г-рогу (по Z-pory в случае р г ~ . . . = p j . Параметры г-рога зависели от 
удаленности его вершины от границы множества, их изменение определялось 
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вектором s—(sl4 . . ., sn). Исходя из этого, в теореме 1 можно было бы не­
сколько снизить требования к множеству G, сформулировать их в терминах 
«переменного» («весового») г-рога. 

Отметим, что в иной ситуации (G С {х : хп > 0), p (x) = i ^ х ) понятие 
весового рога было введено и использовано В. Г. Перепелкиным [4]. Изло­
женным в теореме методом можно получить принадлежащие В. Г. Пере-
пелкину [4] весовые оценки производных в области G d{x:xn^>0} с весом 

, а также их обобщение на случай не обязательно равных между 
собой степеней р . , в которых суммируемы с весами производные D^f. 
Предложенный нами метод не использует ни весовых оценок интегралов 
типа потенциала, ни весовых оценок сингулярных интегралов типа 
Зигмунда—Кальдерона и поэтому проще метода работы [4]. 

З а м е ч а н и е 2. В случае G={x : хп >0} утверждение теоремы со­
впадает с соответствующим результатом С. В. Успенского. 
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