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OB APPROKSIMACII VYBORKI

PUASSONOVSKIM TOQEQNYM PROCESSOM

Cel� nasto�we� raboty � pokazat�� qto poluqennye ranee re�
zul�taty ob approksimacii raspredeleni� summ nezavisimyh
slagaemyh soprovo�da	wimi bezgraniqno delimymi zakonami
mo�no interpretirovat� kak soder�atel�nye koliqestvennye
ocenki blizosti vyborki� sostavlenno� iz nezavisimyh nabl	�
deni�� i puassonovskogo toqeqnogo processa� poluqaemogo pri
puassonizacii ishodno� vyborki

Puassonovski� toqeqny� process Y na nekotorom izmeri�

mom prostranstve �X�S� s mero� intensivnosti �F � gde S �
��algebra podmno�estv mno�estva X� � � �� a F � nekoto�
ra� vero�tnostna� mera� mo�no opredelit� sledu	wim obra�
zom �sm
 �
���
 Pust� Y ���� Y ���� � � � � posledovatel�nost� nezavi�
simyh sluqa�nyh �lementov prostranstva �X�S� s raspredele�
ni�mi F � a � � ne zavis�wa� ot �to� posledovatel�nosti slu�
qa�na� veliqina� ime	wa� raspredelenie Puassona s parame�
trom �
 Polo�im Y �

�
Y ���� Y ���� � � � � Y ���

�
pri � � � i Y � �

pri � � �
 Toqki Y �j�� sostavl�	wie toqeqny� process Y� ras�
smatriva	ts� s uqetom kratnosti� esli k iz sluqa�nyh �lemen�
tov Y ���� Y ���� � � � � Y ��� prinima	t odno i to �e znaqenie x� to
sqitaets�� qto v toqke x okazalos� k toqek processa Y
 Dl�
l	bogo izmerimogo mno�estva A � S opredelim toqeqny� pro�
cess YA �

�
Y �j� � A � j � �� � � � � �

�

 Oboznaqim Y�A� koliqestvo

toqek processa Y� popavxih v mno�estvo A
 Togda my imeem
P fY�A� � �g � e��FfAg i

P fY�A� � kg � ��FfAg�
k
e��FfAg�k�� k � �� �� � � � �

to est� sluqa�na� veliqina Y�A� imeet raspredelenie Puas�
sona s parametrom �FfAg
 Fundamental�nym svo�stvom puas�

Rabota podder	ana grantami RFFI ��
��
����
 i NX
��
�������� i
Programmo� fundamental�nyh issledovani� RAN �Sovremennye proble

my teoretiqesko� matematiki��

���
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sonovskogo toqeqnogo processa �vl�ets� prostranstvenna� ne�
zavisimost�� dl� l	byh poparno nepereseka	wihs� mno�estv
A�� A�� � � � � Am � S sluqa�nye veliqiny Y�A���Y�A��� � � � �Y�Am�
nezavisimy v sovokupnosti
 Zametim tak�e� qto YA mo�no ras�
smatrivat� kak puassonovski� toqeqny� process na prostran�
stve �A�SA� s mero� intensivnosti �FA� gde SA i FA oboznaqa	t
su�eni� ��algebry S i mery F na mno�estvo A � S


Pust� Xi � nezavisimye sluqa�nye �lementy izmerimo�
go prostranstva �X�S� s raspredeleni�mi Fi � L�Xi�� i �
�� � � � � n
 My rassmotrim zadaqu ob approksimacii vyborki
X � fX�� X�� � � � � Xng puassonovskim toqeqnym processom Y ��
Y ���� Y ���� � � � � Y ���

�
s mero� intensivnosti

Pn
i�� Fi � nF � gde

F � n��
Pn

i�� Fi
 Zametim� qto dl� processa Y sluqa�na� veli�
qina � imeet raspredelenie Puassona s parametrom n
 Imenno
zamena X na Y i obratno proizvodits� pri puassonizacii i de�
puassonizacii �mpiriqeskih processov �sm
� naprimer� raboty
���� dokazatel�stvo Lemmy 


� ����� �
�� i bibliografi	 v nih�

Pri �tom suwestvenno ispol�zuets� prostranstvenna� nezavisi�
most� puassonizirovanno� vyborki Y


Rassmotrim nezavisimye puassonovskie toqeqnye processy
Yi s merami intensivnosti Fi � L�Xi�� i � �� � � � � n
 Oboznaqim

Y
���
i � Y

���
i � � � � � Y

��i�
i sluqa�nye �lementy� sootvetstvu	wie toqeq�

nomu processu Yi
 Izvestno� qto togda toqeqny� process Y� �Sn
i��Yi� gde Yi �

n
Y
���
i � Y

���
i � � � � � Y

��i�
i

o
� imeet koneqnomernye

raspredeleni� sluqa�nyh veliqin Y��A���Y��A��� � � � �Y��Am��
sovpada	wie s koneqnomernymi raspredeleni�mi sluqa�nyh ve�
liqin Y�A���Y�A��� � � � �Y�Am� dl� l	byh mno�estv A�� A�� � � � �
Am � S


Pust� f � �f�� � � � � fd� � �X�S� �
�
Rd�Bd

�
� izmerimoe otobra�

�enie� a Bd � borelevska� ��algebra
 Oboznaqim

Gf � L
� nP
i��

f �Xi�
�
� Hf � L

� �P
i��

f �Y �i��
�
� ���

Pust� R��� �� � nekotoroe rassto�nie v prostranstve vero�tnost�
nyh mer
 Proizvedeni� i stepeni mer budut ponimat�s� v smysle
svertki
 My budem oboznaqat�

Rf �X�Y� � R�Gf �Hf�
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i

e ��F � � e��
�X
s��

�sF s

s�
�

gde � � �� a F � nekotoroe vero�tnostnoe raspredelenie v pro�
stranstve

�
Rd�Bd

�

 Harakteristiqeska� funkci� raspredeleni�

e ��F � ravna exp
�
�
� bF �t� � �

��
� gde

bF �t� � Z
Rd

eiht�xi Ffdxg

� harakteristiqeska� funkci� raspredeleni� F 
 V qastnosti� s
pomow�	 �to� formuly mo�no proverit�� qto imeet mesto ra�
venstvo

nY
i��

e ��iFi� � e

�
nX
i��

�iFi

�
� e

�
��� 	 � � �	 �n�

nX
i��

�iFi
�� 	 � � �	 �n

�
�

Netrudno videt�� qto

Gf �
nY
i��

L�f �Xi��� Hf � e

�
nX
i��

L�f �Xi��

�
� �
�

My budem v pervu	 oqered� rassmatrivat�

��F�G� � sup
x�Rd

jF �x� �G�x�j � x � �x�� � � � � xd� � R
d�

� ravnomernoe rassto�nie me�du funkci�mi raspredeleni�

F �x� � F
��
y � Rd � y � x

��
�

Nas budet interesovat� approksimaci� vero�tnoste� sobyti�
vida	

nX
i��

f �Xi� � x



�

	
nX
i��

fi�Xi� � xi� i � �� � � � � n



� x � Rd� ���

kotorye mo�no interpretirovat� kak vero�tnosti togo� qto sum�
marnye vozde�stvi� faktorov riska fi ne prevzo�dut fiksiro�
vannyh kritiqeskih znaqeni� xi
 My ocenim veliqiny vida

�f �X�Y� � sup
x�Rd

�����P
	

nX
i��

f �Xi� � x



� P

	
�X
i��

f �Y �i�� � x


����� � ���
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Ocenivanie veliqiny �f �X�Y� svodits� k ocenivani	 blizo�
sti raspredeleni� line�nyh funkcionalov vida

R
f �x�mX�dx� iR

f �x�mY�dx�� gde mX i mY � nenormirovannye �mpiriqeskie me�
ry� postroennye po sravnivaemym toqeqnym processam X i Y

Zametim� kstati� qto iz blizosti line�nyh funkcionalov ne vy�
tekaet blizost� raspredeleni�
 Naprimer� v rabote avtora ����
dl� l	bogo 	 � � postroeny primery takih dvumernyh raspre�
deleni� F i G� qto rassto�nie po variacii me�du proekci�mi
�tih raspredeleni� na proizvol�noe napravlenie ne prevosho�
dit 	� a ��F�G� � ���


Oboznaqeni� c���� c����� c����� budut primen�t�s� dl� polo�i�
tel�nyh posto�nnyh� zavis�wih tol�ko ot ukazannyh v skobkah
argumentov� priqem simvol c��� budet ispol�zovat�s� kak dl�
odinakovyh� tak i dl� razliqnyh posto�nnyh v teh sluqa�h� ko�
gda nam bezrazliqny ih qislennye znaqeni�
 Tak naprimer� c�d�
zavis�t tol�ko ot razmernosti d� c � absol	tnye posto�nnye

Budem tak�e oboznaqat� Fd � mno�estvo vseh d�mernyh vero�t�
nostnyh raspredeleni�� Ea � Fd � raspredelenie� sosredotoqen�
noe v toqke a � Rd� E � E�� gde simvolom � � Rd oboznaqen
nulevo� vektor
 Naprimer� vvedennye vyxe mery mX i mY mo�
gut byt� zapisany v vide mX �

Pn
i��EXi

i mY �
P�

i��EY �i� 


Approksimaci� raspredeleni� Gf s pomow�	 raspredeleni�
Hf imeet neposredstvennoe otnoxenie k zadaqe ob approksima�
cii raspredeleni� summ nezavisimyh sluqa�nyh vektorov s po�
mow�	 bezgraniqno delimyh zakonov
 �ta zadaqa byla vpervye
rassmotrena v ���e gody proxlogo stoleti� v rabotah A
 N
 Kol�
mogorova �
�� i �
��
 Kolmogorov predlo�il vmesto approksi�
macii posledovatel�nosti raspredeleni� summ individual�nym
predel�nym raspredeleniem ispol�zovat� celye seme�stva pri�
bli�a	wih zakonov
 �
 V
 Prohorov ���� dokazal� qto dl� l	�
bogo odnomernogo raspredeleni� B mo�no postroit� taku	 po�
sledovatel�nost� bezgraniqno delimyh raspredeleni� Dn� qto
��Bn� Dn�� � pri n��� to est�

��Bn�D�� � inf
D�D�

��Bn� D�� � pri n��� ���

gde Dd � mno�estvo d�mernyh bezgraniqno delimyh zakonov

Principial�ny� xag vpered sdelal A
 N
 Kolmogorov �
��
 On
dokazal� qto shodimost� v ��� ravnomerna po klassu F� vseh od�
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nomernyh vero�tnostnyh raspredeleni�� poluqiv ocenku


��n� � sup
B�F�

��Bn�D�� � cn�����

V dal�ne�xem �ta funkci� ocenivalas� v rabotah �
 V
 Pro�
horova� L
 D
 Mexalkina� F
 M
 Kagana� A
 N
 Kolmogorova�
L
 Le Kama� I
 A
 Ibragimova i �
 L
 Presmana �sm
 biblio�
grafi	 v ����
 Okonqatel�nye po por�dku ocenki prinadle�at
T
 Araku �
� ��

c�n
���� � 
��n� � c� n

����� ���

Mnogie avtory izuqali povedenie veliqiny supB�G ��Bn�D��
dl� razliqnyh podklassov G 	 F�� sm
� naprimer� bibliografi	
v ���� �
�
 V mnogomernom sluqae povedenie veliqiny 
d�n� �
supB�Fd ��B

n�Dd� izuqali V
 V
 Sazonov i �
 L
 Presman
 Luq�
xa� na segodn�xni� den� ocenka prinadle�it Presmanu �����

d�n� � c�d�n����� obobwivxemu na mnogomerny� sluqa� rezul��
tat A
 N
 Kolmogorova �
��
 Sledu� Le Kamu ����� Presman is�
pol�zoval v kaqestve pribli�a	wih soprovo�da	wie zakony
vida Ena e �nBE�a�
 Ranee Le Kam ���� pokazal� qto

sup
B�F�

inf
a�R

��Bn� Ena e �nBE�a�� � c n����� ���

peredokazav tem samym rezul�tat A
 N
 Kolmogorova �
�� 
��n� �
cn����
 I
 A
 Ibragimov i �
 L
 Presman �
�� pokazali� qto
neravenstvo ��� spravedlivo s c � 

 Vozvrawa�s� k formule
���� i uqityva�� qto

��Bn� Ena e �nBE�a�� � ���BE�a�
n
� e �nBE�a���

my vidim� qto esli d �� i sluqa�nye �lementy X�� � � � � Xn odi�
nakovo raspredeleny �to est� F� � � � � � Fn � F � s proizvol�nym
raspredeleniem F � a f � X � Rd � proizvol�noe izmerimoe oto�
bra�enie� to suwestvuet taka� nesluqa�na� posledovatel�nost�
an � Rd� qto

�f�an �X�Y� � c�d�n����� ���

Primeqatel�no v dannom utver�denii to� qto c�d� v neravenstve
��� zavisit tol�ko ot razmernosti d i ne zavisit ot raspredele�
ni� F i otobra�eni� f 
 Takim obrazom� pri l	byh F i f mo�no
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tak centrirovat� sluqa�nye vektory f �Xi� i f �Y �i��� qto

sup
x�Rd

�����P
	

nX
i��

�f �Xi� � an� � x



� P

	
�X
i��

�
f �Y �i��� an

�
� x


�����
� c�d�n����� ���

�to oznaqaet� qto pri izuqenii vero�tnoste� sobyti� vida ���
my vpolne mo�em zamenit� vyborku X � fX�� X�� � � � � Xng puas�
sonovskim toqeqnym processom Y �

�
Y ���� Y ���� � � � � Y ���

�
� esli

nam izvestny vektory an i nas ustraivaet pogrexnost� approk�
simacii vida c�d�n����
 Zametim� qto dl� spravedlivosti nera�
venstva ��� suwestvenno naliqie centrirovani� summiruemyh
vektorov nesluqa�nymi vektorami an
 Esli� naprimer� d � � i
funkci� f � nenuleva� konstanta� to est� L�f �X��� � Ea� i a 
� ��
to Gf � Ena� a Hf � e �nEa� � L�a��
 �sno� qto v �tom sluqae
�f �X�Y� � c
 Analogiqna� situaci� imeet mesto i v mnogomer�
nom sluqae� �f �X�Y� � c esli � � d � � i hot� by odna koor�
dinata vektora f �X�� s vero�tnost�	 edinica ravna nekotoromu
fiksirovannomu qislu a 
� �


Posto�nnye an� figuriru	wie v neravenstve ���� zavis�t ot
F i f i predstavl�	t sobo� srednie znaqeni� uslovnyh raspre�
deleni� L�f �X�� j f �X�� � In�� gde In � podhod�wim obrazom vy�
brannye ograniqennye otrezki
 Neobhodimost� centrirovani�
sni�aet� razumeets�� cennost� rassmatrivaemo� nami approksi�
macii
 Po�tomu osoby� interes predstavl�	t ocenki toqnosti
approksimacii svertok soprovo�da	wimi zakonami� v oprede�
lenii kotoryh centrirovanie otsutstvuet� to est� an � �
 Polu�
qiv v rabote ���� neravenstvo ���� Le Kam rassmotrel tak�e vo�
pros o vozmo�nosti ocenit� veliqinu ��Bn� e �nB��
 On poluqil
ocenku dl� sluqa� neodinakovo raspredelennyh slagaemyh� oce�
niv v odnomernom sluqae veliqinu ��

Qn
i��Bi�

Qn
i�� e �Bi��
 Teore�

ma � ���� ili Teorema 
 ���� s
 ���� da	t ocenki� uqityva	wie
vozmo�nu	 malost� centriru	wih konstant� voznika	wih pri
approksimacii soprovo�da	wimi zakonami s centrirovaniem

K so�aleni	� iz �tih rezul�tatov ne vyteka	t pravil�nye po
por�dku ocenki� ravnomernye po xirokim klassam centrirovan�
nyh raspredeleni� �sm
 ����������
 V to� �e rabote ���� Le Kam
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pokazal� qto �pri d � � i proizvol�nyh Vi � F�� � � pi � ��

�

�
nY
i��

���� pi�E 	 piVi� �
nY
i��

e �piVi�

�
� c max

��i�n
p
���
i � ����

Oqevidno� qto e �piVi� � e ���� pi�E 	 piVi�
 Takim obrazom� ap�
proksimaci� soprovo�da	wimi zakonami bez centrirovani� da�
et horoxee pribli�enie� esli summiru	ts� nezavisimye slu�
qa�nye veliqiny� ka�da� iz kotoryh ravna nul	 s vero�tno�
st�	 blizko� k edinice
 Ni�e my vernems� k obsu�deni	 �togo
rezul�tata

Neravenstva ������� byli utoqneny i obobweny dl� approksi�

macii bez centrirovani� v teh sluqa�h� kogda nezavisimye odi�
nakovo raspredelennye sluqa�nye vektory f �Xi� ime	t nulevye
matematiqeskie o�idani� ili kogda oni simmetriqno rasprede�
leny �to est� L�f �Xi�� � L��f �Xi�� � F

s
d� V rabotah avtora ����

�pri d � �� i ���� �pri � � d ��� bylo pokazano� qto

sup
B�Fs

d

��Bn� e �nB�� � c�d�n����� ����

Zametim� qto neskol�ko ranee I
 A
 Ibragimov i �
 L
 Presman
�
�� poluqili pri d � � analog neravenstva ���� s dopolnitel��
nym logarifmiqeskim mno�itelem

Esli dopolnitel�no predpolo�it�� qto harakteristiqeska�

funkci� bB�t� simmetriqnogo raspredeleni� B � Fsd neotrica�

tel�na� bB�t� � � pri vseh t � Rd� to

��Bn� e �nB�� � c�d�n�� ��
�

�T
 Arak ��� �pri d � �� i avtor ���� �pri � � d � ���
 Bolee

togo� esli predpolo�it�� qto � � � i bB�t� � �� 	 � pri vseh
t � Rd� to

��Bn� e �nB�� � c�d�
�
n�� 	 exp

�
�n� 	 cd log� n

� �
����

�avtor ����� sm
 tak�e V
 Q�kanaviq	s �����


Esli �e predpolo�it�� qto B � F��
R
jxj

���
B fdxg � � iR

xBfdxg � �� to

��Bn� e �nB�� � c�B�n����� ����
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�avtor ��
��
 Bolee togo� v to� �e rabote avtora ��
� bylo poka�
zano� qto

��Bn� e �nB�� � o�n������ ����

esli
R
jxj� B fdxg � � pri nekotorom ��� � 
 � ��

R
xBfdxg � ��

i
R
x�Bfdxg ��

Ocenki blizosti znaqeni� raspredeleni� Bn i e �nB� na �l�

lipsoidah v gil�bertovom prostranstve pri
R
xBfdxg � � by�

li poluqeny S
 V
 Nagaevym ���� ��� i V
 Bentkusom� F
 Getce
i avtorom ����
 S
 V
 Nagaev ���� ��� poluqil ocenki por�dka

O�n������ predpolaga�� qto
R
kxk

�
Bfdxg ��� a v rabote ���� so�

der�ats� ocenki por�dka O�n���� pri
R
kxk	��Bfdxg ��


Sledu	wi� rezul�tat predstavl�et sobo� qastny� sluqa�
osnovnogo rezul�tata raboty avtora ����� sm
 tak�e ����
 Pust�
raspredelenie F � Fd predstavleno v vide smesi

F � ��� p�U 	 pV�

gde U� V � Fd�

� � p � ��

Z
xUfdxg � a� U

��
x � Rd � kx� ak � �

��
� ��

a raspredelenie V proizvol�no
 Togda dl� l	bogo � � � i l	bo�
go natural�nogo n mo�no tak postroit� na odnom vero�tnostnom
prostranstve sluqa�nye vektory � i �� qtoby

P
�
k� � �k � �

�
� c�d�

�
p	 exp

�
�

�

c�d��




����

i

L��� � �FE�a�
n
� L��� � e�nFE�a��

gde c�d� zavisit tol�ko ot d

Dl� drugih metrik toqnost� approksimacii svertok neodi�

nakovyh raspredeleni� soprovo�da	wimi zakonami izuqalas��
naprimer� v rabotah ��� �� ���
 Sleduet osobo upom�nut� raboty�
v kotoryh primen�ls� metod Ste�na�Qena pri approksimacii
puassonovskimi toqeqnymi processami vyborok� sostavlennyh
da�e iz zavisimyh nabl	deni�� sm
 ��� �� �� �� ��� ���
 Vproqem�
metod Ste�na�Qena primen�ets� poka dl� issledovani� blizo�
sti tol�ko rexetqatyh raspredeleni�
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�sno� qto pereqislennye vyxe neravenstva ��������� obes�
peqiva	t spravedlivost� sootvetstvu	wih analogov neraven�
stva ���
 Naprimer� neravenstvo ���� vleqet� qto esli d � �
i sluqa�nye �lementy X�� � � � � Xn odinakovo raspredeleny� a
f � X � Rd � takoe izmerimoe otobra�enie� qto raspredelenie
L�f �X��� simmetriqno� to

�f �X�Y� � c�d�n�����

Tem samym� pri dopolnitel�nyh predpolo�eni�h na raspredele�
nie L�f �X��� �sm
 ����������� utver�denie ��� mo�et byt� suwe�
stvenno usileno i utoqneno
 Dl� proizvol�nyh �e izmerimyh
otobra�eni� f � X � Rd vero�tnosti sobyti� ��� horoxo ap�
proksimiru	ts� vero�tnost�mi sobyti�	

�X
i��

�
f �Y �i�� � an

�
� x�

nX
i��

an



�

gde an � nesluqa�nye vektory� zavis�wie ot L�f �X���

Toqnost� approksimacii v neravenstvah ��������� mo�et byt�

znaqitel�no uveliqena� esli vmesto soprovo�da	wih zakonov
ispol�zovat� blizkie k nim po vidu preobrazovani� Fur�e
znakoperemennye bezgraniqno delimye zar�dy �signed compound
Poisson approximation�
 K nasto�wemu vremeni �v osnovnom V
 Q��
kanaviq	som� poluqeno bol�xoe koliqestvo soder�atel�nyh re�
zul�tatov� kak pravilo � v odnomernom sluqae �sm
 raboty ����
��� ��� ��� 
�� i bibliografi	 v nih�

Formulirovki bol�xinstva rezul�tatov ob approksimacii

svertok neodinakovyh raspredeleni� soprovo�da	wimi zakona�
mi suwestvenno ispol�zu	t individual�noe centrirovanie ka�
�dogo raspredeleni�
 Faktiqeski oceniva	ts� veliqiny tipa
R �
Qn

i�� �FiE�ai� �
Qn
i�� e �FiE�ai��� gde centriru	wie vektory ai

voobwe govor� razliqny dl� raznyh Fi �esli koneqno na ras�
predeleni� Fi ne nalo�eny uslovi�� obespeqiva	wie sovpade�
nie ai�
 Tem samym� takie rezul�taty ne mogut byt� interpre�
tirovany kak rezul�taty o blizosti toqeqnyh processov X i
Y
 To �e samoe mo�no skazat� i ob approksimacii svertok dru�
gimi bezgraniqno delimymi zakonami� naprimer � bezgraniq�
no delimymi zar�dami �sm
� naprimer� raboty ���� ��� ��� ���

�� i bibliografi	 v nih�� zakonami s netrivial�nymi gaus�
sovskimi komponentami �sm
 ���� ��� ���� ili zakonami� obespe�
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qiva	wimi spravedlivost� approksimacii Araka ���
 Toqnee�
rezul�tat Araka obespeqivaet dl� l	bogo natural�nogo n� l	�
bogo odnomernogo raspredeleni� F � L�Xi� � F�� i � �� � � � � n� i
l	bo� izmerimo� funkcii f � X� R suwestvovanie takogo puas�
sonovskogo toqeqnogo processa Z �

�
Z���� Z���� � � � � Z���

�
i tako�

centriru	we� posto�nno� an� qto

sup
x�R

�����P
	

nX
i��

�f �Xi�� an� � x



� P

	
�X
i��

�
f �Z�i��� an

�
� x


�����
� cn�����

No pri �tom process Z suwestvenno zavisit ot raspredeleni�
L�f �X���� v otliqie ot processa Y� da	wego horoxu	 approksi�
maci	 odnovremenno dl� xirokih klassov otobra�eni� f 


V zakl	qenie my rassmotrim shemu nezavisimyh neodinako�
vo raspredelennyh redkih sobyti�� kotora�� buduqi faktiqeski
qastnym sluqaem pervonaqal�no rassmotrenno� nami situacii�
dopuskaet soder�atel�nye ocenki bez dopolnitel�nogo centri�
rovani� dl� po suwestvu proizvol�nyh otobra�eni� f 


Budem govorit�� qto Xi opisyva	t redkie sobyti�� esli s ve�
ro�tnost�	 blizko� k edinice oni prinima	t vydelennoe znaqe�
nie� oboznaqennoe simvolomO
 Pri Xi � O sqitaets�� qto redkoe
sobytie s nomerom i ne proizoxlo
 Oboznaqim pi � P fXi 
� Og

Netrudno videt�� qto raspredelenie L�Xi� sluqa�nogo �lementa
Xi mo�no zapisat� v vide

L�Xi� � ��� pi�E 	 piVi�

gde E � raspredelenie� sosredotoqennoe v toqke O� a Vi � uslov�
noe raspredelenie Xi pri uslovii� qto sootvetstvu	wee red�
koe sobytie proizoxlo
 V danno� modeli estestvenno intere�
sovat�s� raspredeleni�mi sluqa�nyh vektorov

Pn
i�� f �Xi� tol��

ko dl� teh f � X � Rd� kotorye udovletvor�	t sootnoxeni	
f �O� � � � Rd
 Ved� esli redkoe sobytie s nomerom i ne proizo�
xlo� ego vklad v summu

Pn
i�� f �Xi� dol�en byt� nulevym
 Obo�

znaqim qerez Fd mno�estvo takih f 


Pust� Vi � Fd � proizvol�nye d�mernye raspredeleni�
 V ra�
bote avtora ���� bylo utoqneno neravenstvo Le Kama ���� i po�
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kazano� qto

�

�
nY
i��

��� � pi�E 	 piVi� �
nY
i��

e �piVi�

�
� c�d� max

��i�n
pi� ����

Ranee neravenstvo ���� bylo poluqeno v odnomernom sluqae v
����
 V rabote ���� mo�no na�ti utoqneni� neravenstv ���� i
����� soder�awie ocenki blizosti znaqeni� raspredeleni� na
vypuklyh mnogogrannikah
 Sleduet upom�nut� tak�e rezul�ta�
ty K
 Hippa �

�� ocenivxego v odnomernom sluqae levu	 qast�
neravenstva ���� neskol�ko v inyh terminah

Soglasno ����� dl� rassmotrenno� nami shemy redkih sobyti�

sup
f�Fd

�f �X�Y� � c�d� max
��i�n

pi� ����

Veliqina c�d� v neravenstve ���� zavisit tol�ko ot razmernosti
d i ne zavisit ot raspredeleni� Vi� vero�tnoste� pi i otobra�
�eni� f 
 Takim obrazom� pri l	byh pi� Vi i f � Fd my imeem

sup
x�Rd

�����P
	

nX
i��

f �Xi� � x



�P

	
�X
i��

f �Y �i�� � x


����� � c�d� max
��i�n

pi�

����
�to oznaqaet� qto pri izuqenii vero�tnoste� sobyti� vida ���
vyborka X � fX�� X�� � � � � Xng mo�et byt� zamenena puassonov�
skim toqeqnym processom Y �

�
Y ���� Y ���� � � � � Y ���

�
� esli veliqi�

na max��i�n pi dostatoqno mala
 Drugimi slovami� esli rassma�
trivaemye nami redkie sobyti� dostatoqno redki
 Zametim� qto
v otliqie ot ���� dl� spravedlivosti neravenstva ���� ne tre�
buets� centrirovani� summiruemyh vektorov posto�nnymi an

Neravenstvo ���� pokazyvaet� qto razliqnye vyborki� sosta�

vlennye iz redkih sobyti� vida X � fX�� X�� � � � � Xng s ravno�
merno malymi pi� okazyva	ts� blizki drug k drugu� esli u nih
sovpada	t �ili blizki� mery

Pn
i�� piVi
 Ved� togda u nih so�

vpada	t �ili blizki� pribli�a	wie puassonovskie toqeqnye
processy Y

V sluqae odinakovyh raspredeleni� Vi neravenstvo ���� mo�

�et byt� suwestvenno utoqneno i usileno
 Da�e rassto�nie
po variacii dTV �

Qn
i�� ���� pi�E 	 piV � �

Qn
i�� e �piV �� ocenivaet�

s� qerez c max��i�n pi ��
 V
 Prohorov ����� sluqa� odinakovyh
pi� Le Kam �
��� sluqa� proizvol�nyh pi� i� bolee togo� qerez
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i�� p

�
i �maxf��

Pn
i�� pig �Barbur i Holl ����� sm
 tak�e ��
� ���

�
�
 Tem samym� suwestvenno usilivaets� i utver�denie o bli�
zosti rassmatrivaemyh nami processov
 Odnako uslovie odina�
kovo� raspredelennosti redkih sobyti� vypoln�ets� daleko ne
vsegda
 Redkie sobyti� podobny qrezvyqa�nym proisxestvi�m�
ka�doe iz kotoryh unikal�no i imeet svoe individual�noe ras�
predelenie
 Takim obrazom� neravenstva ���� i ���� mogut byt�
polezny� naprimer� v strahovom dele pri ocenivanii vero�tno�
sti togo� qto summarnye vozde�stvi� faktorov riska fi ne pre�
vzo�dut fiksirovannyh kritiqeskih znaqeni� xi �sm
� naprimer�
���� 
�� 

� 
�� �
� ����
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Zaitsev A
 Yu
 On approximation of the sample by a Poisson point
process


It is shown that the results obtained earlier for the rate of approxima�
tion of convolutions of probability distributions by accompanying in�nite�
ly divisible laws may be interpreted as estimates of the rate of approx�
imation of the sample by a Poisson point process
 The most interesting
results are obtained for a scheme of rare events
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