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В устройствах отображения информации часто используются нематические 
жидкие кристаллы (НЖК) , которые при воздействии на них внешних электри­
ческих или магнитных полей минимизируют свою свободную энергию путем 
выбора некоторой оптимальной, пространственно-неоднородной конфигурации 
векторного поля директора п. Анализ известного к настоящему времени мате­
матического выражения для свободной энергии Н Ж К позволяет обнаружить 
при всех нарушениях симметрии много различных перекрестных членов. 
Например, отход от модели Н Ж К как совокупности в некоторой степени упоря­
доченных тонких стержней прямолинейной формы к модели Н Ж К с изогнутыми 
стержнями или к модели с клиновидными стержнями есть нарушение внутрен­
ней симметрии, которое приводит к появлению в выражении для свободной 
энергии перекрестных членов механической и электрической природы, с по­
мощью которых можно описать флексоэлектрические явления. В дальнейшем 
рассмотрении любые подобные нарушения внутренней симметрии считаются 
запрещенными и все внимание сосредоточится вокруг возможных нарушений 
внешних симметрийных ограничений. Таким образом, в основу рассмотрения 
кладутся ориентационные явления в рамках классической статической теории 
Н Ж К Озеена—Цохера—Франка [ 1 _ 3 ] в случае статических магнитных полей, 
прикладываемых к слою ориентированного вспомогательными поверхностями 
Н Ж К . В этой теории тогда можно считать, что выражение для свободной энер­
гии распадается на два вклада: механической и магнитной природы. Первый 
из них зависит от векторного поля директора п и его градиентов, а второй — 
от приложенного внешнего магнитного поля Н и директора п. В общем случае 
в последнем вкладе должны учитываться наряду с квадратами величин декар­
товых компонент магнитного поля также и попарные произведения этих ком­
понент. При математическом описании поведения векторного поля директора п 
наложение внешних симметрийных ограничений приводит к исчезновению 
и этих перекрестных членов и к появлению (при некотором характерном значе­
нии II> магнитного поля) особенности. В частности, хорошо известный переход 
Фредерикса [ 4 ] по существу представляет собой при математическом описании 
довольно простую особенность, которая с неизбежностью возникает в рамках 
однопараметрической модели. Цель настоящей работы — показать, как управ­
ляемое нарушение внешних симметрийных ограничений приводит в окрестно­
сти точки перехода Фредерикса к нелинейным физическим явлениям, которые-
могут представлять интерес для некоторых технических приложений. 
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1. Случай двухкомпонентного магнитного поля 

Пусть бесконечный плоский слой планарно ориентированного монокристал­
лического Н Ж К толщины L находится в плоскопараллельной оптической 
ячейке. Путем предварительной обработки поверхностей ячейки в направлении 
координатной оси Ох в месте контакта мезофазы со стеклянными подложками 
считается обеспеченной сильная связь молекул Н Ж К с подложками, что позво­
ляет считать заданными и фиксированными граничные условия на поверхности 
слоя Н Ж К п (х, у, 0) = п (х, у, — L) = (l, О, 0). Правая декартовая система ко­
ординат Oxyz ориентирована так, как это схематически показано на рис. 1. 

Неискаженному состоянию Н Ж К в объеме слоя отвечает однородная ориен­
тация директора п (х, г/, z) = ( l , 0, 0) . В общем случае приложение к слою Н Ж К 
однородного магнитного поля H=(fe , Н, 0) с ненулевыми компонентами h и Н 
обусловливает возникновение искажений исходной однородной ориентации 
в виде деформаций типа чистого кручения, которые ниже называются Г-дефор-

мациями [ 5 ] . Эти деформации могут отли­
чаться своей пространственной направлен­
ностью (рис. 1), хотя величина деформации 
в обоих случаях / и II считается по модулю 

-Q *х одинаковой. При Г-деформациях векторное 
поле директора принято представлять в виде 
n = ( c o s ср, sin ср, 0) , где величина ср зависит 

-I 

II 

Р и с . 1 . Д в а в о з м о ж н ы х с л у ч а я Г - д е ф о р м а ц и й . 

« Г в о з д и к и » п о к а з ы в а ю т р а з л и ч н у ю п р о с т р а н с т в е н н у ю н а -
z z z m — z^-L ' ' сдавленность и с к а ж е н и й в е к т о р н о г о п о л я д и р е к т о р а по о т ­

н о ш е н и ю к п л о с к о с т и р и с у н к а . 

от одной пространственной координаты z. Из симметрии граничных условий 
наибольшее отклонение директора от исходного направления ожидается 
в средней части слоя, где z=—L/2. Если ограничиться рассмотрением случая 
малых искажений, то в первом приближении зависимость ср от коорди­
наты z хорошо аппроксимируется одной первой модой искажений в виде 
ср ( z ) = a sin (TZZ/L). Можно условно считать, что при а < 0 имеет место случай / 
Г-деформаций на рис. 1, тогда как при а > 0 случай II. 

Свободная энергия W единицы площади слоя Н Ж К при Г-деформациях 
описывается соотношением [ 4J 

о 

W = ± j [К2 (n rot пу- - Х а (Н • n) 2 ] dz, 
—L 

в котором К2 обозначает константу Франка упругости кручения, а Xa^iXw — 
разность компонент тензора статической магнитной восприимчивости единицы 
объема мезофазы при измерениях вдоль (||) и поперек ( J J оптической оси ориен­
тированного Н Ж К . 

В одномодовом приближении выражение для свободной энергии W с точ­
ностью до не зависящих от а членов приводится к виду 

W(a, К Я ) = 1 f # 2 | ( ^ ) % o s 2 ( ^ ) d z - i ( ^ - / ^ i n ^ a s i n f - U -

и 

— T $ X a ^ s i n ( 2 a s i n " ^ ) ^ z -

Удобно перейти к рассмотрению выражения для безразмерной свободной 
энергии, которое вводится с помощью соотношения 

ha"? 



где HF = ~{Ki!'jQlb;L обозначает пороговое значение поля перехода Фредерикса, 
которое вычисляется в однопараметрической теории [ 2 , е ] , а р и q— два безраз­
мерных параметра, определяемые с помощью соотношений p = h/HF, q = E\H?—i. 

Разлагая в ряд Тейлора по параметру а в нуле подынтегральные выражения 
безразмерной свободной энергии и опуская из дальнейшего рассмотрения не содер­
жащие этого параметра члены, в итоге можно прийти к соотношению 

/ ( « , Л в) = 4 {1 - [(1 + qf - р*\) а 2 + [(1 + qf - р*] (а* - 1 а ' + -±-а* - . . . ) -

Это выражение пока еще неудобно для анализа возможных нелинейных ориен-
тационных явлений в окрестности точки перехода Фредерикса и нуждается 
в некотором упрощении, математическое обоснование которого кратко излагается 
в следующем, вспомогательном разделе. 

2. Удержание существенных вкладов 

К а к известно из математической теории катастроф [ 7 ' 8 ] , функция F (а, р, q) 
в нуле подходящей гладкой заменой координат и зависящей от нее гладкой 
заменой параметров может быть приведена к каноническому виду универсаль­
ной деформации особенности типа классической сборки Уитни я 4 - [ ~ 6 2 я 2 -\-Ьгх. 

Действительно, в точке перехода Фредерикса ( р = д = 0 ) функция F (а, р, q) 
совпадает с функцией 

/ ( а ) = а * - 1 а * ' 1 « 
9 « 1 4 4 

которая гладкой заменой координат в нуле 

приводится к виду х*. Так как в данной работе преследуется в первую очередь 
цель проведения качественного анализа, то для наглядности целесообразно 
ограничиться рассмотрением явлений в достаточно малой окрестности точки 
перехода Фредерикса, чтобы можно было сохранить за существенной поведен­
ческой переменной ее прежнее обозначение и выразить значения двух новых 
параметров модели (Ьг и Ъ2) простым образом с помощью понятных по своему 
физическому смыслу безразмерных параметров р и q. 

Сильная 4-определенность функции / (а) в нуле позволяет в малой окрестно­
сти нуля произвести замену функции F (а, q) эквивалентной ей функцией 
F4, (а, р, q), которая вычисляется с помощью соотношения [ 8 ] 

J»(a, р, q) = ?f(a)+p[)>±F(a, р, Я ) ] ^ + я [ ^ { а , р, д ) \ _ _ ^ . 

В этом соотношении символ fn обозначает для следующей за ним функции 
операцию вычисления отрезка ее ряда Тейлора по переменной а в нуле с удер­
жанием только членов с переменной а в степени не выше т. Несложные вы­
числения приводят к выражению 

_ 32 
F*{a, р, q) = a* — 8qa2 — — pa, 

которое вблизи точки перехода Фредерикса сильно эквивалентно исходному 
выражению для безразмерной свободной энергии F (а, р, q). 

3. Существенно нелинейные явления 

Вблизи точки перехода Фредерикса при фиксированных параметрах р и q 
статическое равновесие директора Н Ж К возможно только при тех значениях 
переменной а , которые удовлетворяют требованиям экстремизации эквива-



лентного выражения для безразмерной свободной энергии Н Ж К и находятся 
из соотношения 

DF*(a, р, q)=№—№qa — ^ p = 0 . 

Этому условию в декартовом пространстве параметров а, р я q рассматривае­
мой модели отвечает поверхность равновесия, сечения которой при g = c o n s t 
изображены в двух типичных случаях на рис. 2 в виде кривых равновесия на 
плоскости (а, р). Эти кривые описываются уравнением p = Tc/8-(a2—4aq). Уча­
стки кривых, где выполняется соотношение В2Р*=ЦЗа2—Aq) > 0, соответствуют 
локальным минимумам свободной энергии Н Ж К , а где D2F*=4(3a2—Ад) < 0 — 

Р и с . 2. К р и в ы е с т а т и ч е с к о г о р а в н о в е с и я в п о л я х Р и с . 3 . О д н о н а п р а в л е н н ы е ( I ) п 
в ы ш е точки п е р е х о д а Ф р е д е р и к с а (д > 0) и д в у н а п р а в л е н н ы е (2) с к а ч к и и н ф о р -
и и ж е ее (д < 0) при д и с с и м м е т р и з а ц и и в н е ш н и х м а ц и о н н ы х с о с т о я н и й в ц и к л и ч е с к и х 

о г р а н и ч е н и й . п р о ц е с с а х н а п л о с к о с т и у п р а в л я ю -
Т о ч к и 5, 5, 7 о т в е ч а ю т у с л о в и ю с т р о г о г о и з л о ж е н и я в н е ш - ЩИХ п а р а м е т р о в . 

mix с и м м е т р и й н ы х о г р а н и ч е н и я . 

локальным максимумам. Устойчивыми могут быть лишь состояния с локаль­
ным минимумом. Поэтому при q > 0 с помощью последнего неравенства уста­
навливается наличие :юны запрещенных значений для а: — 2 \Jqi3 ^ а ^ 2 yjqi'i-

Этой зоне соответствует заштрихованная область на рис. 2 при q ^> 0. Если 
квазистатически двигаться вдоль кривой равновесия от некоторого начального 
значения рг < 0 в точке 1 к значению р^ > 0 в точке 9, то, согласно принципу 
максимального промедления, только при значении р± в точке 4 произойдет ска­
чок величины а от Й4 < 0 к ан > 0, как это показано пунктирной стрелкой. 
При обратном движении от точки 9 к точке 1 скачок произойдет уже при другом 
значении р — в точке 6, где а меняет свое значение с а 6 > 0 на а2 < 0, т . е. 
обнаруживается возможность возникновения существенно нелинейных, гисте-
резисных явлений. 

При q < 0 никаких скачков нет, хотя с изменением величины управляющего 
параметра р характер изменения переменной а также является нелинейным. 
Интересно, что величина производной da/dp в нуле возрастает по модулю 
с приближением фиксированного параметра q к точке перехода Фредерикса, 
в которой модуль производной становится бесконечно большой величиной. 
Отсюда следует, что двухпараметрическое управление ориентационным состоя­
нием Н Ж К может представлять значительный интерес для приложений. 
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Физический смысл скачков величины а при q > 0 ясен: им соответствуют 
скачки в пространственной направленности Г-деформаций от одного возможного 
ориентационного состояния Н Ж К к другому, которые схематически показаны 
на рис. 1. Если направить на плоскость z=0 оптической ячейки наклонный пу­
чок поляризованного света, который условно обозначен параллельными стрел­
ками на этом рисунке, то оптические характеристики пучка в плоскости z— 
= — L в случаях I и II будут различными, что уже используется в эксперимен­
тальной технике [9> 1 0 ] . Поэтому скачки величины а, связанные со скачками 
пространственной направленности Г-деформаций Н Ж К , обусловливают скачки 
в оптических характеристиках соответствующей оптической ячейки. Этим 
характеристикам при q > 0 можно поставить в соответствие некоторые ото­
бражаемые информационные состояния прибора в целом, обозначая их совер­
шенно условно состояниями типа I и типа I I . Они отличны от состояния типа О, 
которому отвечает однородная ориентация директора Н Ж К при р=0 и q=— 1. 
Тогда удобно перейти к рассмотрению возможных ситуаций на плоскости 
управляющих параметров р и q ( рис -3). 

Скачки информационных состояний возможны только на бифуркационных 
множествах — кривых Б ( / - > / / ) и В (II -> / ) , аналитически описываемых 
вблизи точки перехода Фредерикса с помощью уравнений 

р==±т*"- д>0' 
которые легко получить из ранее приведенной зависимости р=р (a, q) при 
учете полуширины зоны запрещенных значений переменной а. Эти скачки про­
исходят на соответствующей бифуркационной кривой, когда изображающая 
точка с координатами (р, q) в своем квазистатическом движении по плоскости 
управляющих параметров пересекает всю заштрихованную область между 
этими кривыми и покидает ее. 

В принципе возможно построение систем отображения, информации с двумя 
различными режимами работы. В одном из них скачки состояний могут быть 
однонаправленными, а в другом двунаправленными. В первом случае изобра­
ж а ю щ а я точка должна двигаться в циклических процессах типа 1 вдоль путей 
на плоскости уЦравляющих параметров, которые за один цикл обходят вокруг 
точки перехода Фредерикса с координатами p=q~0. Во втором случае, при 
процессах типа 2 , они не должны охватывать начала координат на плоскости 
управляющих параметров. На р и с 3 приведено несколько примеров, в которых 
схематически отображены некоторые произвольные процессы обоих типов. 
Д л я наглядности места скачков на соответствующих бифуркационных кривых 
условно обозначены жирными точками. Абсолютные значения скачков вели­
чины а тем меньше, чем ближе они происходят на плоскости управляющих 
параметров р и q к началу координат, причем через саму точку перехода Фре­
дерикса можно в любом направлении пройти непрерывным образом путем 
плавного изменения величины существенной поведенческой переменной а 
рассматриваемой модели. 

В заключение необходимо отметить следующие важные моменты. 
Во-первых, хотя в работе были приведены все расчеты для случая только 

деформаций чистого кручения Н Ж К , не представляет никакого затруднения 
убедиться в том, что все отмеченные нелинейные черты поведения остаются 
•справедливыми и в случае возможных деформаций изгиба, так как для явного 
получения соответствующих формул достаточно произвести переобозна­
чения некоторых коэффициентов и использовать новые масштабные еди­
ницы. 

Во-вторых, нельзя считать обсуждавшиеся выше скачки ориентационных 
состояний Н Ж К как мгновенные во временном смысле, так как рассмотренная 
простая теория нелинейных ориентационных явлений в окрестности точки 
перехода Фредерикса основана на использовании статической теории Озеена— 
Ц о х е р а — Ф р а н к а . Эти скачки должны происходить со своими характерными 
временами релаксации, которые должны зависеть от вязких и упругих свойств 
Н Ж К , от величины управляющих параметров и характера их изменения, что 



может быть полностью учтено только в рамках более сложной динамической 
теории, в которой случаи деформаций кручения и изгиба будут поставлены 
в неравноправное положение по степени сложности их описания. 

Литература 

[1 ] С. W. Oseen. T r a n s . F a r a d a y S o c , 2 9 , 883 (1933) . 
[2] H. Zocher. T r a n s . F a r a d a y S o c , 2 9 , 945 (1933) . 
[3] F. C. Frank. D i s c u s s . F a r a d a y S o c , 2 5 , 19 ( 1 9 5 8 ) . 
[4] П. де Жен. Ф и з и к а ж и д к и х к р и с т а л л о в . « М и р » , М . (1977) . 
[5] Л. М. Блинов. Э л е к т р о - и м а г н и т о о п т и к а ж и д к и х к р и с т а л л о в . « Н а у к а » , М . (1978) 
[6] A. Saupe. Z. Naturforsch., 1 5 а , 815 (1960) . 
[7] Т. Брёкер, Л. Лапдер. Д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е р о с т к и и к а т а с т р о ф ы . « М и р » , М . (1977) . 
[8] Т. Постои, Л. Стюарт. Т е о р и я к а т а с т р о ф и ее п р и л о ж е н и я . « М и р » , М . (1980) . 
[9] P. Е. Cladis. P h y s . ' R e v . L e t t . , 2 8 , 1629 (1972) . 

[10] С. Чандрасекар. Ж и д к и е к р и с т а л л ы . « М и р » , М . ( 1 9 8 0 ) . 

М о с к о в с к и й П о с т у п и л о в Р е д а к ц и ю 
г о с у д а р с т в е н н ы й у н и в е р с и т е т 

им. М. В . Л о м о н о с о в а 
13 д е к а б р я 1 9 8 2 г . 

В о к о н ч а т е л ь а з i р е д а к ц и и 
19 а п р е л я 1 9 8 3 г . 


