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Изучение процесса образования пограничного слоя вязкой среды вблизи поверхности обте­
каемого тела является одной из основных задач теории нестационарного пограничного слоя. 
Задача о развитии пограничного слоя в случае, когда тело начинает движение, равномерно 
ускоряясь в неподвижной вязкой среде, рассматривалась впервые в работе [1]. В [2] обсу­
ждается физическая сторона этого явления и приводится математическая постановка задачи. 
Математически строгое решение этой задачи получено в работе [3], там же указаны возможные 
обобщения задачи. Все эти вопросы в полной мере изложены в монографии [4]. 

В работе [4] имеется список нерешенных задач, которые, по мнению авторов, весьма акту­
альны для теории пограничного слоя. Среди них указана задача об образовании пограничного 
слоя в реологически сложной среде. Одна из таких задач рассмотрена в настоящей работе. 

1. П о с т а н о в к а з а д а ч и . Рассмотрим нестационарную систему уравнений пограничного 
слоя псевдопластической жидкости (см. [4]): 

ди ди ^ ди _ ^ д 
dt дх ду ду 

ди 
ду 

Лди \ + d U + udU ди + ди 
ду J dt дх' дх ду 

О, 0 < п < 1 , (1.1) 

в области D — {О < t < Т, 0 < х < X, 0 < у < оо}. В системе уравнений (1.1) функции 
u(t,x,y) и v(t,x,y) являются неизвестными компонентами скорости среды в пограничном 
слое и подлежат определению, скорость внешнего потока U(t,x) задана. Параметр v > О 
зависит от консистенции и плотности среды. 

Зададим начальное и граничные условия, соответствующие задаче об образовании симмет­
рического пограничного слоя при постепенном приведении покоящейся среды в движение: 

^(0, х, у) = 0, u(t, 0, у) = 0, u(t, х, 0) = 0, 

v(t,ж,0) = vo(t,х), u(t,x,y) -> U(t,x) при у -> оо. (1.2) 

При этом предполагается, что U(t,x) = txV(t,x), V(t,x) > 0; vo(t,x) = x^n~l^^n+1^vi(t,x), 
функции V(t,x) и v\(t,x) ограничены в D и имеют ограниченные производные первого 
порядка по t и х. 

О п р е д е л е н и е 1. Решением задачи (1.1), (1.2) называются функции u(t,x,y), v(t,x,y) та­
к и е - т о u(t,x,y) непрерывна и ограничена в D, v(t,x,y) непрерывна в D по у и ограничена 
при ограниченных у, существуют ограниченные в G обобщенные производные щ, их, иу, 
иуу, vy, функции и и v удовлетворяют почти всюду в D уравнениям (1.1) и удовлетворяют 
условиям (1.2). 

2. П е р е х о д к п е р е м е н н ы м т и п а К р о к к о . Проведем в задаче (1.1), (1.2) замену перемен­
ных, являющуюся модификацией известной замены переменных Крокко (см. [4]). Обозначим 
7(п) = (п + 1)/п, 5(п) — (п — 1)/п и введем новые независимые переменные 

T = t l / 7 ( n ) j 

и новую неизвестную функцию 

w{T,i,r}) = \иу 

£ = х, г} = u/U 

\п-1. uy/(x2^V(t,x)). 

(2.1) 

(2.2) 
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Задача (1.1), (1.2) при этом сведется к уравнению вида 

vnV-5^\w\^wm - 7 - 1 ( n ) T 1 + 7 M w r _ + AWri + Bw = 0 (2.3) 

в области Q = {0 < т < Т11^п\ 0 < £ < X, 0 < 77 < 1} с граничными условиями 

{vw\w\-5^wv - r ^ v l W \ w \ - 5 ^ + C)\v=o = 0, w(l) = 0. (2.4) 

В соотношениях (2.3), (2.4) мы имеем 

А = (г) - 1 ) т ^ п ) +Аи В = т2^В2, С = r^Vs^(t,x) + Си 

где 

Аг = г 2 ^ ) ( т ^ ) ( т ? 2 _ 1 ) ( 7 + да + vi/7) = т21МА2Ы,т1), 

В2Ы,г,) = - т ; т ^ п ) ( ( 2 п / ( п + 1))F + ^ ) - Vi/V, 

Ci = г 2 7 ( п ) ( г ^ п ) ^ п ) ( У + CVi) + Vi/V) = т 2 ^ п ) С 2 ( т , £,/?). 
Предположим, что V( i ,#) и vo(t,x) таковы, что функции -82? С2 имеют ограничен­

ные производные по г, £, 77. 
О п р е д е л е н и е 2. Решением задачи (2.3), (2.4) называется непрерывная в Q функция 

ги(т, £ , 7 7 ) , имеющая ограниченные в Л обобщенные производные первого порядка, обобщен­
ную производную wm такую, что wllnwm ограничено, непрерывна по т? при г) — 0; 
wirT^rl) удовлетворяет условиям (2.4) и почти всюду в удовлетворяет уравнению (2.3). 

3. Р е ш е н и е з а д а ч и (2 .3) , (2.4) м е т о д о м п р я м ы х . Если функция / ( т , £,т/) задана в 
области fi, то при h = const > 0 введем обозначения fm,k(r)) = f(mh,kh,rj). На отрезке [0,1] 
рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

I / N ( Y M - L , * J - * ( N ) | W M , * | 7 ( N ) 1 I , M , * _ _ J L _ ( M / L ) L + 7 ( N ) ™ J F J 

- r)({m-l)h)2^Um>kW ' + ((77 - l ) ( m / i ) 7 W + + B m " l , f c w m , f e = 0, (3.1) 

w°'k(rj) = 0 , m = 1 ,2 , . . . , к = 0, К , К = [-У/Л], с граничными условиями 

ги т '*(1) = 0, (vwm>k\wm>k\-sWw™>k -

- ((m - 1 ) Л ) ^ п ) г ; ^ г у т ^ | г у т ^ Г ^ + ( т / г ) 7 ( п ) ( V ^ " 1 ^ ) ^ + С] 7 1 " 1 ^ ) 1^=0 - 0. . (3.2) 

Л е м м а 1. Решение задачи (3.1), (3.2), положительное при г) — 0 и т > 0, неотрица­
тельно при 0 < г] < 1 и т > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем функции wm'k такие, что wm'k — ^ m ? A : e a m ^ , a — const > 0. Из 
(3.1) для гй7 7 1^ выводим 

- r/((m - l)h)2^Um>k{wm>k - wm*-l)/h + ((77 - l ) ( m / i ) 7 ( n ) + A ^ k ) w ^ k + 

+ _ a e - ^ 7 - i ( N ) ( M F T ) H 7 W ) ^ , * = 0, 0 < Л' < / 1 , m > 1, (3.3) 

^ ^ ( l ) = 0. Пусть Тй^^О) > 0 и h столь мало, что e ~ a / l ' > 1/2. Тогда при достаточно 
большом а > 0 получим неравенство Bm~l,k — ae~ah 7 _ 1 ( n ) ( m / i ) 1 + 7 ^ n ^ < 0 при ra/i < т\. 
Это означает, что коэффициент при w171^ в (3.3) отрицателен и неравенство w171^^) > 0 при 
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0 < т] < 1 следует по принципу максимума (см. [4, лемма 3.1.1]). Следовательно, гй 1 7 1 '*^) > 0 
при 0 < г) < 1, если г й 7 7 1 ' ^ ) > 0 при т > 0. Лемма доказана. 

Поскольку из физических соображений нас интересуют решения задачи (3.1), (3.2), поло­
жительные при г/ = 0 и га > 0, то вместо задачи (3.1), (3.2) рассмотрим следующую: 

Tl —f— X 

• 7?( (m - l M ^ E r * ' * - ^ + ((77 - l ) ( m h ) ^ n ) + A ™ " 1 ' * ) ™ ™ ' * + 

+ Bm-i,kwm,k = 0 ) u,o,fc(^ = 0 ) m = i ) 2 , . . . , fc = 0TX, (3.4) 

(i) = o, ^ ) j f c H = H ^ m ' f c ) 1 / n < ' f e -

- ((m - 1 ) Л ) 7 ( п ) « ; п , * ( ш т , * ) 1 / п + (mh)^nHvm-1'k)s^ + C™-1'%=0 = 0. (3.5) 

Л е м м а 2. Задача (3.4), (3.5) имеет решение wmik(r)) такое, что 

Mimh(l -7])< wm'k{ri) < M2mh(l - rj)2Mn\ МЪМ2 = const > 0; 

wm'k(rf) непрерывны при 0 < rj < 1 и непрерывно дифференцируемы при 0 < r\ < 1. 
Эта лемма доказывается аналогично тому, как доказана лемма 8.1.2 в [4]. 
Для дальнейших оценок функций wm'k(rj) нам понадобится следующая 
Л е м м а 3 . Предположим, что V(0,x) — а — const > 0. Дифференциальное уравнение 

una-^n)Y^n)Ym + (rj - 1 ) ^ - 7 _ 1 Н ^ = 0 (3.6) 

на отрезке 0 < г/ < 1 с граничными условиями 

{vY1/^ + а^п%=0 = 0, У(1) = 0 (3.7) 

имеет непрерывно дифференцируемое при 0 < rj < 1 решение такое, что 

K l { l - n f h W < Y(n) < K2(l-v)2Mn), K2(l-r,)2^-K0(l-V) < Y(ri), Vo<r)<l, (3.8) 

-KA(1 - 4 ) ( » - 1 ) / ( n + 1 ) < Yn(r}) < -K3(l - ^ ( " - i J / ^ + i ) , (3.9) 

l ^ 1 A % , l < tf5, У 1 / г % „ < - t f 6 . (3.10) 

Яри этом una-5^K](n\l - n ) / ( l + n) = 1/2, i / n a - ' ( n > # 7 ( n ) / ( l + n) = 1/(2(1 + Si)), Si = 
= const > 0 , ((п + 1 + 2<У 1)/(2(1+г 1)))1Сз = (п / (п + 1))1Г1, tf3 < K4 > (2n / (n + l ) ) t f 2 , 
tfo > 0 . 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству лемм 5.1.2 и 8.1.3 из [4]. 
Л е м м а 4. Решение задачи (3.4), (3.5), положительное при п = 0, m > 1, удовлетворяет 

неравенствам 
mhY(r])e-amh < wm'k < mhY(r])eamh, а = const > 0, (3.11) 

где Y(rj) - решение задачи (3.6), (3.7), mh < Т\, т\ достаточно мало. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я оценки wm,k снизу рассмотрим вспомогательную функцию 

/(т,г?) = тУ(г])е~ат. Имеем 

Lm,k(f) = v n a - ^ n \ m h ) l + ^ Y ^ Y m { e - a { - l + ^ m h - e~amh) + 

+ un[{Vm-l'k)-s(n) - a - s ^ ] { m h ) l + ^ Y ^ Y m e - a ^ + l { n » m h + 

+ 1-\n){mh)l+^n\m-l)hYe-amhaeah\A™-l'kmhYne-^^ 0 < ti < h, 
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lm,k(f) = Hmhy^YllnYv{e-a^mh - 1) -

- ((m - 1 ) / , ) 1 / п „ т . * у 1 / п е - ( « / п ) т Л + (mhy(n)^ym-l,k}6(n) _ ^ ( n ) ) + ^ m - l , / ^ ^ 

Учитывая неравенства (3.8)-(3.10), при тп > 1 получаем Lm^{f) > 0 при 0 < г) < 1, 
mh < r i , достаточно малом т\ и достаточно большом a; lmik(f) > 0 при соответствующем 
выборе т\. Кроме того, / m ' f c ( l ) = 0, f°'k(ri) = 0. 

Рассматривая неравенства 

W ( / ) - £ m , * H > 0 и ( / m ' f c ( o ) ) - 1 / n W ( / ) - ( ^ m , f e ( o ) ) - 1 / n W H > о, 

получаем на основе принципа максимума неравенство wm'k(rj) > fm,k(r}), 0 < 77 < 1, m > 0. 
Оценка wm'k(r)) сверху получается аналогично. Лемма доказана. 

Л е м м а 5. Пусть Vx(t,x) ->• 0 при t -»• 0. Д л я решения wm>k(r)) задачи (34), (3.5), 
положительного при ц = 0 к m > 1, выполняются неравенства 

mhY11(r])e0mh < vtf>k(n) < mhYv(r])e-0rnh, (3.12) 

\{wm'k - wn-l'k)/h\ < (1 + е)У(т ?), | (ги т '* - w " 1 ' * - 1 ) ^ ! < mhY(rj), (3.13) 

| ( « Л . * ) 1 / п « > ™ ' * | < ^ 7 ( т Л ) 7 ( п ) 5 ( ^ t ) i / » ^ < _ i f 8 ( m / j ) 7 ( n ) ( З Л 4 ) 

npu m/i < r i , где TI достаточно мало, /3, e, ЛГ7, K% = const > 0 не зависят от h, e > 0 -
малое число. 

Доказательство . Неравенства (3.12), (3.13) доказываются по индукции, а (3.14) является 
их следствием. Сначала докажем, что оценки (3.12), (3.13) верны при т = 1. Затем предпо­
ложим, что они верны при m < т' - 1 и m = m', к < к' - I , где т ' > 2, /с' > 0, и покажем, 
что они выполняются при m = m', = А;', если подходящим образом выбраны /3, е, Т\. 

Введем обозначения: rm'k = (wm>k - wm'k~l)/h, pm>k = (wm'k - wm-l>k)/h, zm'k = w™'k. 
При m = 1 из (3.4) следует равенство 

vna-^n\w^k)^w^k - 7 - 1 ( n ) b 7 ( n V > * + (r? - \)h^w\'k = 0, (3.15) 

из (3.5) получаем 
^ ( 1 ) = 0, {v{wl'k)llnw)fi + h^as^)\n=0 = 0. (3.16) 

Решением задачи (3.15), (3.16) являются функции го1'* (77) = hY(n). Д л я этих функций все 
утверждения леммы 5 верны. В самом деле, и>°'к = 0, 0 < р1'к = У < (1 + е)У, г1,к = 0, 
(whky/nwhk = у 1 / п у ^ Л 7 ( п ) < -K6h^nl 

Рассмотрев равенство (Lm>k(w) - Lm-itk(w))/h = 0, для p m , f c получим уравнение 

i?m,fc(p) = un(Vrn-lAyS(n)(wm,ky(n)pm,k _ ( n / ( n + 1 ) ) ( ( m _ 1 ) Л ) 1 + 7 ( п ) ( р т , * _ р т - 1 , * ) / Л _ 

- Г / ( ( Т - l ) / l ) 2 7 («) [ /m,fc( p m,fc _ pm,k-lyh + ( ( ? ? _ ! ) ( m / l ) 7 ( n ) + А ^ к ) р ^ к + 

+ вт-1'крт'к + „п(ут-1>к)-6^вт'к(г))ы™-1>крт'к -

- ( n / ( n + l))m(m/j) 7 < n >(l - ( ( т - l)/m)1+^)pm>k = 

= - ( i / n / / » ) [ ( V m _ 1 , * ) ~ 5 ( n ) - (Vm~2'k)-5^](wm~1'ky^w1^-1'k-

- (r? - l)m{mh)lln{\ - ((m - l ) / m ) 7 ( n ) ) z m - 1 ' f c -

- ( l / / i ) [ ((m - l ) / i ) 2 7 ( n ) 4 £ l _ 1 , A ! - ((m - 2 ) / i ) 2 ^ " ) A 2

n - 2 , f c ] z m - 1 - f c + 

+ (T]/h)[({m - l)h)2^Um'k - ((m - 2)h)2^Um-l'k]rm-1'k + (l/h)(Bm-1'k - Bm-2<k)wm-l'k, 
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где 9т'к(т]) = 7 ( п ) f£[rwm>k + (1 - T)wm-l>k]lln dr. 
Из (3.5) выводим граничные условия 

р Т '*(1)=0, Тт,к{р) = [WM,k ^ 1/П (YJRN-1 ,к J 1 /П 
* ^ _ ( (т^ и ) (У т - 1 '* )^(? > - 1 '* )бГ'*(» ? ) ^ 

га—1 

т - П 7 < п ) 

?7=0 

(Wm-1'k(0))x/n m{mh)lln ^ 1 - ^!!L-iyn ) (̂m-i,*̂(n) + 

+ ((m - l ) / i ) 7 ( n ) - ^ [ - 1 + Ь Ь 
/i h + 

+ ( 1 / Л ) ( ( ( т - 1)Л)7 ( П )«Г'* - ((™ - 2 ) / i ) 7 ( n ) < - 1 , f c ) , 
l 

0™-*^) = i у[rti;m>* + (1 - T)wm-i^-S(n) d T 

о 

Д л я оценки рт>к(г)) введем функцию fi(n) = (1 +e)Y(rj), т > 1. Имеем 

flm,*(/i) ± Дт,*(р) < (1 + e j J H r - ^ J - ' W K - * ) ^ ) ^ + 

+ ((г/ - 1 ) ( т Л ) 7 ( п ) + A™-l'k)Yv + Bm~x>kY + un{Vm-l'k)-s^eM^K{RJ)WZRl'kY • 
П

 m { m h ) ^ ( l - ( ^ ) 1 + l { n \ Y ^ ± 
n + 1 m 

±^-(ri-l)m(mh)1/n[ 1 - m 
m 

л * + М 3 ( т Л ) 1 + 7 ( п ) У + М 4 ( т / * ) 2 7 ( п ) у } < 

< ( l + e ) ( i / n a - ' < n ) y * ^ ^ ^ m H * ) f l - f — 1 
I n + 1 \ \ m J 

l + 7 ( n ) 

У + 

^ Т - 2 ^ 4 ( П ) ^ Т - 1 , 1 : ) 7 ( П ) \ П + 
- ( ( m - l ) / i ) 1 + ^ ) ( i + e ) y _ ( r ? _ 1 ) ( ( m _ 1)^)1+7(^^1 у 

(т/ - 1 ) т ( т Л ) 1 / п ( l - ) ) (m - 1 ) / ^ + М 3 ( т Л ) 1 + - * п > У + М 4 ( т / г ) 2 ^ У , 
Мг = const > 0, г = 3,6. 

У ч и т ы в а я п р е д п о л о ж е н и я и н д у к ц и и , н е р а в е н с т в а (3.11) и о ц е н к у 

6m*(rj) < 7 ( п ) ( т Л ) 1 / я У 1 / п е а т Л / п , 

п р и х о д и м к н е р а в е н с т в у 

Rm,k(fi) ± ^m,fc(p) < (1 + е ) ( т Л ) 7 ( п ) 

n + 1 V \ т J У + ( т - 1 ) 1 -
M _ ! \ T ( N ) N 

( m / i ) ( 1 + n ) / n ( l - 7 7 ) ( m - l ) ^ l - ^ 

n 

m У / V n + 1 

m - l \ 7 ( n > 

(1 + е ) У -

m 
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+ M7(mh)1+^Y + М 8 ( т / 0 2 7 ( п ) У , М 7 , М 8 = const > О, 

не зависящие от ft и T J . 
Заметим, что выражение, стоящее в квадратных скобках в правой части этого неравенства, 

равно 

( l - m ) 1 
га — 1 

т 

7 (п) 
П 

п + i y - U T T ( 1 + E ) y - ( " - 1 ) r ' ( 1 + е) + (1 - l)Y, ''} 
и, кроме того, - 1 < (1 - га)(1 - ((га - 1)/т)^) < - 1 / 2 при т > 1. 

Принимая во внимание (3.6) и (3.10), получаем 

п 

п + 1 
-Y-

п 

п + 
-(l^e)Y-(rj-l)Yn (l + e) + (l-r,)Yvl> 

en > enY[ - е - ua-^Y^Y^ ) > ^-^Y 
n + 1 

-2^2 

n + 1 

при e<vK6a-6M; возьмем e = К6а~6М/2. 
Значит, при raft < r\ и достаточно малом TI получим Rm^(fi) ± Rm,k{p) < 0 независи­

мо от ft. 
При г/ = 0 рассмотрим неравенство 

^ ( r a f t ) l / ^ a ^ n ) r a ( l - ( ( r a - l ) / r a ) l ^ ) / i 

rm , ib(/i) ± Г ш ^(р) < 

a^n\mh)lln 

+ 

((ra-l)ft) 1 /nyi/n 

+ M 9raft, M 9 = const > 0. 
77=0 ((ra-l)ft) 1/^yi/^_ 

Из (3.7) находим i/У^О) - - а ^ / У 1 ^ ^ ) и поэтому 

а6№ ( ( ( га \ \ 
Г Ш , , ( Л ) ± Г Ш | *(р) < ( - е - .га у - 1 J J + M 1 0 raf t < 0 

при mh < r i , где т\ достаточно мало. Кроме того, pm,k(l) = 0. 
Из полученных соотношений с помощью принципа максимума выводим неравенство 

jm,k _|_ p m y k у q П р И т ^ < т ^ 0 Т К у д а следует первое неравенство (3.13). 
Для rm'k(r)) получаем уравнение 

Q m , * ( r ) = I / n (^™-l . * ) -* (« ) ( U , ' » .* )7 (n ) r m ) f c _ ( п Д п + l ) ) ( m ^ ) l + 7 ( n ) ( r m , * _ rm-ljcyh_ 

- п((т - i)h)24(n)um'k(rm'k - rm>k~l)lh + ((г/ - l)(mhy^ + A™~x,k)r™'k + 

+ Bm-l,krm,k + vn(y™-^y5{n)em,k^wrn,k-lrm,k = 

1 ' " V 
jjm,k _ jjm,k — l 

1 < *m-l,k 4 m - l , f c - l \ m,fc-l - r/((m - l)f t ) 2 7 ( n ) — ^ — r ^ " 1 - ^{A?-L>K - Ax 

- (vn/h)[(Vm-l'k)-6^ - ( V m ~ 1 ^ 

ra > 1, к > 1, а также граничные условия r m ' f c ( l ) = 0, 

к _ ( ( т / , ) 7 Н ( У Г П - 1 Л ) Г ( П ) с Г - 1 Л ^ Г Л ( 7 ? ) 

" ^ " (wm,ky/n(wm,k-iy/n 
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= ((m - \)h)^n\v^k -v™'k~l)lh-

- (wm>k-l(0))-1/n[(mhyW((Vm-l>k)SW - (ут-1,*-1)*(п)УЛ + ( ( T J N - l . * _ Сгп-\,к-\ущ_ 

Здесь 

l l 

gm,k^ = П + 1 /" [тадТО>* + ( 1 _ т^т,*-1]1/п rfr> m̂,*̂  = I /" f T i y m,fc + ( 1 _ Т̂ т,*-1]-*(п) d r 
Tl J Tl J 

о 0 

Положим / 2 ( 7 7 ) = тУ(гу). Имеем 

Qm>*(/2) ± Qm,k(r) = тп[ип(Ут-1'кГ^(ыт'кГМущ - 7 - 1 ( п ) ( т Д ) 7 ( " ) у + 
+ ((г? - l ) ( m / j ) 7 ( n ) + + j B m _ 1 ' f c F + ^ ( v m - W j - W ^ ^ ^ - i y ] ± 

77((m - l ) / i ) 2 7 ( n 

jjm,k __ jjm,k—l 
.m,k—l m-l,k _ ^ т - 1 , / с - 1 ^ т , А ; - 1 

p r a — _ г > г а — 1 

ft 

Учитывая предположения индукции, результаты лемм 3 и 4 и выражая w%jk 1 из (3.4), выво­
дим неравенство i / n ( F m - 1 ' f c ) - ^ n ) ^ ' / c ( r ? ) ^ " 1 F < -Mn(mh)^Y, Мп = const > 0. А так 
как z y n ( V r m ~ 1 ' f c ) - ^ n ) ( ^ ' A : ) ^ n ) y r 7 7 ? < ^ n a - ^ y ^ F ^ ^ / i ) ^ 7 1 ) + M12{mh)1+^Y, то 

Qm,ib(/2) ± Qm,*(r) < Tnh[Ml2(mh)l+^Y + M 1 3 ( ( m - l)hf^Y -

где положительные постоянные M n , . . . , M i 5 не зависят от h и /?, a Mi б зависит от /3. 
Значит, при m h < т\ и достаточно малом TI получаем неравенство Qm,k{f2) ± Qm,k(r) < 0 
независимо от /г. 

Далее находим 

vY„ ^wmyk ^ l/n ^wm,k—1 ^ 1/тг 
77=0 

( ( т - 1 ) / * ) 7 ( г г ) -
га,/с га,/с—1 

/г 
с: 771— 1, А; ,0771—1,А; —1 

( ^ m . f c - l ^ ) ) ! / " ^ h 

< mhvYv{0) + o(m/i) < О, 

+ 

+ ( т / » ) 7 ( п ) И * ^ ^ 

если т / г <т\ и TJ достаточно мало. Из этих неравенств следует второе неравенство (3.13). 
Дифференцируя уравнения (3.4) по г/, для zm'k(r)) получаем уравнение 

PmJe(z) = vn{Vm~l,k)~s^n\wm,k)1^z^k - ( n / (n + l))(mh)1+^{zm'k - zm~l'k)lh-

- T]{{m - l ) / l )27(n) r j m,fc^m,fc _ zm,k-lyh + (fr _ 1)(т Л)7(п) + A™~l'k)z™* + 

+ Bm~1'kzm'k + vn{Vm-l'k)-^n\{n + l)/n)(wm'k)^nzm'kz^'k + 

+ ( ( m h ) * ' + yi^" 1'*)*" 1'* - ((m - l ) / J )27(n) t |m > fc r m,fc + gm-l̂ m,* = Q) 
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т = 2 , 3 , . . . ; к = О,К. Из граничного условия (3.5) при г) = 0 находим uzm'k(0) = 
= ((m - l)h)^v™>k - [ ( m / j ) T ( n ) ( F m - 1 - f c ) ^ ) + C j n - 1 , * ] ( u ; m > * ) - 1 / n . Кроме того, из оценок (3.11) 
следует, что существует последовательность щ —> 1 при п —> оо такая, что 

2 m , f e ( C * ) > mhYn{r)™*)eamh, (3.17) 

а также последовательность г^1'^ —> 1 при п —> оо такая, что 

< т Л Г ч ^ , * ) е - а т Л _ (3.18) 

Для оценки zm'k сверху рассмотрим функцию / 3 ( 7 7 ) = TYv(r])e~^T и вычислим 

PmAh) = mhe-0m\vn{Vm-^k)-^n\wm^Ymri - 7 - 1 { n ) { m h y { n % + 

+ -y-1(n)(mhyW(m - l)hYvfie0h' + ((r? - 1 ) ( т Л ) ^ п ) + A™~l'k)Ym + 

+ ( Б ™ - 1 ^ + (mhyiM + A™~l'k)Yn + u{n + ЩУ™-1*)-*™™^-^^™*)1^^] -

- ((m - l)/ l)27(n)j 7m,* rm,fc + B m - l , ^ m , ^ 0 < Л' < Л. 

Продифференцируем уравнение (3.6) по г? и получим 

u n a ' ^ Y ^ Y ^ + (n + l ) - 1 ^ + (г) - l)Ym + и(п + l)a-6^YllnYvYm = 0. 

Из этого равенства и оценок (3.8)—(3.10) выводим неравенства \Уу^Упщ\ < MnlY^l, 
\YllnYr,Ym\ < М 1 8 | У „ | , У 1 / п у ч у ч ч > 0 , \A^-1JtYm\<M19((m-l)h)2^\Yn\. 

Вследствие этого 

Pm,k(h) < mhe-^limh^Huna-^Y^Y^ - (n + l ) " 1 ^ + (r, - l)Ym + 

+ v{n + l)a-5^YllnYr,Ym) + ( n / ( n + l))(mfc)?<n>(m - l)hYvfie0h' + 

+ i/(n + l ) o - 5 ( n ) ( m / i ) 7 ( " ) y 1 / " ^ y w ( e ^ m ' 1 - 1) + Л7 , " 1 ' *У Ч Ч + 

+ (Bm~1,k + A™-l>k)Yv + M2Q{mh)l+^Y1lnYriYm] + M 2 1 ( ( m - l)h)2^Y < 

< mhe-^mh[{nl{n + \)){mh)^n\m-l)hYri^h\M22{mh^ < 0, 

если mh < т\, т\ достаточно мало и достаточно велико fi > 0; постоянные fi и М ^ , . . . ,М2\ 
не зависят от h. 

Для разности S" 1 '* = f™'k — zm>k получаем неравенства 

vn(ym-l,kyS(n)(wm,ky{n)sm,k _ ( n / ( n + l ) ) ( m / l ) l + 7 ( n ) (^m.fc _ sm-ljcyh_ 

- n{(m - i)h)2^n)um'k(Sm'k - S^-^/h + ({n - \){mhy{n) + A™~l'k)S™'k + Bm~l>k Sm'k + 

+ un(Vm-1'k)'s^(l + lln){wm'k)llnzm>kS™* + ((mhyW + А?-1гк)£Г* + 

+ un(Vm-1'k)-s^(l + l/n)(wm'k)^nf^'kSm^ < 0. 

В этих неравенствах коэффициент при S m , k , равный 

- Т ' Ч п Х т Л ) 1 4 - ^ / » - 1 - (r)/h)((m - l)h) • 2j{n)Um'k + Bm~l,k + ( m / i ) 7 ( n ) + 

+ A?-1* + i / n ( I / m - 1 ' f c ) - < 5 ( " ) 7 ( n ) ( u ; m ' f c ) 1 / " / 3 ^ f e , 
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отрицателен при га > 1 , достаточно малом т\ и mh < т\. Кроме того, имеют место нера­
венства Sm>k(r]n,k) > 0 , 5 ^ ( 0 ) > 0 , если /3 достаточно велико, mh < т ь a S771'1* > 0 , 
gm,k-i > о по предположению индукции. Поэтому Sm'k не может принимать наименьшее 
отрицательное значение при 0 < rj < 1 . Значит, z m , k < f™'k при 0 < г] < 1 . Аналогично 
доказывается оценка zm>k снизу. 

Из полученных неравенств и уравнений ( 3 . 4 ) следует равномерная по h ограниченность 
произведения (wm'k)l^nwl^jk. Докажем второе из неравенств ( 3 . 1 4 ) . Из ( 3 . 4 ) находим 

+ n((m - l)h)2^Um'kmhY - (т? - l)(mh)1+^Yve-0mh - A™-l>kzm* - B m - 1 ' * u i m ' * J < 

{ m h V i n ) ( n f l + - - * ( П ) у 1 / Г % , + ^ » т л ) < 

< 
( т Д ) * ) 

У ^ у m — 1, k j — 5 (п) eamh 

если га/г < r i И r i достаточно мало, постоянные М 2 3 , М 2 4 не зависят от h. Лемма 5 дока­
зана. 

Теорема 1. Пусть выполнены указанные выше предположения относительно функций 
U и VQ. Тогда в области fi, где т\ — Т1^1^ зависит от U и г>о, существует решение 
м(т, £ ,77 ) задачи (2.3), (2.4), обладающее следующими свойствами: rY(rf)e~ar < ги(т, £,т?) < 
< т¥(г,)е«\ т З Д е ^ < г^(т,£,т?) < т В Д е - * \ \wT\ < ( 1 + e)Y% \w^\ < tY, - K 7 r ^ < 
< wxlnwm < —Ksr7^. Если n > 1 — ( 2 n + 1 ( l + ^ i ) ) - 1 , тпо решение, обладающее такими 
свойствами, единственно. 

Доказательство . Существование решения задачи ( 2 . 3 ) , ( 2 . 4 ) доказывается аналогично 
тому, как это сделано в теореме 1 работы [3] и в теореме 3 .1 .5 из [ 4 ] . 

Докажем единственность решения задачи ( 2 . 3 ) , ( 2 . 4 ) , обладающего указанными в теореме 1 
свойствами, при условии 2 n + 1 ( l — n ) ( l + 5\) < 1 , = const > 0 . Предположим, что w\, w2 -
два решения рассматриваемой задачи. Для разности w\ — w2 — W получаем уравнение 

unV-^wl^Wrn - ^-l(n)rl+^VW^ + AWn + vnV-SMe(rj)w2mW + BW = 0 ( 3 . 1 9 ) 

с условиями 
(uWv-CWel(V)/(w1w2))\r,=0 = 0, W\n=i=0, W\T=0 = 0, ( 3 . 2 0 ) 

где 9{rj) = j(n)JX(TWi + ( 1 - r)w2)1/ndT, O^r,) = j(n)fX(TWl + ( 1 - t ) w 2 ) ~ s ^ dr. Умно­
жим равенство ( 3 . 1 9 ) на ^ / ( T ^ W U I I ) и проинтегрируем по £2. Преобразуя некоторые 
интегралы интегрированием по частям, приходим к равенству 

J 2rl+^n)wi\ n 1 v Ц) 1 m n + lwi 
n 

- 7 - ^ - r 1 + ^ n ) + n{V + £Ух)тЫп)^ + A — - - Arj + 2vnV-^6(r])w2m + 2В] dr d£ dV + 
П + 1 W\ W\ J 

Г n W2
 p ~ 7 T Г п о / W2

 p _ 7 T 

J n + 1 2 wi ^ 1 J ^ 2 wi 1 
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+ 
т)=0 

+

 U

VS{n)w-6{n)w^w2_ 

J V w l w 2 T1+t(n) 

3-7T 1 AW2 

e ~ 7 T Ы т ^ = 0. 

Интеграл по границе n = 0 из этого равенства не превосходит величины 

W2e-fT 

J T l + 7 ( n ) 
4=0 

(3.21) 

dr d£ < 0, 

M 2 5 = const > 0, если т <т\ и т\ достаточно мало, так как в силу равенства vYxln(0)У^(0) = 
— — а ^ п ) выражение в квадратных скобках равно нулю. 

Итак, при соответствующем выборе т\ все граничные интегралы в равенстве (3.21) непо­
ложительны. Опуская их и учитывая неравенство 2vnV~5^ 6{г))'Ш2щ < 0 и уравнение (2.3) 
для w\, получаем неравенство 

+ r/(F + £ ^ ) т 3 т Н _ л ч + В j dr di dr] > 0, 

+ 

из которого следует, что 

- 7 — ^ — т 1 + 7 ^ + т/(У + £ Т 4 ) т 3 7 ( п ) + £ + М 2 б г 1 + 7 ( П Л d r d£ dr] > 0, М 2 6 = const > 0! (3.22) 
n + 1 ) 

Из уравнения (3.6) находим z/na" 
- * ( п ) у 7 ( п ) У | т о = 7 - 1 ( п ) у + (1 _ Следовательно, 

I / a - * ( n ) L l ^ r - * ( n ) v 2 + I / ( 1 _ ) о - Л ( п ) у 1 / п у ! = „а-6(п)1^у-5(п)у2 + 1 { 1 ^ _ ^ П _ ^ 

п ' п 1 п Y п +1 

n ^ n У n+1 n 2 (n + 1)2 n Y n+1 

n + 1 nK "Y n + 1 " n K 2 УД + п / " + 1 

1 (l + ^ i ) 1 / ^ 1 ) 

< 
2(1 - n ) 

n + 1 1 1 
< 

2(1 - n ) 
1 

' n + 1 + 2<$i ( l - n ^ / t n + i ) 

1 1 

< 

2(( l + «5 1 ) ( l -n ) ) 1 / ( «+ i ) 
< 0 , 

2( l + ^ 1 ) 1 / 7 ( n ) ( l - n ) l / ( n + l ) J n + l 

если 2 n + 1 ( l — n ) ( l + S\) < 1. При этом условии, достаточно большом 7 > 0, т < т\ и 
достаточно малом TI коэффициент при W 2 ( t , £,77) В неравенстве (3.22) отрицателен. Значит, 

= 0 в Q и u;i = W2- Теорема 1 доказана. 
4. Основной результат. Теорему о разрешимости задачи (1.1), (1.2) можно вывести из 

теоремы 1, обращая преобразование (2.1), (2.2) по формуле 

u/U 

tl/n г 
У ~ х(п-1)/(п(п+1))Ц-6(п) J wl/n 

ds 
(tlMn),x,s) 
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аналогично тому, как это сделано в [3]. 
Теорема 2. Пусть U(t,x) = txV(t,x), v0(t,х) = x^-^l^+^v^t,х), V(t,x)>0, функции 

V(t,x), Vx{t,x), Vt/V, vi(t,x) имеют ограниченные производные первого порядка по t и ж, 
V(0,x) = а = const > 0, Vx(t,x) —> 0 при t —> 0. Тогда в области D при Т = т^п^ существу­
ет решение задачи (1.1), (1-2), обладающее следующими свойствами: u/U и Uy/x2^^V(t^x) 
непрерывны и ограничены в D , и > 0 npw te > 0, Uy/x2^n^V(t^x) > 0 при £ > 0, иу -» 0 
при у-> оо; их, иу, иуу, щ, vy ограничены и непрерывны по у; tUy~2uyy/x^n~l^^n+l^V(t^x), 
v непрерывны в D по у и ограничены при ограниченных у. Имеют место неравенства 

а * 1 / 7 ( п ) 

1 \ и ) е ' x2h^V{t,x) ~ \U) 

Ah{n)y ( " W / * » ) < tTlUny-2Uyy . 1 / 7 ( п ) у f i i V - / 3 t V 7 ( n ) 

nt 
- i ^ 7 < ущ((п - 2)un

y-zu2

yy + u ^ - 2 ^ ) < -K8, 

1 + i f V n i z ^ ^ ( n - l ) / ( n ( n + l ) ) r l / ( n ( n + l ) ) ^ - * ( n ) ^ { ( a / n ) < l / 7 ( n ) j y y " n " i / / V " " < ! _ « < 
( n + l ) / ( n - l ) 

о Ju V W 1 I U , / 11/11/ f i y i ^ X _ 

1 + n u / J у U 
/ , \ ( n + l ) / ( n - l ) 

< Л + i f j / n I ^ x ( n - i ) / ( n ( n + i ) ) ^ i / ( n ( n - f i ) ) c / - J ( n ) e x p { - ( a / n ) ^ / 7 W } Y j 

Ддя достаточно больших у справедливо асимптотическое равенство 
1 - 1 = ф ( » + 1 ) / ( п - 1 ) а ж у ) + 0 / Ь Ф ( ^ ^ у ) \ 

где 

Ф(г,х,у) = 1 + ^ ( ) 1 / ( w + 1 )

a ; ( " - 1 ) / ( " ( " + 1 ) ) t - 1 / W n + i ) ) t r * ( n ) ( 1 + o ( f » / ( n + i ) ) ) y . 

Яри 2 п + 1 ( 1 — п)(1 + <5i) < 1, где <5i - некоторая постоянная, 0 < <Ji < 1, решение 
задачи (1.1), (1.2), обладающее указанными свойствами, единственно. 

Условию, при котором доказана единственность решения, удовлетворяют показатели 
п > 0.7. Мы полагаем, что утверждение верно и при всех п > 0.5, но это ограничение уже 
существенно и не может быть ослаблено без дополнительных предположений относительно 
свойств функций U и Vq. 

Результаты данной работы обобщаются на случаи F(0 , х) — а(х) ф const и U(t,x) — 
— tNUi(l,x), N > 1, U\{t,x) > 0 при te > 0 лишь с некоторыми усложнениями технического 
характера. 
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