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ПЕРЕХОДЫ К СТОХАСТИЧНОСТИ 
В ИНЕРЦИОННОМ ГЕНЕРАТОРЕ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ. 

ПРОБЛЕМА КОНЕЧНОМЕРНОГО ОПИСАНИЯ 

S . С. Анищенко, Д. Э. Постное 

Исследованиям сложных автоколебательных режимов в генераторах с за­
паздыванием в цепи обратной связи (ГЗОС) посвящено много работ как теоре­
тических, так и экспериментальных, в которых в качестве механизма развития 
стохастичности обсуждается последовательность фейгенбаумовских удвоений 
периода цикла I1» 2 ] . Однако вопрос о других механизмах, важные вопросы раз­
мерности аттракторов и роли инерционных свойств ГЗОС [ 3] исследованы не­
достаточно. 

Странные аттракторы (СА) конечномерных динамических систем несомненно 
интересны и с точки зрения распределенных систем, однако пока не ясно, 
в какой степени концепция СА приемлема для описания стохастичности беско­
нечномерных систем. В последнем случае обычно переходят к конечномерному 
моделированию без строгой мотивировки как выбора базовых функций, так 
и'количества учитываемых мод. Поэтому экспериментальное изучение законо­
мерностей образования и свойств странных аттракторов в распределенных си­
стемах приобретает особую важность, вселяя надежду получить ответ на неко­
торые из указанных вопросов. 

1. Модель ГЗОС, цели и техника проведения физического эксперимента 

Экспериментально исследовался специально сконструированный ГЗОС ра­
диодиапазона ( / 0 =3.2 МГц), структурная схема которого с указанием важней­
ших элементов дана на рис. 1. 

Модель генератора удовлетворяла двум принципиальным требованиям к экс­
перименту. Первое требование — это безынерционность нелинейного элемента 
генератора. Инерционные свойства ГЗОС определялись и варьировались с по­
мощью линейного фильтра с перестраиваемой полосой пропускания. Второе-
условие — амплитудная характеристика разомкнутой системы должна пред­
ставлять собой колоколообразную функцию с одним квадратичным макси­
мумом, крутизна падающего участка которой управляется параметрами нели­
нейного элемента. На практике выполнение первого требования достигалось 
использованием в качестве фильтра колебательного контура с переменной 
добротностью, полоса пропускания которого изменялась в пределах 45 кГц. 
< С Д / ф <С 500 кГц и удовлетворяла неравенству 

Д / н . э > Д / , . в > Д / ф ш « > (1> 

где Д / к ь и А/ л з — полосы частот нелинейного элемента и линии задержки 
соответственно. Конструкция нелинейного элемента (рис. 1) позволяла практи­
чески реализовать выполнение второго условия. 



На рис. 2 представлены типичные амплитудные характеристики разомкну­
той системы для трех значений коэффициента усиления К линейного усилителя 
{входящего в блок нелинейного элемента), который в экспериментах служил 
управляющим параметром. Отметим, что при вариации управляющего пара­
метра К инерционные свойства системы оставались без изменения, так как 
определяющий эти свойства фильтр линейный. 

Характер автоколебательных процессов и их зависимость от коэффициента 
усиления и инерционных свойств системы исследовались путем наблюдения 
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Рис. 1. Структурная схема экспериментальной модели ГЗОС. 
I — н е л и н е й н ы й б е з ы н е р ц и о н н ы й элемент, п — блок л и н и и з а д е р ж к и , I I I — б л о к ф и л ь т р а . I — атте­
н ю а т о р с п л а в н о й р е г у л и р о в к о й ; 2 — л и н е й н ы й усилитель; з — детектор; 4 — электронный автоматический 
а т т е н ю а т о р ; 5 — эмиттерный повторитель; 6 — с о г л а с у ю щ и й фильтр; 7 — л и н и я з а д е р ж к и УЛЗ-64-2, 
в р е м я з а д е р ж к и Г 3 = 6 4 мкс; 8 — к о м п е н с и р у ю щ и й у с и л и т е л ь ; 9 — к о л е б а т е л ь н ы й к о н т у р с и з м е н я е м о й 

добротностью. 

Рис. 2. Семейство амплитудных характеристик, соответствующее коэффициентам усиления 
£ = 0 . 2 (2), 0.25 (2) и 0.45 (3). / 0 = 3 . 2 МГц. 

временнйх реализаций на осциллографе, двумерных проекций фазовых траекто­
рий на выбранные плоскости и регистрации спектров продетектированного 
сигнала. Детектирование сигнала позволяло исследовать спектр огибающей 
сложных автомодуляционных процессов, сосредоточенный в области низких 
частот / < 50 кГц, существенно меньших частоты несущей / 0 . Наблюдение 
проекции фазовой траектории на плоскости двух различных переменных х (t) 
и х осуществлялось благодаря применению вспомогательной линии 
.задержки (T^mt^ 7?г=1, 2. . .10), не входящей в кольцо, а используемой лишь 
для диагностики. 

Экспериментально исследовалось влияние инерционности системы на пере­
ход к стохастичности и свойства СА в закритической области с целью выяснения 
принципиальной возможности описания процессов в ГЗОС с помощью конечно­
мерных моделей. 

2. Влияние инерционности на переход к стохастичности 

Для фиксированных значений А / ф в интервале 45—120 кГц изучалась эво­
люция режимов колебаний в ГЗОС с ростом управляющего параметра К. Как и 
ожидалось, с ростом К система демонстрировала сходящуюся последовательность 
-бифуркаций удвоения, завершавшуюся мягким рождением СА [ 2]. Однако 
с уменьшением ширины полосы фильтра (с ростом характерного времени инер-
дионности системы т = ( А / ф ) ~ 1 ) бифуркационные значения параметра начинали 
возрастать, качественно подтверждая теоретические выводы [ 8 ] . Результаты 
экспериментов представлены на рис. 3, где даны бифуркационные линии удво­
ений периода на плоскости двух параметров К— А / ф . В области значений Д / ф ^ 
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^ 80 кГц выполняется условие Тв ^> т, где Т3 — время задержки, система может 
рассматриваться как безынерционная. Бифуркационные значения К{ здесь от 
А/ф практически не зависят, а картина развития стохастичности выглядит,, 
как показано на рис. 4. Регулярные автоколебания ГЗОС при К=Кг (при пере­

ходе через первую бифуркационную линию 1г) 
сменяются промодулированными примерно пря­
моугольными импульсами. Период модуляции 
строго соответствует 2Т3, т. е. удвоенному вре­
мени задержки. Затем при К=К2 (вторая бифур­
кационная линия Z2) имеет место бифуркация 
удвоения периода автомодуляции, который стано­
вится равным 4Г 3 . Автомодуляция периода 8 Г а 

фиксировалась в отдельных точках, но, как пра­
вило, за счет шумов уверенно не наблюдалась. 
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скости параметров К— А/ ф ГЗОС. 
I, — Л И Н И Я р о ж д е н и я а в т о м о д у л я ц и и с п е р и о д о м 2Т 3 ; 1г — л и н и я 
р о ж д е н и я а в т о м о д у л я ц и й с п е р и о д о м 4 г 3 ; 1кр— л и н и я к р и т и ч е с к и х 
з н а ч е н и й п а р а м е т р а , с о о т в е т с т в у ю щ и х р о ж д е н и ю с т о х а с т и ч н о с т и . 

С уменьшением А / ф < 60 кГц бифуркационные значения К. возрастали 
(рис. 3), динамика ГЗОС при этом заметно усложнялась. В частности, для К 
^ 7 £ к р характерным явлением было «переключение» системы с СА, возникшего за 
счет удвоений периода модуляции 2Г 3 , на СА, соответствующий удвоениям пери-

Рис. 4. Бифуркационные явления в безынерционной системе (Т3^> т ) . 
а — с т а ц и о н а р н ы е п е р и о д и ч е с к и е а в т о к о л е б а н и я ; б — то ж е , что и «а», с и з м е н е н и е м м а с ш т а б а в д о л ь оси 
в р е м е н и ; в — а в т о м о д у л я ц и я с п е р и о д о м 2 Т 8 , К > Kt\ г — а в т о м о д у л я ц и я с п е р и о д о м 2 Г 8 в б л и з и п о с л е ­
д у ю щ е й б и ф у р к а ц и и у д в о е н и я , К*~К*; д — а в т о м о д у л я ц и я с п е р и о д о м 4Т 8 , JC, < К < К к р , е — с т о х а ­

стические а в т о к о л е б а н и я , К > Я к р . 

ода модуляции ЗГ 3 . Можно было наблюдать явление конкуренции между СА 
различной структуры и сложными синхронными режимами. Автоколебания 
системы в целом с ростом характерного времени инерционности 'с = (А/ф)" 1 

отличались меньшей стабильностью во времени и часто утрачивали повторяе­
мость при экспериментах. 

В области А/ф > 80 кГц, когда система практически безынерционна 
( Г 3 ^ > т) , переход к стохастичности качественно соответствует закономерности 
Фейгенбаума и приближенно допускает описание с помощью одномерного ото­
бражения, которым в данном случае является параметризованная амплитуд-



ная характеристика нелинейного элемента ср (Аъх, К)=АВЫХ. Такое приближение 
игнорирует присутствие несущей частоты / 0 и описывает по сути дела эволюцию 
амплитуды огибающей модуляционного процесса. В действительности процесс 
более сложный. Из рис. 4 видно, что в реальной системе с появлением близкой 
к прямоугольной модуляции несущей частоты в фазовом пространстве рожда-

Рис. 5. Проекции фазового портрета системы на выбранную плоскость, иллюстрирующие 
бифуркацию удвоения тора при увеличении параметра К. 

ется двумерный тор, причем две характерные частоты этого тора теоретически 
кратны друг другу, так как частота генерации / 0 равна т/Т3, m — целое число, 
а частота модуляции равна / 1 = 1/277

3. Т. е. мы имеем дело с резонансным дву­
мерным тором, однако порядок резонанса очень высок, отношение частот/ 0 : / х = 
= 2 / 7 г (длянашей системы 2пг=400). Поэтому при 
проектировании автоколебаний на выбранную 
плоскость фазового пространства реальной 
физической системы резонансный цикл на 
двумерном торе за счет эффекта накопления 
малых флуктуации представляется в виде 

Рис. 6. Устойчивые биения с частотами / 0 и / 2 . Реали­
зация эргодического двупериодического движения, об­
разом которого в фазовом пространстве является дву­

мерный тор. 

эргодической (незамкнутой) траектории. В результате визуально резонансный 
тор выглядит как эргодический. С ростом параметра К этот тор удваивается 
(рис. 5). В эксперименте стохастичность возникала после второго удвоения 
резонансного двумерного тора. 

3 . Переход к стохастичности через резонансный трехмерный тор 

Рассмотренный механизм перехода к стохастичности через удвоения резо­
нансного двумерного тора в ГЗОС не является единственным. При некоторых 
условиях, которые подбирались чисто экспериментально, появлению прямо­
угольной модуляции с последующими удвоениями предшествовала бифуркация 
рождения инвариантного двумерного тора с независимыми частотами / 0 = 3 . 2 мГц 
и / 2 = 2 1 . 5 кГц. Автоколебания в этом случае имели вид устойчивых биений 
с двумя независимыми частотами / 0 и / 2 (рис. 6). С ростом параметра К на режим 
биений «накладывалась» прямоугольная низкочастотная автомодуляция коле­
баний с периодом 2Т3, определяемым временем задержки. Основная гармоника 
частоты этой модуляции Д = 6 . 7 кГц, как уже отмечалось, рационально связана 
с / 0 . Таким образом, в фазовом пространстве системы рождался трехмерный тор 
с частотами / 0 , / х и / 2 , однократно вырожденный ввиду резонанса высокого 
порядка между / 0 и fv При дальнейшем увеличении параметра К фиксировались 



удвоения на базе частоты Д, чему соответствовало обогащение спектра субгар­
мониками частоты А/2 П , амплитуды которых заметно уменьшались с ростом пу 

подтверждая качественно фейгенбаумовский характер удвоений [ 2]. 
Слежение за эволюцией спектральной линии частоты / 2 с ростом параметра 

К при удвоениях показало, что к моменту перехода к стохастичности, т. е. при 
К К , частота / 2 «подстраивается» и принимает значение ^ 3 / 1 =20.1 кГц. 
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Рис. 7. Эволюция спектра продетектированных автоколебаний с ростом параметра К. 
в — п о я в л е н и е ч а с т о т ы / « = 2 1 к Г ц , р о ж д е н и е д в у м е р н о г о т о р а ; б — п о я в л е н и е частоты Л = 6 . 7 к Г ц , т о р 
с т а л т р е х м е р н ы м ; в — б и ф у р к а ц и я у д в о е н и я п е р и о д а н а б а з е ч а с т о т ы / и / 4 ~ 20.3 к Г ц ; г — с т о х а с т и ч е ­

с к и е а в т о к о л е б а н и я . 

Это очень важный факт, свидетельствующий о том, что переход к стохастичности 
в критической точке осуществляется через очень сложный цикл, представляю­
щий собой двукратно вырожденный трехмерный тор, когда все три частоты 
/о» / i и / 2 оказываются рационально связанными. Описанный выше переход 
к стохастичности через трехмерный резонансный тор иллюстрируется эволю­
цией с ростом К спектра продетектированных автоколебаний (рис. 7), где ука­
заны две из трех собственных частот / х и / 2 (/ 2), определяющие эффекты модуля­
ции амплитуды основного колебания частоты / 0 . 

4 . Обсуждение результатов и выводы 

Рассмотренные механизмы перехода к стохастичности сами по себе новыми 
не являются, но интересны тем, что обнаружены в конкретной распределенной 
системе ГЗОС, еще раз подтверждая универсальность путей развития турбу­
лентности [ 4 " в ] . 

Проанализируем полученные данные с точки зрения обоснования возможно­
сти конечномерного математического описания. Если рассматривать переход 
через удвоения в безынерционном случае (Т3^> -с), то для описания модуляци­
онных эффектов в первом приближении достаточно концепции одномерного 
отображения типа параболы [*J. Учет присутствия несущей частоты / 0 потре­
бует как минимум описания с помощью дифференциальной системы уравнений 


