
Алгебра и анализ 
Том 13 (2001), вып. 3 

Памяти Олега Ижболдина 

СЕКВЕНЦИАЛЬНЫЕ ТОПОЛОГИИ И ФАКТОРЫ МИЛНОРОВСКИХ 
А-ГРУПП МНОГОМЕРНЫХ ЛОКАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ 

© И. Б. Фесенко 

Для многомерного локального поля F и А'-группы Милнора Km(F) в работе с 
использованием топологических и арифметических методов изучается структура 
группы A'm(F)/f) j ;>1 lKm(F). В частности, доказана стандартность кручения 
последней группы и делимость группы f l o i Km(F) в случае, когда последнее 
поле вычетов поля F конечно. Установлено совпадение группы f lo i lKm(F) с 
пересечением всех окрестностей нуля в Km(F) и совпадение для то-мерного 
локального поля F с ядром отображения взаимности Km(F) -*• Gal(A'ab/F). 
Несколько различных секвенциальных топологий на группе Km(F) введено 
и затем показано их совпадение на уровне подгрупп. Приложение к этой 
работе, написанное О. Т. Ижболдиным, излагает конструкцию поля F (которое 
содержит примитивный корень степени р из единицы), для которого р-кручение 
A'm (F) / f ) ( > 1 /A'm(F) не порождается р-кручением группы F*. 

§1. Введение 

Напомним, что n-мерное локальное поле F = к„ — это полное дискретно-
нормированное поле с полем вычетов fc„_i, которое является (п- 1)-мерным; 
0-мерное локальное поле — это совершенное поле ко положительной харак­
теристики р. Таким образом, n-мерному полю F соответствуют п + 1 полей 
кп — г , Kn-it..., KQ. 

Поднимая простые элементы полей кп,...,к\ в поле F, получаем систему 
локальных параметров tn,...,ti (t„ является простым элементом поля кп). 

Определим s ^ 0 как минимальное целое число, для которого char(F) = 
char(A;s). Если s < п, то F изоморфно полю M(**+i)) •• •(('»))• Отметим, 

Ключевые слова: многомерные локальные поля, А'-группы Милнора, секвенциальная 
непрерывность, А'-группы, наделенные топологией, теорема Блоха-Като о гомоморфизме 
норменного вычета для гензелевых полей, символ Востокова. 
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что группа главных единиц поля F относительно дискретного нормирования 
ранга п- s является делимой, и поэтому эта группа не особенно интересна 
с точки зрения теории полей классов. Поле ks в случае s ф О называется 
полем смешанной характеристики; оно является естественным обобщением 
р-адических полей. 

С точки зрения теории полей классов милноровские if-группы поля F 
вовсе не самый подходящий объект для описания абелевых расширений п-
мерного локального поля F; они слишком большие, да и структура милно-
ровских А'-групп поля F известна до сих пор не полностью. Более удобно 
и естественно работать с фактором Km(F)/ f]l>llKm(F), наделяя его опреде­
ленной топологией (этот подход принадлежит А. Н. Паршину). Арифмети­
ческие гомоморфизмы из милноровской А'-группы (например, отображение 
взаимности) факторизуются через такой фактор. 

В работе мы изучаем алгебраические свойства групп Km(F)/ f]l>1lKm{F), 
используя топологические и арифметические (символьные) методы, которые 
тесно связаны с топологическими и арифметическими свойствами много­
мерных локальных полей. Данный текст содержит упрощенное новое изло­
жение и доказательство всех основных топологий и свойств А'-групп, которое 
призвано заменить, прояснить и откорректировать соответствующие разделы 
работ [2-5, 15, 21]. По модулю результатов этой работы теория полей классов 
для многомерных локальных полей выводится достаточно быстро, например 
с использованием обобщенных аксиом формации классов [4, 7] (см. также 
[15, 2, 3]). 

Для удобства чтения текст работы содержит все определения и является 
почти замкнутым. Новыми методами и результатами этой работы являются: 

(1) одновременная работа с несколькими топологиями; 
(2) уточнение теоремы Паршина об описании подгруппы топологической 

А-группы, порожденной единицами, в случае положительной характеристи­
ки; 

(3) новое доказательство в случае конечного поля к0 следующих результа­
тов: 

(а) подгруппа f ) K 1 lKm{F) совпадает с пересечением \m(F) всех открытых 
подгрупп в Km(F); 

(б) группа fl(>1Z7-irm(F) является делимой; 
(в) если первообразный корень из единицы простой степени г содержится 

в F, то r-кручение группы 

•K%>(F) = Km(F)/f)lKm(F) 
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порождается r-кручением в F*. 
Опишем вкратце содержание параграфов. 
§2 вводит несколько топологий на аддитивной и мультипликативной груп­

пах поля F, которые определены индукцией по п. Все они отличны от то­
пологии, введенной А. Н. Паршиным [15] в характеристике р; и все они 
имеют одно и то же множество сходящихся последовательностей. Умноже­
ние является секвенциально-непрерывным, но не обязательно непрерывным. 
Обобщенно говоря, секвенциальная непрерывность в многомерных локаль­
ных полях гораздо важнее, чем непрерывность; в одномерной ситуации они 
конечно же совпадают. 

Три арифметических спаривания милноровских А'-групп напоминаются в 
§3. 

В §4 они активно привлекаются для изучения свойств милноровских А'-
групп поля F. Последние наделяются несколькими топологиями (Ат в 4.1, 
vm, om, <гт в 4.6), которые сравниваются; показано, что на уровне подгрупп 
они все совпадают. Пункты 4.5-4.7, центральные в этой работе, содержат по­
дробные доказательства утверждений (а), (б), (в), сформулированных выше. 
Более общая ситуация совершенного поля ко также обсуждается (см. 4.5-4.7). 

Структура группы I<l°p(F) в терминах топологических образующих и со­
отношений полностью известна в характеристике р; многие результаты были 
сформулированы А. Н. Паршиным; исключение составляют (а) и (б). 

В этой работе мы приводим частичное описание в случае характеристики 0. 
В качестве приложения в п. 4.8 мы выводим так называемую теорему 90 для 
отображения нормы на К^р (эта теорема по-прежнему остается недоказанной 
для милноровских Кт -групп произвольного поля в случае т > 2). 

Помимо непосредственной значимости результатов этой работы для явной 
теории полей [2-5] они полезны для явного описания абелевых расширений 
и, например, для непосредственного построения отображения Фукай (которое 
обобщает отображение Колемана на многомерные поля и А'-группы). 

Приложение к этой работе, написанное О. Ижболдиным, представляет 
конструкцию поля F, содержащего первообразный корень простой степе­
ни р, такого что р-кручение группы Km(F)/C\l>llKm(F) не порождается р-
кручением группы F*. Конструкция использует поле рациональных функ­
ций бесконечного произведения некоторых многообразий Севери-Брауэра. 
Совсем другая конструкция для иррегулярных простых р содержится (неяв­
но) в работах Г. Банашака [23]. Легко видеть, что если р-кручение груп­
пы Km(F)/f\^llKm(F) порождено р-кручением в F*, то f\i^iKm(F) = 
P(~)I>I lKm(F), и, следовательно, группа р) ;>1 lKm(F) либо нулевая, либо бес­
конечная. Из [23, с. 289] следует, что для каждого иррегулярного простого р 
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существует вполне вещественное поле К такое, что р-примарная часть группы 
С\{>11К2(К) отлична от нуля. Положим F = А'(/гр); тогда р-примарная часть 
конечной [22, теорема 8.9] группы C]l>1lK2(F) отлична от нуля, и, следова­
тельно, р-кручение группы K2(F)/f)(>1/A'2(F) не порождается р-кручением 
в F*. Автор благодарен Г. Банашаку [24] за переписку по этому вопросу. 

Автор благодарит И. Жукова и О. Ижболдина за многочисленные стиму­
лирующие вопросы, без которых эта работа навряд ли появилась. 

Работа над этой статьей была частично поддержана грантом Королевского 
общества Великобритании. 

Коротко об обозначениях: /«,„ обозначает группу корней степени т ; для 
абелевой группы /1 ее т-кручение обозначается как Torsm A. 

§2. Топология мультипликативной группы 

Обозначим через Ор кольцо целых поля F относительно дискретного 
нормирования ранга п, которое ассоциировано с системой локальных па­
раметров t„,...,ti; Op не зависит от выбора последней. Обозначим через 
VF — I + (tn,... ,1\)OF группу главных единиц поля F как n-мерного локаль­
ного поля. 

Обозначим через О0 подкольцо в F, соответствующее последнему полю 
вычетов к0 в случае char(F) = р и образу в F кольца векторов Витта поля 
к0 в случае chav(F) = 0. Кольцо Оо содержит множество мультипликативных 
представителей 7?. поля к0. 

2.1. Пример. Для двумерного локального поля F с системой локальных па­
раметров <2, <г определим систему окрестностей единицы как 

\+t\0F + t{Oo[[tiM] 

(см., например, [7]). Тогда каждый элемент а е F* разлагаем в сходящееся 
произведение 

где в б 7v*, 0,-j € И, а,- £ Ъ. Множество S = {(j, i) : #* j ф 0} обладает свойством: 
для каждого г найдется j,- такое, что (j,i) e S влечет j ^ j t . Жуков называет 
такие множества допустимыми [20-21]. 

2.2. Подробное определение топологии на аддитивной группе поля F см. 
в [26]. Здесь мы дадим лишь короткое альтернативное определение. 

Для произвольного п мы начнем с определения топологии А на аддитивной 
группе поля F в случае char(fc„_i) = р. 
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Определение. На поле ко топология А дискретная. 

Зафиксируем систему локальных параметров tn,'...,h поля F. Поле 
Ar„_i можно отождествить с полем kQ((ti))...((ifn-i)). Пусть F0 — полное 
дискретно-нормированное подполе к„, содержащее <„_i,. ..,ti и простой эле­
мент t = tn в случае char(F) = р и t = р в случае char(F) = 0, с полем вычетов 
ko(Ji) • • -(<n-i)- Зафиксируем подъем (и тем самым множество представите­
лей S) абелевой группы k0(ti) . ..(tn-i) в множество F0, такое что элементы 
к0 поднимаются в свои мультипликативные представители в Оо, и й е Ar„_i, 
1 ^ г ̂  п — 1, поднимаются в f,- в Fo; это опредегшет по линейности подъем 
рациональных функций от (Ц) с коэффициентами в к0. 

Имея в наличии топологию А на аддитивной группе поля &„_ь введем 
топологию А на аддитивной группе поля F. 

Сначала назовем элемент а е F0 пределом последовательности элементов 
otv 6 Fo, если для рядов 

г г 

где в* е S, для любого набора окрестностей нуля {Ui, -оо < г < +оо} в кп-\ 
и любого г'о почти для всех v образ 0„if- - ?,• принадлежит [/,• для всех г < г'о. 
Далее, назовем подмножество U в Fo открытым, если для любого а 6 U и 
любой последовательности а„ € Fo, имеющей а в качестве предела, почти 
все av принадлежат U. Таким образом, топология А на F0 задана. 

Индукцией по п можно проверить, что пополнение Е поля Е0 относительно 
А является подполем поля F, Более того, F является конечномерным про­
странством над Е, и тем самым F наделяется топологией А. Эта топология 
не зависит от выбора системы локальных параметров. 

Следующие свойства вывести нетрудно (см., например, [14]): 
(1) а является пределом av тогда и только тогда, когда последовательность 

av сходится к а относительно топологии А; 
(2) предел определен однозначно; 
(3) каждая последовательность Коши относительно топологии А сходится 

B F ; 
(4) предел суммы двух сходящихся последовательностей равен сумме их 

пределов. 

Замечание. Допустим char(F) = р. Топология А на аддитивной группе не 
совпадает с топологией, введенной Паршиным в [15] для п ^ 2: например, 
множество 

W = F \ {ф~с + qat\ : а, с £ 1} 
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в F = Wp((ti))((t2)) открыто в А (т. е. для каждой сходящейся последователь­
ности xv ->• х G W почти все xv принадлежат W), но не открыто в топологии 
[15]. Действительно, если бы для некоторого набора открытых подгрупп Щ в 
Fp((<i)) таких, что (7,- = Fp((£i)), для г ̂  а группа {х = ^а , -^ : х G F, а,- 6 ?/»} 
содержалась бы в W, то для каждого с, такого что t\ € U-a, мы бы имели 
<2<ГС + ^ " ' I е ^ > ч т о невозможно. 

Тем не менее последовательность элементов F сходится к х е F относи­
тельно А тогда и только тогда, когда она сходится относительно топологии 
[15]. Топология А является сильнейшей (с наибольшим набором открытых 
множеств) топологией на F, в которой множество сходящихся последова­
тельностей то же, что в топологии [15]. Таким образом, А является секвен­
циальным насыщением топологии Паршина. 

2.3. Определения. В случае char(fc„_i) = р определим топологию А на F* как 
произведение индуцированной с F топологии на группе главных единиц VF, 
дискретных топологий на циклических группах, порожденных U, и дискрет­
ной топологии на 11*. 

В случае char(F) = c\iar(ks) = О, char(fes_i) = p определим топологию А на 
F* как произведение тривиальной топологии на 1 + (tn,...,ts+i)OF (напо­
мним, что эта группа является делимой), дискретной топологии на цикли­
ческих группах, порожденных t{ с г > s, и топологии А на к*. 

2.4. Следующие свойства топологии А на F* выводимы индукцией по п. 
(1) Каждая последовательность Коши относительно А сходится в F*, пре­

дел произведения двух сходящихся последовательностей равен произведению 
пределов, умножение в F* является секвенциально-непрерывным. 

(2) Мультипликативная группа F* двумерного локального поля F является 
топологической группой со счетной базой открытых подгрупп (см., напри­
мер, [7]). В случае размерности по крайней мере три и s ^ 2 предыдущее 
утверждение прекращает быть верным. Например, рассмотрим случай, когда 
F — двумерное локальное поле и L = F((t3)). Если Z = 1 + Wt3 + *з̂ Н*з]] 
является открытой подгруппой в 1 + <з^[['з]] с W С F, то тогда W является 
открытой подгруппой в F. Так как WW = F, мы получаем, что коэффициент 
t\ в ZZ может быть любым элементом поля F. Однако многие открытые 
подгруппы У в 1 + t3F[[*3]] не удовлетворяют свойству, что коэффициентом 
t\ в У может быть произвольный элемент поля F. Поэтому для таких от­
крытых подгрупп У не существует открытой подгруппы Z в L, для которой 
ZZCY. 

(3) Для каждой открытой окрестности U единицы в F* найдется г такое, 
что Vf с U [21, 1.6]. 
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(4) Для любой последовательности о, е VF последовательность а? сходится 
к 1. Если М — (tn,..., U)OF, то любая последовательность а, е 1+М* сходится 
к 1. 

(5) Подгруппы Vp замкнуты в Vp. Произведение Vp и замкнутой под­
группы в VF замкнуто. 

Замечание. В случае, когда char(F) = р и ко конечно, топология А на муль­
типликативной группе отлична от топологии, введенной в [15]. А, например, 
если п ^ 3, то каждая открытая подгруппа А в F* относительно топологии [15] 
обладает свойством 1 Л-^OF С (1 + I^OF)A (В самом деле, произведение двух 
открытых подгрупп в &n_i совпадает с &,»_i). Однако подгруппа в 1 + tnOp, 
топологически порожденная 1 + 0t\? .. Л]1, где (г„,..., i\) ф (2 ,1 , . . . , 0), гп ^ 1, 
открыта в А и не открыта в топологии [15]. Таким образом, топология А и 
топология [15] отличаются даже на уровне подгрупп. Еще одна топология на 
F* вводится ниже в 2.6. 

2.5. Определение. Подмножество X элементов множества {Щп, больших О, 
называется допустимым, если 

(1) для каждого 1 < га <; п и каждого (im,... ,in) найдется j(im,... ,in) 
такой, что ( i i , . . . , in) G X влечет г'т_1 ^ j(im ,...,in), 

(2) существует j такое, что (i\,...,in) £ X влечет in ^ j . 
В случае char(Ar„_i) = 0 каждый а £ F* является произведением бесконечно 

делимого элемента, степени tn и элемента группы Ar*_j. 
В случае char(A:n_i) = р каждый a £ F* разлагается в сходящееся произве­

дение 

а = ^"...<?^П(1+(?,-. iA'-'A1), в€П*,в(н (1€П, 

где {(г'ь . . . , г„) : Oin,...,il ф 0} является допустимым множеством [4, 14]. 

2.6. Включим е е Vf в топологический базис {еа} группы Vp и рассмотрим 
открытую подгруппу, топологически порожденную элементами £{Jn,..., ij1, 
%*, главными единицами еа £ (е) и ер'. Эта подгруппа имеет конечный ин­
декс в F*. Обозначим через v инвариантную относительно сдвига топологию 
на F*, которая имеет эти подгруппы в качестве фундаментальной системы 
окрестностей 1. Последовательность элементов в F* сходится к 1 относи­
тельно А тогда и только тогда, когда она сходится относительно v. Группа F* 
является топологической группой относительно v. 

Так как для каждой замкнутой подгруппы Н в F* любого а е Г суще­
ствует открытая подгруппа U в F*, содержащая Я, но не а, каждая под­
группа F*, которая является пересечением открытых подмножеств, является 
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пересечением открытых подгрупп. В частности, пересечение всех открытых 
подгрупп конечного индекса, содержащих замкнутую подгруппу Я, совпа­
дает с Я. Следовательно, для любой подгруппы Я в F* последовательность 
элементов F* /Н сходится относительно фактор-топологии и тогда и только 
тогда, когда она сходится относительно фактор-топологии А. Таким обра­
зом, произведение двух сходящихся последовательностей в F*/H сходится к 
произведению их пределов. 

См. также |7j (п = 2), [15, 2-5, 14]. 

§3. Спаривания А'-групп многомерных локальных полей 

Обозначим через 6'игаь)Р группу Галуа максимального абелевого неразвет-
вленного р-расширения поля F (относительно последнего поля вычетов). 

3.1. Пусть F 
Q ' l , . . . , « n e F 

— ?1-мерное локальное поле характеристики р. Для элементов 
\ вектора Витта (/?о, ••-,&) € Wr{F) и <р е Оиг,аь,Р положим 

[ai,... ,ап,(13о,..., Prj\r{<p) - {<P ~ l ) ( 7 o > - - - . 7 r ) , 

где (Frob-l)(7o,. •. ,jr) = (Ao . • • ,Ar) и г-я призрачная компонента А^!' вектора 
(А0,..., Аг) задается как 

iesko(l3^a^1da\ А-• • Аа~[с{ап). 

Это отображение секвенциально-непрерывно и символьно по первым п ко­
ординатам. Оно индуцирует спаривание Артина-Шрайера-Витта-Паршина 
([15] в случае конечного поля ко), ([4], общий случай): 

Kn(F)/pr х Wr(F)/(Fvob-l)Wr(F) -> Hom(Gur,ab,p,Wr(Fp)), 

где Frob — отображение Фробениуса. 

3.2. Пусть F — n-мерное локальное поле характеристики 0, которое содержит 
первообразный корень•£ степени рг. Предположим, что р нечетно (если р = 2, 
формулы усложняются). 

Рассмотрим сначала случай сЬаг(/г„_1) = р. 
Пусть Xi,...,Xn — алгебраически независимые элементы над полем част­

ных кольца (ро (которое определено в начале второго раздела). Элементу 

a = ta
n»...tase]l(i + ein {&..л\*), 
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где в е TV, #,•„,...,,-г G 1Z, поставим в соответствие ряд 

а(Х) = XZ» . ..ХрвЦ(1 + 6in hXl
n- .. .X\i). 

Ряд а(Х) € Oo((Xi)) ...((Хп)) естественно зависит от выбора системы ло­
кальных параметров и разложения а в ряд. Положим z(X) = ((X), s(X) = 
С(Х)рГ -1. Пусть оператор Д действует на в и X, как возведение вр-ю степень. 
Для а 6 F* положим 1(a) = p~1loga(X)p~A. 

Определим для сц, . . . , ап+1 е F* ряд Ф(аь . . . , an+i) следующим образом: 

Отображение Востокова [19] 

K.:(F*)*"+1->Hom(Gur,ab,p,/v) 

определяется, как 

Vr(al,...,an+1)(p) = (;(*-Vs, где(РгоЬ-1)* = гевФ(а1,....,о„+1)/в(А-), 

ДЛЯ <£> е G u r )ab,p-
Отображение Vr не зависит от разложения в ряд и выбора системы локаль­

ных параметров. Отображение Vr секвенциально-непрерывно и символьно 
[19]. Значит, оно индуцирует гомоморфизм 

Vr: Kn+i(F)/pr -> Hom(Gur,ab)p,/ipr). 

Отметим, что этот гомоморфизм является изоморфизмом, как будет выте­
кать из результатов п. 4.7. Для х G Hom(Gr

Ur,ab,p,/apr) обозначим через Е(х) 
любую главную единицу, для которой Vr{{ti,...,tn,E(x)}) = х- Элементы 
Е(х) в случае конечного к0 в явном виде были введены Востоковым [19, 
разд. 1] как примерные элементы; они играют важную роль в построении 
явной формулы для символа Гильберта. 

В случае char(.F) = char(Ars) ф char(fcs_i) определим символ Востокова 

Km(F)/pr х Kn+1-m(F)/pr -»Hom(G!
Ur,ab1p,/v)> 

используя канонические проекции K\(F)/pr -> K\(ks)/pr. 
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3.3. Композиция граничных гомоморфизмов в ДГ-теории поставляет отобра­
жение 

дт : Km(F) - » Km(*о) Ф • • • Ф К0(*о)• 

Ядром д„ является подгруппа VKn{F), определенная в 4.1. Получаем также 
спаривания 

Km(F) х Kn+1.m{F) -»• Kn+1(F) - ^ Km(k0) ф • • • ф K0(k0). 

В частности, (обобщенный) ручной символ с — это композиция дп+\ с 
проекцией в I<i(k0) и затем подъем I<i(k0) ->• IV. Явное описание ручного 
символа получить нетрудно. Для элемента а е F* и его разложения, как в 3.2, 
положим уУЦа) = ctj для 1 ^ j ^ п. Для элементов a i , . . . , a n + i группы F* 
значение c(oi,a?,...,an+i) является элементом TV, образ которого B.fcJ равен 
а^1.. . ^ " ^ / ( - l ) 6 , где 6 = £ vW(ai)v(s)(aj)6?j и fcj — определитель матрицы, 

получаемой вычеркиваем j'-ro столбца со знаком (-1)J '_1 из матрицы А = 
(v(')(aj)), и b%j — определитель матрицы, получаемой вычеркиванием г'-го и 
j-ro столбцов и s-ro строчки из матрицы А. 

§4. А'*°Р-группы 

4.1. Определение. Обозначим через Ат сильнейшую топологию на Km(F), в 
которой отображение 

ф . р*фт _^ Km(F)> ф(аи . . % ( 0 т) = {аъ ...,ат} 

секвенциально-непрерывно относительно произведения топологии А на F* 
(определенной во втором разделе), и в которой вычитание в Km(F) секвен­
циально-непрерывно. Положим 

K^(F) = Km(F)/Am(F), 

где Am(F) — пересечение всех окрестностей нуля относительно \т (и поэтому 
подгруппа). Введем на K^P(F) индуцированную топологию. 

Замечание 1. Каждое секвенциально-открытое (замкнутое) множество откры­
то (замкнуто). Топология Хт является сильнейшей топологией на Km(F), в 
которой отображение ф секвенциально-непрерывно относительно произведе­
ния топологии v на F*, определенной в п. 2.6 (или топологии Паршина [15]) 
и в которой вычитание в Km(F) секвенциально-непрерывно. 
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Сразу же ясно, что \т является инвариантной относительно сдвигов. 
Конечно, А = Аь и /\*op(F) есть просто фактор-группа F* по максимальной 

подгруппе Vp, являющейся делимой. В случае char(&n_i) = p и конечного 
поля к0 группа Kl°p(F) совпадает с A'i(F). 

Определение. Через VKm(F) обозначим подгруппу Km(F), порожденную V>; 
сходным образом введем VK^P(F). 

Замечание 2. Индуцированная на VKm(F) топология относительно Ат со­
впадает с сильнейшей топологией на VKm(F), в которой ограничение ф на 
VF Ф F*®m_1 ->• VKm(F) секвенциально-непрерывно и в которой вычита­
ние в VKm(F) секвенциально-непрерывно. В самом деле, отображение ф и 
вычитание в Km(F) секвенциально-непрерывны относительно инвариантной 
относительно сдвигов топологии на Km(F), которая естественным образом 
продолжает топологию, определенную выше на VKm(F). 

Секвенциально-непрерывное символьное отображение из тензорного про­
изведения т копий F* в топологическую Хаусдорфову группу G индуциру­
ет непрерывный гомоморфизм из K^P(F) в G. Следовательно, спаривания 
Артина-Шрайера-Витта-Паршина, Востокова и ручной символ (определен­
ные в §3) факторизуются через А''ор-группы. 

Из свойства (5) в 2.4 следует, что {9,е} = 0 в A'2°P(F), где в £ TV и е 
является главной единицей. 

Предположим, что ко алгебраично над Fp. Тогда 
(1) {в,в'} = 0 в I<2(F), где в,в' 6 И*. В общем случае если абсолютная 

группа Галуа поля к0 является проциклической, то {0,в'} б f]l>1lK2(F), где 
в, в' G TV (так как в конечных расширениях поля ко норменное отображение 
сюръективно). 

(2) Используя ручной символ, определенный в 3.3, легко убедиться в том, 
что Km(F) расщепляется в прямую сумму VKm(F), нескольких копий Z и 
группы TV. 

(3) K^P(F) расщепляется в прямую сумму VKl°p(F), нескольких копий Ъ 
и группы TV. В частности, A'^op(F) изоморфно прямой сумме циклической 
группы, порожденной символом {ti,...,t„}, п копий TV и VK^op(F). 

Замечание 3. В случае совершенного поля вычетов к0 группа K^p(F)/'p рас­
щепляется в прямую сумму VI<mP(F)/p и нескольких копий Z/p. 

4.2. Если е, 7] £ F* — главные единицы, то в A'2(F) выполняется следующая 
простая формула: 

{е,п} = {1 - е, 1 - (1 - е-г){\ - г,)} + {г,, 1 - (1 - е"1)*! - //)}. 
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Отметим, что 1 - (1 - е-1)(1 - ??) ближе к 1, чем г, ц. 
Поэтому для /? € {t„,..., U)Op получаем 

= № ...t[\\ + < - . . . t[*9/(i - eft... t\>)} 
- { i + < • . . .<i^/(i - < » . ..*••), i - p}. 

Первый символ в правой части равенства может быть записан как сумма 
символов 

Следуя методу Паршина [15, разд. 2], проверяется, что {е, i]} записывает­
ся в A'2°P(F) как сумма символов вида {pi,U}, где р, — главные единицы, 
которые зависят секвенциально-непрерывным образом от г и rj. 

Следовательно, каждый элемент х группы VKm(F) записывается как сум­
ма элемента Am(F) и ограниченного количества элементов в виде {аг} • 
{локальные параметры}, где a, G F*. 

Замечание. Так как 1х для х G VKm(F) записывается как сумма {а1} • 
{локальные параметры} (с а е Vp) и элемента группы Am(F), свойство (4) 
в 2.4 показывает, что 

f]prVK^(F) = {0}. 
г 

4.3. Материал предыдущего пункта позволяет заключить, что группа VK^P(F) 
топологически порождается (допустимые множества играют роль, аналогич­
ную случаю A'i(F)) символами {1 + dt1^ .. •t\1,tjl,tj1,. ••,tjm_l}, где в 6 11. 

Топологические соотношения между этими образующими (по модулю рг 

для любого г ;> 1 в случае char(F) = р, по модулю рг в случае, когда char(F) = 
О и первообразный корень степени рг принадлежит F, по модулю р в случае, 
когда char(F) = 0 и F* не имеет нетривиального р-кручения) раскрываются 
посредством использования спариваний Артина-Шрайера-Витта-Паршина, 
Востокова, и ручного символа (см. детали в [15, 2-5]). Соответствующим 
образом модифицированные спаривания являются невырожденными. 

Например, если црг с F*, то символьное отображение Востокова Vr очень 
полезно при изучении структуры K^p(F)/pr в плане топологических образу­
ющих и соотношений [2, разд. 3 и 4]. Фактор-фильтрация Km{F)/p, индуци­
рованная со стандартной фильтрации на F* как дискретно-нормированном 
поле, может быть описана посредством дифференциальных форм над &n_i, 
этот результат принадлежит Блоху и Като [1]. 
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Явные вычисления с использованием спаривания Востокова показывают, 
что prK£p(F) совпадает с пересечением открытых подгрупп K^P(F), содер­
жащих prK^p(F). Следующая лемма устанавливается рассуждением, сход­
ным с [2]. 

Лемма. Пусть F — n-мерное локальное поле, содержащее первообразный ко­
рень степени р. Пусть L = F(nPr) и р" — \L : F\. Пусть Ga\(L/F) = (<r). 
Тогда аннулятор ip/LKn+i^m(F) относительно спаривания Востокова Vr ра­
вен (а - \)Km{L) + Pr-5iF/LKm{F) + РЧ<тЩ. 
4.4. Определение. Для топологических пространств Л,-, 1 ^ i ^ d, введем 
•-топологию на ©А: сначала элемент (x\,...,Xd) € ФА называется пределом 
последовательности (ж„,ъ. ..,ж„,<0 6 ФА, если xv<i -» ж,, когда v -> +оо для 
всех 1 ̂  i' <С d. Далее, подмножество Y в ФА называется открытым, если для 
каждого у eY и любой последовательности yv б ФА, имеющей у в качестве 
предела, почти все yv принадлежат Y. 

•-топология в общем случае строго сильнее, чем топология произведения; 
разумеется, она является секвенциальным насыщением топологии произве­
дения. Например, если п = 3, char(F) = p, то множество 

F* xF*\ {(1 + t3aa
2qc, l + t3qat\) :а,с} 1} 

открыто в F* xF* относительно *-топологии, но не в топологии произведения. 
4.5. В п. 4.5-4.7 изучается связь между Am(F) П VKm{F) и f | o i VKm(F) в 
общем случае совершенного поля ко. 
Замечание. Если k0 алгебраично над Fp, то 

Am(F) С VKm(F), f | lKm{F) = f | lVKm{F) 

(это следует из 4.1). В общем случае совершенного поля к0 имеем 
f]t>llKm(F) <£ VKm(F) (так как делимая часть %* может быть нетриви­
альной, см. также (1) в 4.1). 

Теорема. В случае char(F) = р подгруппа Am(F) Л VKm{F) совпадает с 
p|/>i lVKm(F); группа Am(F) П VKm{F) является р-делимой. 
Доказательство. Ввиду теоремы Блоха-Като-Габбера [1] дифференциальный 
символ 

dF : Km(F)/p -»• ОД, dF{au ..., am} = — Л • • • Л — 
ai a. 
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инъективен. 
Щ; является конечномерным пространством над F/Fp, поэтому пересече­

ние всех окрестностей нуля в U™ относительно индуцированной с А топо­
логии тривиально. Дифференциальный символ dp непрерывен. Поэтому его 
инъективность влечет Am{F) С pKm(F), 

Пусть J = {л , . . . , jm-i} пробегает все (т - 1)-элементные подмножества 
в {1 , . . . , п), т ^ п + 1. Пусть £j — подгруппа VF, порожденная 1 + 9t%^ .. Л\1, 
О G Оо, с условием, что р не делит н.о.д. (ii,...,in) и наименьший индекс 
/, для которого ц взаимно-просто с р, не принадлежит J. Рассмотрим инду­
цированную с А топологию на £j. Используя спаривание Артина-Шрайера-
Витта-Паршина, получаем (как в [15]) слегка подкорректированную теорему 
Паршина (доказательство которой аналогично доказательству в [15] и дока­
зательству теоремы 4.6 немного позднее в этом тексте): имеется изомор­
физм ф, являющийся гомеоморфизмом, между группой Yljfj, наделенной 
*-топологией, соответствующей топологии Л на £j, и группой VK^P(F). 

Эта теорема относительно просто описывает K^P(F) в случае положитель­
ной характеристики. 

В частности, группа VKm(F)/\m(F) П VKm(F) — i>(Y\£j) не имеет не­
тривиального р-кручения. Группа Km(F)/VKm(F) не имеет нетривиального 
р-кручения также, это следует из 3.3, так как TorspA';(fco) = {0}. Поэтому 
Am(F) CpKm{F) влечет 

Am(F) П VKm(F) = p(Am(F) П VKm{F)). 

Так как Vp является /-делимой для каждого / взаимно-простого с р, мы 
получаем, что 

Am(F) П VKm(F) С f l lVKm(F). 

Замечание в 4.2 показывает, что верно и обратное включение. • 

4.6. Для m ^ n + 1 , d= {J^_A определим гомоморфизм 

g:Vfd -+VKm(F), Д, ^ £{£/ ,* , - , , . . .,* jm-J> 

где J = {ji,...,jm-i} пробегает все (m - 1)-элементные подмножества в 
{ l , . . . , n} . 
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Теорема. 
(i) im(g) + Am(F) Г) VKm{F) = VKm{F). Гомоморфизм 

go : V®d/g-'{\m(F)) -* VK^(F) 

является гомеоморфизмом между VF
bd/g~1(Am(F)) с индуцированной фактор-

топологией ^-топологий А на V> и VK^P(F) с топологией \т. 
(ii) Л т (F) П VКт (F) является пересечением всех открытых подгрупп конеч­

ного индекса в VKm(F). 

Доказательство. Из определений и 4.2 вытекает, что для любого аг е 
VF, а2,...,ат € F* найдутся элементы Д/ е VF, J = {ji,.-.,jm-i}, 
секвенциально-непрерывно зависящие от ai,...,am такие, что символ 
{c*i,..., ат} записывается в виде 

]£{A/,',-i> •••>*,-,.-,} (modAm(F)). 

Это означает, что имеется секвенциально-непрерывное отображение 

/ : VF х F*®"1-1 -> V^d 

такое, что его композиция с g совпадает с ограничением отображения ф на 
VF 0 F*®m~x по модулю Am(F). 

Пусть U — открытое подмножество в VKm(F). Тогда g~l{U) открыто в 
•-топологии А на Vpd. В самом деле, в противном случае для некоторого 
J нашлась бы последовательность ay £ g~l(U), которая сходится к aj £ 
g~l{U). Свойства отображения ф показывают, что последовательность ф(ау) £ 
U сходится к 0(aj) € U, что противоречит открытости U. Таким образом, 
#_1(Am(F)) является пересечением открытых подмножеств в Vpd. 

Произведение двух сходящихся последовательностей ж,-, гц в Vpd/g~1(Am(F)) 
сходится к произведению их пределов, согласно 2.6. Используя замечание 2 
в 4.1, мы выводим, что фактор-топология Ат на VKm(F)/Am(F)nVKm(F) 
сильнее или равна фактор-топологии *-топологии А на Vpd посредством д. 

Таким образом, 

9 - V®d/g-\Am(F)) -> VKm(F)/Am(F) П VKm{F) 

является гомеоморфизмом между группой Vpd/g~l(Am(F)), наделенной *-
топологией, и группой VKm(F)/Am(F) П VKm(F). 
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Отметим, что Am(F) замкнуто: если ж,- € Am(F) сходится к х, то х — я, + 2Д 
с Xi, у,, сходящимися к 0, поэтому х сходится к 0 и, значит, принадлежит 
Am(F). 

Для вывода (ii) можно использовать тот факт, что каждая замкнутая под­
группа в Vpd является пересечением некоторых открытых подгрупп конеч­
ного индекса (см. 2.6). • 

Замечание 1. Используя свойство (4) в 2.4 и предшествующую теорему, по­
лучаем, что если {Zi} = {P

lV/Cp(^)} или {Z{} = {({1 + M^lC-iiF)))* гДе 
М = (tn,..., t{)OF, то естественное отображение 

VK^{F) -> proj \imVK^(F)/Zi 

сюръективно. 

Замечание 2. Введем на VK^P{F) топологию ит, индуцированную топологи­
ей и на VF (описанной в п. 2.6), посредством отображения д; ввиду свойств v 
группа VK%P(F) является топологической группой относительно vm и ввиду 
части (ii) предшествующей теоремы пересечение всех окрестностей нуля в 
VK^P(F) относительно vm тривиально. Так как v и А имеют одинаковые 
сходящиеся последовательности, vm и Ат обладают тем же свойством. 

Замечание 3. А„, совпадает с сильнейшей топологией от на Km(F), для ко­
торой отображение 

( F t e m ) 9 d -> Km(F), (/J,-,*) -> £ ^ . Ь • • • ' РтА 

секвенциально-непрерывно. 

Замечание 4. Ат совпадает с сильнейшей топологией <гт на Krn(F), для 
которой для всех а,- е F*, 1 ^ г ' ^ т - 1, отображение из F* в Km(F), 
а -»• {a ,a i , . . . , a m _i} , секвенциально-непрерывно, и вычитание в Km(F) 
секвенциально-непрерывно. 

4.7. Теорема. 
(i) \m(F)r\VKm(F) совпадает с ft^lVKm{F). 
(ii) Пусть I — любое простое число, если к0 алгебраично над Fp и I — р 

в противном случае. Предположим, что F содержит первообразный корень 
О степени I. Тогда условие 1х = 0 для х G K^P(F) влечет х = {Q} • у для 
некоторого у е K^Zi(F). 
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(Ш) Группа р | ; > 1 VKm(F) делима. Точная последовательность 

О -+ Am(F) П VKm(F) ->• l^/<m(F) -> К /С р (^ ) -> О 

расщепляема. 
(iv) £слм &о алгебратно над Fp, mo утверждения (i) и (iii) выполняют­

ся, когда Am(F)C)VKm(F) заменено на Am(F) и f]l>1lVKm(F) заменено на 

Доказательство. Чтобы вывести (i), мы используем замечание в 4.2, кото­
рое показывает, что f]l>llVKm(F) с Am(F). С учетом теоремы 4.5 остает­
ся рассмотреть случай полей характеристики 0 и можно предположить, что 
char(fcn_i) = р. 

Мы будем использовать теорему Блоха-Като, которая утверждает, что ото­
бражение норменного вычета для гензелева дискретно-нормированного поля 
является изоморфизмом [1]. 

Для доказательства (i) (которое не будет коротким) мы покажем индук­
цией по г, что prVKm(F) совпадает с пересечением открытых подгрупп в 
VKm{F), которые содержат prVKm(F); тогда prVKm(F) э Am(F) П VKm(F) 
(отметим, что lVKm(F) = VKm(F) для / взаимно-простых с р). 

Мы можем предположить, что /гр содержится в F (учитывая (р, \F(fip) : 
F\) — 1 и используя /-делимость VKm(F) для / взаимно-простого с р). 

Если г = 1, то мы можем использовать описание VK^p(F)/p, которое 
получается с использованием символа Востокова в 3.2 и 4.3, и сравнить его 
с описанием 

UiKm(F) + pKm(F)/Ui+1Km(F) + pKm(F) 

(где UiKm(F) порождено l+t^Op), которое принадлежит Блоху и Като [1]; от­
сюда следует, что VKm(F)/p = VK^p{F)/p. Из 4.3 выводим, что пересечение 
открытых подгрупп в VKm(F), содержащих pVKm(F), равно pVKm(F). 

Из явного описания символа Востокова следует, что 

Кп+1 (F)/p = /С+
Р! (F)/p ~ Hom(Gur,ablP, /ip). 

Если /*рг с F, то индукцией по г, используя примарные элементы Е(%), 
проверяется, что 

Кп+1 (F)/pr = /С+Р! (F)/pr ~ Hom(Gur,ab)P, /ipr). • 
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Индукционный шаг. Рассмотрим спаривание 

(,)г : Km(F)/pr х Hn+l-m(F,vfrn-m) -> Hn+1(F,fipn), 

индуцированное чашечным произведением и отображением F* -* #*(F,//рг). 
Если ррг с F, то теорема Блоха-Като показывает, что (,)г с точностью до 
знака совпадает со спариванием Востокова Vr(,). 

Для х € Hn+1-m(F,fifr"-m) положим 

Ax = {a€Km(F):{a,x)r = 0}. 

Пусть а принадлежит пересечению всех открытых подгрупп ъ VKm{F), 
которые содержат prVKm{F). Ввиду леммы ниже а е Ах для каждого х G 
Hn+l-m(F,fifr

n-m). 
Положим L = F(npr) и ps = \L : F\. Из индукционной гипотезы выводим, 

что а е psVKm(F) и, значит, а = NL/FP ДЛЯ некоторого /? € УА'т(£). Тогда 

О = {a,X)r,F = (NL/FP,x)r,F = (PJF/lX)r,L, 

где ip/ь — отображение, индуцированное вложением полей. Держа в уме 
отождествление между символом Востокова и (,)г для поля L, выводим, что 
элемент /3 аннулируется «>/i,A'„+i_m(F) относительно символа Востокова. Из 
леммы 4.3 с использованием ее обозначений получаем, что 

ре(<т- \)Km{L) + P
r-siF/LKm(F) + prKm(L), 

и, значит, а е prKm(F). Так как Km(F)/VKm(F) не имеет нетривиального 
р-кручения (см. 3.3), мы заключаем, что а е pTVKm(F), что и требовалось. 

Таким образом, пересечение открытых подгрупп, содержащих pTVKm(F), 
совпадает с P

rVKm{F) и \m(F) П VKm(F) С P
rVKm(F). 

Лемма. Ах является открытой подгруппой Km(F). 

Доказательство. Благодаря замечанию 4 в 4.6 достаточно показать, что для 
любых 62, • • •, Ьт е F* группа 

В = {а <Е F* : ({а,Ь2,... ,Ьт},Х)г = 1} 
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открыта в F*, т.е. если а, ->• 1, то аг g В для всех достаточно больших г. 
Обозначим через /? образ {b2,...,bm}, x относительно спаривания 

Km-i(F)/pr х Hn+1-m(F,vfr
n-m) -+ Я " ^ ® . — 1), 

тогда 5 — аннулятор /? относительно спаривания F*/pr x Hn(F,fj,f^~1) ->• 
Hn+1(F,»frn). 

Иидуция по г. 
Если г = 1, то, используя связь между (,)] и V\{,), а также явную формулу 

для V\, заключаем, что В открыто. 
Индукционный шаг. Пусть г > 1. Так как af -»• 1, индукционная гипо­

теза влечет, что а? £ В для всех достаточно больших L Поэтому (о,,/?) е 
Torsp Hn+1 (F, /<®r") для всех достаточно больших г. 

Точная последовательность 1 -> /<®т -> ^®гт ->• /i®.™i -> 1 индуцирует точ­
ную последовательность 

Hn(Fatfrn) -> #n(F,/i®r-.) -> Hn+1(F,vfn) ->• Hn+1(F,nfr"). 

Благодаря теореме Блоха-Като первое отображение сюръективно, поэтому 
третье инъективно. Следовательно, Torsp # n + 1 (F , pf") изоморфно фактор­
группе #"+1(F,/<®п), которая благодаря той же самой теореме изоморфна 
фактор-группе Si группы K^1(F)/p. Аналогично группа Hn(F,pf?~l)/p изо­
морфна подфактору ^2 группы Kn{F)/p. Остается показать, что аннулятор 
образа /? в S2 относительно спаривания F*/px S2 -» Si открыт; отождествляя 
это спаривание со спариванием, индуцированным символом Востокова, по­
лучаем требуемое. • 

Для доказательства (ii) предположим, что поле F содержит первообразный 
корень 0 степени /. 

Если I ф р, то из замечания в 4.2 и свойства (3) в 4.1 получаем требуемое. 
Рассмотрим случай I — р. 
Точная последовательность 1 -»pfJ" ->• /i®,™, -> pfm -> 1 индуцирует ком­

мутативную диаграмму 

/i„®ffm_i(F)/p • Km{F)/f — ^ Km(F)/ps+1 

I i I 
Hm-l{F,pfm) • Hm(F,pfr) > Hm{F,Li®Z), 
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в которой нижняя горизонтальная последовательность точна, и левый и пра­
вый вертикальный гомоморфизмы являются изоморфизмами благодаря те­
ореме Блоха-Като. Значит, если рх £ prKm(F), то х = {СР} -a r- i +p r _ 1 c r _i . 
Обозначим через Д. прообраз замкнутой подгруппы prK^p(F) относитель­
но непрерывного гомоморфизма Km-\{F) ~^ VKmP{F)> z ~* К Р ) •z- Ядро h 
равно D = f)Dr. 

Пусть а £ Km-i(F) \ D- Д л я некоторого положительного г имеем h(a) £ 
VK^P(F). ВКЛЮЧИМ а в топологический базис K^1(F)/p (см. 4.3 и замеча­
ние 3 в 4.1). Обозначим через У„ + pA'^£1(F) подгруппу K^-AF'), тополо­
гически порожденную элементами базиса, отличными от кратных а. Тогда 
ar_i € А- С Ua. Так как {£/„} составляет базис окрестностей 0 относительно 
фактор-топологии i/m_i на Kt^1(F)/D (см. замечание 2 в 4.5 и замечание 
3 в 4.1), выводим, что {ar (mod D)} является последовательностью Коши в 
I<mPi{F)/D. Так как D Э pKt^l{F), найдется замкнутая подгруппа D' группы 
Km-i(F)> Для которой D/p® D'/p= K^-i[F)/p. Пусть у является пределом 
образа {аг} в D'/p (который существует ввиду полноты D'), тогда z = {Ср} -у. 

Для доказательства (ш) заметим сначала, что если Г взаимно-просто с р, 
то теорема 4.6 (i) влечет, что VK^P(F) не имеет нетривиального /'-кручения; 
следовательно, ввиду (i) C]l>llVKm(F) является /'-делимой. 

Пусть z £ Hoi WKm{F). Тогда z — рх для некоторого х £ VKm(F). Пред­
положим, что первообразный корень степени р содержится в F. Из преды­
дущего х .= {СР} • у + w для некоторого w £ Am(F) n VK,„(F). Значит, z = pw 
и Am(F) П VKm(F) является р-делимой. Если F не содержит первообраз­
ный корень степени р, то просто присоединим его и используем нормеиное 
отображение, 
(iv) следует из замечания 1 в 4.5. • 

Следствие. Если к0 алгебраично над ¥р, то для любого целого I ;> 1 имеем 

Km(F)/l~K%'(F)/l. 

В общем случае 
VKm(F)/l~VK%»(F)/l. 

Таким образом, можно описывать структуру K^p(F)/l, используя тополо­
гические образующие. В частности, если F содержит первообразный корень 
степени I, где I простое, или степень char(F), то все соотношения между то­
пологическими образующими VI<mP{F)/l известны как приложение спариваний 
Артина-Шрайера-Витта-Паршина или Востокова (см. [2, 3] или [7]). 

9 Алгебра и анализ, № 3, 2001 г. 
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Замечание к доказательству теоремы. Обозначим через Ор кольцо дискрет­
ного нормирования поля F относительно tn. Используя экспоненциальное 
отображение Курихары [25] 

Q^-^Km(F)/pr, 

определение которого, в свою очередь, использует синтомический комплекс, 
и используя описание факторов UiKm(F) + prKm(F)/Ui+\Km(F) + prKm(F) 
для небольших значений г, данное Блохом и Като [1], можно доказать (менее 
элементарно, чем в приведенном выше доказательстве теоремы), что под­
группа prVKm(F) совпадает с пересечением ее открытых окрестностей таким 
же методом, как проводится данное выше доказательство в теореме в случае 
г = 1. 

Замечание 1. Допустим, что характерстика поля F равна 0. Пусть / пробегает 
все простые числа. Тогда /-адический символ Kn{F) ->• Г], Hn(F,Zi(n)) [18] 
индуцирует мономорфизм 

VKl°nF)->Y[Hn(F,Un)). 
i 

Замечание 2. Обозначим через рт сильнейшую топологию на Km(F), в ко­
торой отображение из F*®m в Km{F) секвенциально-непрерывно и пересе­
чение всех окрестностей нуля в Km(F) содержит f]l>1 lKm{F) (топология рт 
использовалась в [2-3]). Тогда рт ;> \т и пересечение всех окрестностей нуля 
в Km(F) относительно рт совпадает с f) ;>1 lKm(F). На уровне подгрупп \т 
и рт совпадают. 

Замечание 3. Другой подход к определению открытых подгрупп в Km(F) см. 
в [9]. 

Замечание 4. В случае char(F) = 0 И. Б. Жуков получил полное описание 
K%

r°p{F) в некоторых частных случаях [21]. Например, если TPK^P{F) — 
топологическое замыкание р-кручения в K„op(F), и поле F имеет простой 
элемент tn, алгебраический над Qp, то VK^op(F)/TpK^op(F) обладает топо­
логическим базисом в форме {e,<„_i,...,<i}, где е пробегает свободные Ър-
образующие группы главных единиц алгебраического замыкания Qp в F по 
модулю р-примарного кручения. 

Замечание 5. Предположим, что &0 конечно (соответственно бесконечно и не 
р-алгебраически замкнуто). С точки зрения высшей теории полей классов 
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теоремы 4.6 и 4.7 показывают, что ядро отображения взаимности 

А„(^)->-аа1(^аЬ/^) 

(соответственно 
VKn{F) -> Hom(Gur,ab,p, Gal(£/F)), 

где Е — максимальное абелево вполне разветвленное р-расширение поля F), 
которое благодаря теореме существования [9, 2-3] совпадает с пересечением 
всех открытых подгрупп конечного индекса в Kn(F) (соответственно нор-
мических подгрупп в VKn(F) [4, разд. 5]), совпадает с An(F) = f|;>1 lKn(F) 
(соответственно A„{F) П VKn{F) - f|(>i VK„(F)). Таким образом, индуци­
рованное отображение взаимности из A^op(F) (соответственно из FA'£op(F)) 
инъективно (с всюду плотным образом). 

Замечание 6. Открытой проблемой является описание кручения в Am(F). 
Случай п = 1, т = 2 см. в [11] (конечное ко), [12] (совершенное ко). 

4.8. Отображение нормы на топологических А-группах. Из 4.1 легко выте­
кает, что для циклического расширения L/F простой степени группа A^P(L) 
порождается L* и образом K^ti{F) относительно IF/L-

Для произвольного многомерного локального поля определим отображе­
ние нормы на A'top(F) как индуцированное отображением нормы на милно-
ровских А-группах. 

Теоремы 4.6-4.7, замечание 4 в 4.6 и описание NL/p : L* -» F* для ци­
клических расширений простой степени [2-3] используются для проверки 
следующих утверждений: для конечного расширения M/F 

(1) образ открытой подгруппы в Кп(М) относительно отображения нормы 
открыт; 

(2) прообраз открытой подгруппы в Km(F) относительно отображения нор­
мы открыт. 

Теорема. Если L/F — циклическое расширение простой степени 1 с образующей 
а, то последовательность 

K?r(F)/l ф А 'Г (L)/l '>/Le(1~CT)> K?P(L)/1 ^ ^ K?*>(F)/l 

точна. 

Эта теорема проверяется прямыми вычислениями в А£ор//-группах (ведь 
их структура полностью известна). Также прямо проверяется, что индекс 
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норменной группы LL/FK^op(L) в A'£op(F) равен \L : F\, если к0 конечно 
[2-3]. 

Хорошо известно, что предыдущая теорема вместе со стандартностью кру­
чения доказанной в 4.7 влекут точность последовательности 

tftop(L) _bfL> A ' toP(L) J V ^ / C p ( F ) 

для любого циклического расширения L/F простой степени в случае конеч­
ного ко и степени р в общем случае. 
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