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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó ïîëèàäè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ îò O äëÿ

ëèíåéíûõ ôîðì è ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò íåêîòîðûõ

ñîâîêóïíîñòåé ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë.

ESTIMATES OF LINEAR FORMS AND POLYNOMIALS
IN POLYADIC NUMBERS

V. G. Chirskii(Moscow)

Abstract

The paper presents estimates from below of the polyadic distance from zero for
linear forms and polynomials with integer coe�cients in certain polyadic numbers.

Íà êîëüöå Z öåëûõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ τ , ðàññìàòðèâàÿ ìíî-
æåñòâî èäåàëîâ (m)â êà÷åñòâå ïîëíîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé íóëÿ àääèòèâíîé
ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íåïðåðûâíû è
êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ñ ââåäåííîé òîïîëîãèåé èìååò ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî
êîëüöà (ñì. [1], [2]). Îáîçíà÷èâ ýòî êîëüöî Zτ . Íà êîëüöå Zτ ìîæíî ââåñòè
ìåòðèêó (ñì. [1], [3]), ïîëîæèâ

ρ(x, y) =
∞∑
m=1

δm(x, y)

2m
, (1)

ãäå

δm(x, y) =

{
0, åñëè x ≡ y(modm),

1, åñëè x ̸≡ y(modm).
(2)

Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ
m,n > N ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå xm ≡ xn(modk!).

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Zτ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 1!, 1! + 2!, . . . , 1! + 2! + . . . + n!, . . . ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, íî íå
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èìååò ïðåäåëà â Zτ . Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} è {yk}
ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk + yk} , {xk − yk} , {xk · yk} . Ýòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåí-
òàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç êîëüöà Zτ îáðàçóþò êîëüöî.
Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c1, c2, . . . íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñ-
ëè limn→∞ cn = 0 , ãäå ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òîïîëîãèè êîëüöà Zτ .

Íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} è {yk} ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè èõ ðàçíîñòü {xk − yk} ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ýòî
ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì, ò.å. îïðåäå-
ëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïîëèàäè÷åñêèì ÷èñëîì áóäåì íàçûâàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç Zτ .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {uk} , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} ýêâèâàëåíòíà {vk} , òî {xk + yk}
ýêâèâàëåíòíà {uk+vk} , {xk−yk} ýêâèâàëåíòíà {uk−vk} , {xk ·yk} ýêâèâàëåíòíà
{uk · vk} . Ïîýòîìó íà ìíîæåñòâå ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î êîëüöå G öåëûõ ïîëèàäè÷å-
ñêèõ ÷èñåë. Âëîæåíèå êîëüöà Z â G îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ýëåìåíòó
x ∈ Z êëàññà x ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x, x, x, . . . .

Òàê êàê Zτ - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, åãî ïîïîëíåíèå ïðèâîäèò ê òîïî-
ëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Gτ . Êîëüöî Gτ ìîæíî ìåòðèçîâàòü. Ïóñòü x ∈ Gτ

ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} , à y ∈ Gτ - ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {yk} .
Îïðåäåëèì

ρ(x, y) = lim
k→∞

ρ(xk, yk), (3)

ãäå ðàññòîÿíèå ρ(xk, yk) ìåæäó ýëåìåíòàìè xk, yk ∈ Zτ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
(1).

Ýëåìåíòû a ∈ Gt èìåþò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà

a =
∞∑
n=1

an · n! (4)

ãäå an ∈ {0, 1, . . . , n} .
Êîëüöî Gτ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîëåö Zpi ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñ-

ëàì pi , ïðè ýòîì ðÿä a ñõîäèòñÿ â ëþáîì Zpi . Äåéñòâèòåëüíî, ñòåïåíü, â êîòîðîé
ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà n! íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ðàâíà
n−Sn

p−1
, ãäå Sn - ñóììà öèôð â p - è÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà n . Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ ëþáîãî pi ïðè n→ ∞
|an · n!|pi → 0,

÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà (4) â Zpi .
Îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ

îöåíêè ñíèçó äëÿ ëèíåéíûõ ôîðì è ìíîãî÷ëåíîâ îò ñîâîêóïíîñòåé ÷èñåë.
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Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü a ïîëèàäè÷åñêèõ ÷èñåë a1, . . . am . Îáîçíà÷èì

L(a) = h1a1 + . . .+ hmam , (5)

ãäå h1, . . . , hm ∈ Z , H = maxi=1,...,m|hi| .
×èñëî H íàçûâàþò âûñîòîé ëèíåéíîé ôîðìû (5).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî H0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé
ôîðìû (5), êîýôôèöåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ H > H0 , ñóùå-
ñòâóåò èíòåðâàë (a(H), b(H)) , ãäå a(H) < b(H) , a(H), b(H) - âîçðàñòàþùèå
ôóíêöèè è ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p , p ∈ (a(H), b(H)) òàêîå, ÷òî

|L(a)|p > p−r(p,H)

ïðè íåêîòîðîì r(p,H) ∈ N . Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Hk ,
Hk ∈ N , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë pk è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
rk = r(pk, Hk) òàêèå, ÷òî îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (3) ðàññòîÿíèå ρ(L(a), 0)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ(L(a), 0) >
∑
m∈M

1

2m
, (6)

ãäå M =
∪∞
k=1Mk , à ìíîæåñòâî Mk ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå

äåëÿòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë prii , i = 1, . . . , k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H > H0 . Ïîëîæèì H1 = H , γ1 = 1 , à ÷èñëî p1
ïîëîæèì ðàâíûì òîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ â
óñëîâèè òåîðåìû. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ ÷èñëà k > 2 óæå âûáðàíû âñå ÷èñëà
Hl , γl , pl , l 6 k−1 , âûáåðåì ÷èñëî γk ∈ N òàê, ÷òî äëÿ Hk = γkH âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

b(Hk−1) 6 b(Hk). (7)

Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, òàê êàê ôóíêöèè a(x) è b(x) âîçðàñòàþò ïî óñëîâèþ.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôîðìó Lk(a) = γkL(a) . Åå âûñîòà ðàâíà Hk = γkHk

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Hk > H0 .
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, â èíòåðâàëå (a(Hk), b(Hk)) ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî

pk òàêîå, ÷òî
|Lk(a)|pk > p−rkk , (8)

ïðè÷åì, ââèäó (7), ÷èñëî pk îòëè÷íî p1, . . . , pk−1 . Òàê êàê Lk(a) = γkL(a) è
γk ∈ N , èç (8) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|L(a)|pk > p−rkk ,

îòêóäà â âèäó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ïîëó÷èì

|L(a)|pl > p−rll , l = 1, . . . , k. (9)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå

k∏
l=1

p−rll (10)

è âûáåðåì ÷èñëî Nk ∈ N òàê, ÷òîáû ÷èñëî Nk! äåëèëîñü íà ÷èñëî (10).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ai ∈ Gτ èìååò âèä

ai =
∞∑
n=1

an,in!, an,i ∈ {0, 1, . . . , n}, i = 1, . . . , n

è îáîçíà÷èì

ai,Nk
=

Nk∑
n=1

an,in!. (11)

Ââèäó ñâîéñòâ p - àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ è íåðàâåíñòâ (9), äëÿ âñåõ l =
1, . . . , k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|L(aNk
)|pl > p−rll . (12)

Êðîìå òîãî èç (11), (5) ñëåäóåò ÷òî L(aNk
) ∈ Z .

Îöåíèì îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1) ðàññòîÿíèå ρ(L(aNk
), 0) . Èç íåðàâåíñòâ

(12) ñëåäóåò, ÷òî L(aNk
) íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë prii , i = 1, . . . , k .

Ïîýòîìó èç (2)ñëåäóåò, ÷òî åñëè m ∈ N äåëèòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë
prii , i = 1, . . . , k , òî

δm(L(aNk
), 0) = 1.

Çíà÷èò,

ρ(L(aNk
), 0) >

∑
m∈Mk

1

2m
, (13)

ãäå, êàê îïðåäåëåíî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, ìíîæåñòâî Mk ñîñòîèò èç ÷èñåë
m , êîòîðûå äåëÿòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë prii , i = 1, . . . , k .

Òàê êàê Mk+1 ⊃Mk äëÿ ëþáîãî k è òàê êàê ïðè k → ∞

L(aNk
) → L(a)

â êîëüöå Gτ ïî îïðåäåëåíèþ (3) ïîëó÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî (6) è ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà äîêàçàíû.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê
ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë, ïðè÷åì óìåíüøàåìîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
÷èñëî 2, âîçâåäåííîå â ñòåïåíü, ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ íå÷åòíîãî ÷èñëà ðàçëè÷-
íûõ ìíîæèòåëåé âèäà prii , i = 1, . . . , k . Âû÷èòàåìîå ÷èñëî èìååò àíàëîãè÷-
íóþ ñòðóêòóðó, íî ñòåïåíü ÷èñëà 2 ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷åòíîãî ÷èñëà òàêèõ
ìíîæèòåëåé.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò H0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî
îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) = P (x1, . . . , xm) ñòåïåíè d ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è âûñîòû H , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ H > H0 ,
ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (a(H), b(H)) , a(H) < b(H) , a(H), b(H) - âîçðàñòàþùèå
ôóíêöèè è ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p , p ∈ (a(H), b(H)) òàêîå, ÷òî

|P (a)|p > p−r(p,d,H)

ïðè íåêîòîðîì r(p, d,H) ∈ N . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
Hk , Hk ∈ N , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë pk è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë rk = r(pk, d,Hk) òàêèå, ÷òî ðàññòîÿíèå ρ(P (a), 0) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

ρ(P (a), 0) >
∑
m∈M

1

2m
, (14)

ãäå M =
∪∞
k=1Mk , à ìíîæåñòâî Mk ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå

äåëÿòñÿ õîòÿ áû íà îäíî èç ÷èñåë prii , i = 1, . . . , k .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1, â êîòî-
ðîì âñå âåëå÷èíû L(a) , L(aNk

) çàìåíåíû, ñîîòâåòñòâåííî íà P (a) , P (aNk
) , ÷òî

è äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (14).
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