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0. Введение. Во многих теоретических исследованиях сходимо­

сти и скорости сходимости приближенных методов решения интег­
ральных и интегро-дифференциальных уравнений, в которых 
интеграл аппроксимируется квадратурной формулой Гаусса (КФ), 
требуется знать вид весов этой КФ. Известно [1], что веса и узлы 
КФ на отрезке [0, 1] 

fji^&ti^^ajfiiXj) (0.1) 

представимы в виде 
а, = {(1 - *5) ( К (xj)]2}-\ у = 1, . . ., и, (0.2) 
lij = sin2 (9/2), / = 1 и, (0.3) 

где Рп (х) — многочлен Лежандра степени п, a Xj = cos Qj есть 
/-й нуль этого многочлена. Равенство (0.2) в отличие от (0.3) 
часто бывает неудобным для оперирования с весами КФ и ведет 
к значительным усложнениям. 

В данной работе выводится асимптотическое представление 
весов (0.2) КФ (0.1): 

1 
а* = 2п + 1 J ' " { п* sin 67--*[п^ + 0ЫтППгЬ y = l,...in. (0.4) 

Такое представление весов КФ, в частности, позволяет дока­
зать, что КФ принадлежит к классу формул, для которых спра­
ведливо равенство 

i 1 i~l M-J+1 + H7 , п , v г-1 

Z = l, . . . , и , i = 1,.. . ., 2n — 1. 

Для формул из этого класса удается получить нестандартные 
оценки остаточного члена, которые учитывают сгущение узлов 
квадратурной формулы на концах отрезка интегрирования и нали-
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чие особенностей на этих концах у интегрируемых функций (для 
КФ см. оценки в [2]). 

Отметим, что в [3, с. 358] для весов КФ выводится соотношение 
% s in9 ; . ( l+o(l)) , , / = 1 , . . . , / г . 

de; 
- (cose , ) 

^ 2п 

которое является менее точным, чем (0.4). 
Мы употребляем стандартные обозначения 
zn = О (ап), zn = о (ап), 

где ап ^> 0, первое из которых означает, что при п ->- оо последо­
вательность znlan ограничена, а второе, что zjan -> 0. И наконец, 
через с мы будем обозначать положительные постоянные, которые 
могут принимать различные значения в различных соотношениях. 

1. Производная от многочленов Лежандра. Рассмотрим пред­
ставление (0.2). Из очевидного равенства 

Р' (Г\ - _ ^ JL - _ î rL —L-
n W " de dx "" de sine ' 

где x = cos 6, следует, что 

(l-Xjf[Pn(xj)Y=- dP 

Отсюда (вытекает, что 
Г dP 1-2 

а* = \~ж-(х*п ' / = 1'. •••>">. ( 1 Л ) 
причем для арккосинусов корней многочленов Лежандра (углов 
Qj) имеет место асимптотическое равенство [4, с. 594] 

*' = Ъ1 + - ^ Г - + ° (-W-) » > = *' " " - ге' ^ 

ву = -^- (/ — 1/4), ЛГ=п + 1/2, / = 1, . . . ,п, (1.3) 

или равенство [3, с. 145] 

fy = - £ ( / - « Ж б,-е (0,1/2), / = 1 , . . . , п . (1.4) 

Ниже мы будем пользоваться техникой, развитой в^[5]. Из 
известного выражения [5, с. 135] 

(sin Qf'2Pn (cos 9) = Хп cos (/V9 - я/4) + Rn (6), (1.5) 
0 < 0 < я, 

где [5, с. 139] 
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Rn ( e ) = 4 - £ / 2
 s i T I . 7 e ) 1 (sin oi/2 pn (c°s *) dt> (L?) 

получим соответствующее равенство для производной от много­
членов Лежандра. Для этого продифференцируем почленно равен­
ство (1.5) (в [5, с. 141] дается обоснование этому шагу). Имеем 

c o s 9 •/>n(cos0) + ( s in8)V«-^L(cose) = 2(sinб)1'2 " ^ " ° " ' ' ^ ж " " ' dO 
= - KnN sin (NQ - я/4) + Rn (9). 

Отсюда с учетом (1.5) получим 
dP 

-gg- (cos 9) = - [Х„Л' sin (iV9 - я/4) - ¥ „ (9)] (sin G)-*/«, (1.8) 

где 

Чп (9) = - - у - ctg 9 cos (7V9 - я/4) L Д п (9) ctg (9) + i ? ; (9). 
(1.9) 

(Равенство (1.8) имеется в [5, с. 142], но для Wn там приведена 
лишь оценка.) Из (1.5) и (1.7) вытекает выражение для Rn: 

"" <в> = ~ С ""Ilin'T6"- (si" '»'" Р" <C°S '> d' = 

2. Оценка производной от остаточного члена Ип. Обозначим 
в равенстве (1.10) первый интеграл через фп(6), а второй через 
уп (9). Имеет место 

ЛЕММА 1. Для функции срп в точках 97- справедлива оценка 

' 1<Рп(9;)|<-£- ctg267., j = l%...rn. (2.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Распишем подробнее функцию фп . 
Подобно [5, с. 143] имеем 

Фп (в) = - £ / 2
 C 0 S l s i^7 9 ) J cos w - я / 4 ) d ' = 

О я/2 4 sinn 
. Лга С8 sin M cos (M — я/4) , . 1 ,.„ 

- S m NQ Ц 4 sin»* dt= ~ TC0S^9 ' 
• f cos(2^ , / 4 ) d ^ 1 g . n i v 9 ^ sin(2/W я/4) 

Jtt/2 S l n 4 8 ^я/2 S m * ' 
+ -g- ctg 9 [cos NQ cos (л/4) + sin ZV9 sin (я/4)] • 
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Здесь мы учли, что интегралы от sin~H легко вычисляются. Обо­
значим в последнем равенстве первый интеграл через Сп (9)г 
а второй через Dn (9). Тогда 

Фп(6) = 
= — -g- t c o s NQCn (е) + s i n NQ Dn (9) - ctg 6 cos (№ - ф)]. (2.2> 
С учетом (1.2) и (1.3) оценим cos (NQ — зт/4). Нетрудно видетьг 
что 

cos (NQj - я/4) = ( - 1)' sin [-gj- ctg 9, + О (JL)] , (2.3) 
7 = 1,. ..,7г. 

Покажем, что 
|c t g e 7 . | < с |ctg0,. | , / = 1, . . ., п. (2.4) 

Действительно 
ctg е7. = [1 + t g e,- t g (dj - e7.)]/[tg e7. - t g (e;. - в,-)], 

но из (1.3) и (1.4) следует, что | tg (9;- — в}) | < 1/n, a | tg07- | >-
> 2/тг при п^ п0. Тогда 

I ctg 97- | < с ( | ctg Qj | + 1/и), / = 1, . . ., п, п > и0, 
откуда и вытекает (2.4) для всех п = 1, 2, . . . 

Из (2.4) и (2.3) следует оценка 

| Cos (№j - я/4) | < 4 - I ctg 9, |, / = 1 , . . м я. (2.5) 

Для доказательства леммы нам осталось оценить функции 
Сп (9) и Dn (9). Интегрируя Сп (9) по частям, получаем 

?п(6)= ^ 
е sin(2/Vf — я/4) , 1 cos (2Nt — я/4) 
я / а sin2 г 2/V sin* г 

_J_fe 
Я/2 

c«(2iy*--«/4) c o s f d^ 
Я/2 S i l l 3 < 

Отсюда справедлива оценка 
|C n (9) |<-^-c tg 2 0, 0 < 8 < я . (2.6) 

Аналогичная оценка имеет место и для функции Dn (9). Объеди* 
няя (2.5), (2.6) и (2.2), приходим к (2.1). 

Лемма 1 доказана. 
ЛЕММА 2. Для функции уп (9) справедлива оценка 

lvn(e)|<-^i-ctg»e, о<е<л. (2.7) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя [5, с. 138], с учетом неравен­

ства [5, с. 134] 
(sin tyi* | Рп (cos t)\< {-^-f2, 0 < t < n, 
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при 0 < Э < я/2 имеем 

i *» w < i Ш'2 £2 нетd* < -фгctg e- (2-8) ^ Я /2 

Отсюда 

< 
J Я / 2 

^(Оценка при л/2 < 0 < я проводится аналогично.) 
Лемма 2 доказана. 
Теперь из (1.10) с учетом (1.6), (2.1) и (2.7) следует 
ТЕОРЕМА 1. Для производной от остаточного члена Rn в точ­

ках 07- справедлива оценка 

I R* (9;) I < ~ ^ Г c t ^ 2 ^ 7 = 1 , - . •> л. (2.9) 

З а м е ч а н и е 1. При нечетных тг и / = (я + 1)/2 угол 
67- равен я/2 , и, следовательно, ctg 67- = 0. Однако при нечетных п 
средний корень многочлена Лежандра :%n-i)/2 и соответственно 
.средний узел КФ Гаусса на [ — 1, 1] равен нулю, т. е. 6(П+1)/2 = 
= arccos ;T(n+i)/2 = я/2 и ctg 0(П+ю/2 = 0. Отсюда в этом случае 
неравенства (2.1), (2.4), (2.5) и (2.9) превращаются в равенства. 

З а м е ч а н и е 2. В [5, с. 141] приведена оценка 

я ; (Э)| ^! 

(я/2 — 6), 0 < 9 < я/2,. 
е^2 

(2.10) 
(9 — я/2), я/2 < 9 < я . 

с 

Crt--e)rc1/2 

Сравнивая ее с (2.9), можно заключить, что оценка (2.10) в точках 
*0j (/ — 1, 2, . . ., п) завышена на порядок, по крайней мере 
вдали от концов отрезка [0, я ] . 

3. Представление весов КФ. Вернемся к равенствам (1.8) и 
<1.9). С учетом (1.6), (2.5) и (2.9) из (1.9) следует оценка 

l T n ( e , ) | < - ^ c t g » e , , j = l%..,tn. (3.1) 

Нетрудно видеть, что 

sin (NQj - я/4) = ( - 1)' cos [ ^ ctg 9y. + О ( J L ) ] , (3.2) 

; = 1 , . . .,?г. 

Отсюда с учетом того, что | ctg Qj \ + О ( \ ctg 07- | ), имеем 
/ ctg2е. \ 

sin2 (NQj - я/4) = 1 + 0 [ »а
 J J , / = 1, . . . , п. (3.3) 

ТЕОРЕМА 2. Веса (0.2) ЯФ (0.1) представили в виде (0.4). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Возводя обе части равенства (1.8) 
в квадрат и учитывая соотношения (1.6), (3.1)—(3.3), получаем 

[ж- <cos в>>]' = ["?• + ° {^Г-) ] Isin °Л >' = !' • • - »• 
Отсюда и из (1.1) имеем 

2iY г-sinG,- + О пъ sin 9. ; = 1, . . .,пг 

что и требовалось доказать. 
4. Численный пример. Численные проверки подтверждают 

справедливость представления (0.4). В таблице приведены зна-
• sin Qj и 8j = пъ sin Qj • е7- при некоторых п и раз-чения Ej = a7- ^ -

личных /. Величины a7- можно найти, например, в [6]. 

о 

2 
4 

6 
8 

10 
12 
14 

8 

71=16 

— 1,27.10-4 
-6,60-10-5 
-4,89-10-5 
—4,38.10-5 
—4,54.10-5 
—5,53.10-5 
—8,57.10-5 

7 

п = 32 

—3,22.10-5 
—1,59.10-5 
—1,08.10-5 
—8,39-10-6 
—7,08-10-6 
—6,29.10-6 
—5,90-10-6 

е 

7 1 = 16 

—0,171 
—0,177 
—0,178 
—0,178 
—0,178 
—0,178 
—0,176 

1 

п = 32 

—0,179 
—0,185 
—0,187 
—0,187 
—0,188 
—0,187 
—0,188 
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