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К ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ 
ПО ПЕРВОМУ П Р И Б Л И Ж Е Н И Ю 

ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ ПФАФФА 

Рассмотрим п-мерные вещественные вполне интегрируемые системы Пфаффа 

dx = [P1(t)dt1 + P2(t)dt2]x, (1) 

2 

dy = ^ lpi(t)y + fi(t, y)]dtt (2) 
z = l 

с непрерывными и ограниченными при t = ( / х , ^ 2) > ( Ь 1) матрицами Рг- (0 и непрерыв­
ными по у вектор-функциями ft (/, г/), удовлетворяющими условию 

У)К&(011ЙГ*. т * > 1 ( / = 1 , 2) 
с непрерывной функцией gt (t). 

В [1] для исследования асимптотической устойчивости по первому приближению 
обыкновенных дифференциальных систем введена величина у, не превосходящая коэффи­
циента неправильности Гробмана а г [2]. В [3] подобная величина определена для харак­
теристических степеней в случае, когда множество индексов Я , на которых реализуется 
коэффициент а г , содержит не менее двух элементов. В [4] показано, что в теореме об 
устойчивости по первому приближению величину а г можно заменять не превосходящей 
ее величиной . 

В настоящей заметке введены векторные аналоги указанных выше величин для си. 
стемы (1), включая и тот случай, когда по крайней мере одно из множеств HLT Я 2 (см-
ниже) состоит из одного элемента и доказана теорема об асимптотической устойчивости 
тривиального решения системы (2), которая обобщает при 1 ̂ m j ^ 2 (i = 1, 2) теорему 
об асимптотической устойчивости по первому приближению, приведенную в [4] для обык­
новенной дифференциальной системы. 

Пусть X (t) = ((xu)) — фундаментальная матрица решений системы (1) со столбцами-
решениями XJ (t) (j = 1, л ) , Xj = (Ц1\ Я|; 2 )) — некоторый характеристический вектор [5] 
решения XJ (/), vj=(vjl\ vj. 2 )) — некоторая характеристическая вектор-степень [6], отве­
чающая характеристическому вектору Я/, | причем будем предполагать, что Я ; { г ) < 0 , 
v j.° < 0 (/ = ТГп; i = 1, 2); Tj = (Tj 1 ),*Xj 2 )), Vj = (vj.1 \ vj.2)) — соответственно не­
которые характеристический вектор и соответствующая ему вектор-степень /-ой строки 
матрицы X-1(t) = ((x'ij)). Обозначим otj (Я) = Я<-°+Я<.° , akt(k) = m ? x M b 

= max {pa (X)}, Я* = {s/ak.(k) = a i s (Я)}. 

Введем аналогично [1] пару чисел (уг (Я), у2 (Я)) = у (А,): 

Yf (Я) = max { - у - (ок.(К) + а ^ ) , а Л | ( Л ) + ttuxjf) j (i = 1, 2) 

и аналогично числа ( Y I ( V ) , у 2 (v)) == у (v) при определении величин a f t . ( v ) , a / > ( v ) l для 

которых индекс / пробегает теперь уже множество Н\ = {s\<Ji8 (Я) > 0/.(А,)}-

Определим, далее, числа а{р (Я) (см. [1]): 

а}*> (Я) = Я<* > - Я</> (/ = 1, 2; £ г (Я) * / = Т Г й ) , 

4 % - 4 ° ~ - у " ( % ( Я ) - е с л и Vi W = ~ 7 Г (%<*) •+ а/*<М>» 

Ч Й м - ^ } + ™* { ^ } ' Е С Л И Т * ( А . ) = % ( М + . ш а х Л М ° Ь 

Обозначим 

а г (Я)= max {Я<.° — a j j ) (Я)} + max { a j ° (Я)}, а (Я) = ( а л (Я), а 2 (Я)). 
/ / 

Аналогично определяются числа a j z ) (v), (v) и вектор a ( v ) . 
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Всюду в дальнейшем < х, у)— скалярное произведение векторов xgR2, yeR2; 
ta = ta^ t\\ где а = (аг, а2)е#2-

Т е о р е м а 1. Если для некоторых ех > 0, е 2 > 0 (е = ( e l f е 2)) 
t 2 

I 2^W* ( m ~ 1 ) a ( ^^ (3) 
( l . i ) *=1 

при всех t^(l, 1), то тривиальное решение системы (2) асимптотически устойчиво. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты и определенности будем предполагать, что 

т ± = /и§=1, множество НГ состоит более чем из одного элемента, Я а состоит из одного 

элемента и у2 (к) = —— (oki^ + Оцх))- Во всех остальных случаях доказательство сле­
дует проводить по предлагаемой ниже схеме. 

Обозначим At = diag [ а ^ (Я), . . . , (Я)], 

* | = < И * И , }
 М . • • • . a $ v ) - i М- a $ v > + 6 > a S v ) 4 - i <*>•'• • * • «^(УИ-

0 < 6 < - | - (/ = 1, 2) 

и С ( 0 = ехр {— Atii — Л а / 2 } tYBi qB*. 
В системе (2) проведем замену 

y=X(t)C(t)z. (4) 

После преобразований получим систему 

2 

dtu (5) 
г = 1 

где 
Ft (t9 г) = C - i (/) X - i ( 0 / j X (t) С (t) г). (6) 

Оценим теперь по норме вектор-функции Ft (t, г) = colon (Fn (t, г) , Ftn(tf г)) 
( / = 1 , 2 ) . Из (6) получаем 

п 

\Fis (t, z)\ < c g i (t) 2 1"*v)-"TM e < « .<*>-4<X>> J J K / J M ^ ( 7 ) 

где c > 0, as = (a* 1 *, a < 2 ) ) . Для всех s, г имеем 

8 —- , 8 ы < * . < > + 4 * < v " . K P i < ' 8 ' v , + 4 e a « " > , * e > o . <8> 

По определению \ чисел a j l ) справедливы \неравенства 

( 1 0 ) + Я < 1 > + a ( D W _ a ( D w = 1 ( D + ь<П .< а м Я ) = Y l W , 

1(2) + ^(2) + a ( 2 ) до _ a ^ 2 ) до ^ ? 2 до^ s ф r и л и s = r ф к % ДО? 

( 9 ) 

v ( 0 + v (0 + a ( 0 (v) _ a <' ) (v) + 6 < (v) + - j - • s e и 

s г или s = г =5*= £j (v) (i = 1, 2). 

Из неравенств (8), (9) при s Ф г или £ х (v) Ф s = г Ф k2(v) и s = г Ф £2,(Я) следует 

^ 8 ( v ) - a r ( v ) e x p < a s W _ a r ( X b 0 | ^ | . l v K c e ^ ( v ) + 8 e x p < v M , /> . (10) 

Для того чтобы получить оценку (10) при s = r = ^ ( v ) (s = r=k2 (Я) или s=r=k2(v))9 

необходимо воспользоваться неравенствами (8) и равенством x ' s p x q s = 6 q p - - x q i x i p 

1Ф8 
(бдр — символ Кронекера). Таким образом, из (7) получаем оценку 

$Fi(t, 4\<cegi(t)tyiV)+ee*P< Vfrh О й V = 1. 2)' ( " 1 

Решение системы (5) в силу полной интегрируемости удовлетворяет интегральному урав­
нению 
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z(f) = С - 1 ( 0 . С ( ( 1 , 1 ) )* ( (1 , 1)) |- f С -ЧО J ^ ( т , г ( x ) ) dT f . 
(I J ) i = l 

Отсюда, используя^(3), (11), неравенство вида Гронуолла [7] и (4), получим: \\у (01К 

< # - | | у ( ( 1 , 1 ) ) | | ^ + 8 е х р < а ( Я ) , О , где 0, а* < О ( / = 1, 2). Из последней 

оценки и следует утверждение теоремы, так так аг ( Я ) < 0, a 8j > 0, е 2 > 0 выбираем 
столь малыми, чтобы а* + в* < 0 (* = 1, 2). 

З а м е ч а н и е 1. Утверждение теоремы 1 останется справедливым, если в случае, 
когда множество Я* состоит из одного элемента и уг(%) —ok./>,) + m a x {^ / г ) Ь вели-

1 /^ftj(X) 
чину Vi(v) заменить не превосходящей ее величиной min ( Y ? ( V ) , o i t h ^ ( v ) } . 

Обозначим № = max {Я*. 0}, = max {v<.°} (* = . l , 2) . Введем в рассмотрение 

вектор a^ = (a[ 1 ) , a [ 2 ) ) (cp. [8]): 

o f > = m i n { max . {*<*>+*<'>, Ц»+Ш, o h ( K ) } . 
s^n^i 1 1 1 

Аналогично определяется вектор a v = (a^,1 ), a(, 2 )), причем в случае, когда Hi содержит 

не менее двух элементов, индекс s пробегает множество Hi и max {ац (v)} следует за­

менить на oh^sy 

Т е о р е м а 2. Если в предложениях теоремы 1 вместо условия (3) выполняется 

t 2 

J J f t W т*1**-1 ) v + o r v + e * < < m r -* ' т > Л* < М < + о о , 
( 1 . 1 ) i=l 

где Я = ( Я ^ \ Я^ 2 ) ) , v = (v *J \ v ^ 2 ) ) , mo тривиальное решение системы (2) асимптоти­
чески устойчиво. 

Доказательство теоремы 2 проводится в основном аналогично доказательству теоремы 
1 (см. также [4]). 

З а м е ч а н и е 2. Утверждение теоремы 2 останется в силе, если в случае, когда 
множество Hi состоит из одного элемента и а [ г ) = o h , ^ t величину о[г) заменить не 
превосходящей ее величиной 

С л е д с т в и е . Утверждение теоремы 2 при 1 < ! т^ < 2 (* = 1, 2) следует из те­
оремы 1. 

Действительно, докажем при 1 < т < 2 неравенства 

(т - 1) щ (Я) + yt (Я) < (т - 1) Я<*> + o f \ 
г (12) 

( m - 1 ) at (v) + Y , (v) < ( т - 1) v<<> + а</> (/ - 1, 2). 

Установим, например, первое из неравенств (12). Остальные доказываются аналогично. 

1) Если уг (Я) = —^— (okt(i) + а / х ( Я ) ) » т о п о определению чисел a j . 1 * (Я) имеем 

Поэтому в случае а х (Я) = ( a f c i ( X ) — a / i ( X ) ) + max получим 
/ --fei(^) 

M ^ + Y i M = . max {^."j + % ( г ) <Я<£> + (13) 

так как если a^1* = tfAl(^)» то неравенство очевидно, а если a ^ < a A j ^ j , то / г 1 =^ 1 (Я) и 

В случае же а 2 (Я) = Я Ц ^ неравенство (13) очевидно, так как уг ( Я ) < а ^ 1 ) . 

2) Vi (Я) = а

Л 1 т + т а х {М!>1 • В этом случае % (Я) = 0 и поэтому неравенство 

(13) доказывается аналогично случаю 1). Используя (13), будем иметь при 1 < т < 2 : 
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(т - 1) « ! (Я) + Yx (К) = ( а г (Я) + T l (Я,)) + (2 - OT) T l (%) < 

< (m - 1)(Я< j> + <т[> >) + ( 2 - т) а< 1 > = (т - 1) Я<'> + а [ '> . 

Из неравенств (12) следует, что в случае обыкновенных систем (1), (2) теорема 1 
при 1 < ! т < ; 2 улучшает теорему об асимптотической устойчивости, доказанную в [4]. 
Вообще же (при т > 2) неравенства (12) не выполняются, в чем можно убедиться с по­
мощью простого примера. 

П р и м е р . Рассмотрим систему 

дхг дх2 

= — *i> = (— 2 + sin-In ^ + cos In tt) х2 (i = 1, 2). 

Для этой системы имеем: Я ( ,° = = — l f XJ*} = 1, Х(

2

1) = 3 ( / = 1 , 2) и, следователь­

но, ( т - ~ 1 ) а / ( Я ) + 7 г ( ^ = 1 > 3 - ~ т - ( т ~ 1 ) Я ^ ) + а | ° ( * = 1 , 2) при т > 2. 
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УДК 517.956 

И. В. МАЙОРОВ 

П Р И Н Ц И П ЭКСТРЕМУМА ДЛЯ В Ы Р О Ж Д А Ю Щ Е Й С Я 
Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К О Й СИСТЕМЫ 

Рассмотрим систему 
п 

yZixx + Ziyy + 2 CfkZk = 0, / = 1, 2, . . . , / I , (1) 
k==l 

в области D, ограниченной отрезком А В, А(0, 0), £ ( 1 , 0), и дугами характеристик АС 
и ВС уравнения Е (z)=yzxx + гуУ = 0, у <: 0. Функции ctk (х, у) предполагаются дваж­
ды непрерывно дифференцируемыми в D и непрерывными в D. 

Пусть R (х, у) = А ) ' I = * ~ -J- ( - V?'*, Л = - + " J - (~ У)3/2-
1 

Т е о р е м а (принцип экстремума). Если функция R(x, у) на АС равна нулю и во 
внутренней точке (х0, 0) отрезка А В принимает наибольшее положительное значение, 
то R (х, у) < R (х0, 0) в D. 

Эта теорема сформулирована в работе автора [1] и доказана там лишь для частного 
случая решения системы в зависимости от начальных данных. В данной статье мы осво­
бождаемся от этих ограничений. 

Для дальнейшего необходима следующая 
Л е м м а . Если zt\AC = 0, *i\AB — Tj (Х), то решение системы (1) можно предста­

вить в следующем виде: 
г | п 

*i (Е. Г)) ^ J 4 (/) Ко (Е, Ц. 0 dt + [ V T m K | m (5, f|, t) dt, (2) 
о 6 i 

где t j (v)—дифференцируемые функции. 
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