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А.С.МАКИН 

В настоящей работе, являющейся продолжением [1], рассматривается нелокальная краевая 
задача типа Бицадзе — Самарского на интервале (0,1) 

т 

и" + fx2и - 0, и(0) - 0 ? + еи(1) - а0и'(0) + ] Г с ^ ' ( б ) , (1) 

где £, а 0 ? 1 " : — произвольные комплексные числа, 0 = £о < £i < • • • < £ т < 
< £m+i ~ 1- При а 0 — 0 задача (1) предложена для изучения в [2]. В [3] показано, что система 
собственных и присоединенных функций {ип(х)} задачи (1) полна в L 2 (0 ,1) и существует 
биортогонально сопряженная к ней система функций {vn(x)}. В [3] установлено, что 

| I m / i n | < М, (2) 

где р2

п = Хп — собственные значения задачи (1), R e / / n > О, М — некоторая постоянная. 
Всюду запись | | / | | будет означать | | / | |ь 2 (о,1)-

Т е о р е м а . Если все £/ — рациональные числа, то для любого п 

К | | | Ы < с ( К | + 1). ( з ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если все оц = О, I = 1,га, то задача (1) становится классической 
двухточечной задачей. Тогда при а0 ф ± 1 краевые условия являются усиленно регулярными 
[4, с. 98, 99], откуда вытекает справедливость оценки 

| К | | | Ы 1 < С Ь (4) 

более сильной, чем (3). При £ = 0, а0 = 1 задача (1) есть известная (см., например, [5]) задача 
Самарского — Ионкина, а при е - 0, а0 = - 1 указанная задача рассмотрена в [6, с. 340]. В 
обоих случаях известно, что выполняется оценка (4). Если е ф О, а0 = ± 1 , то задача (1) 
охватывается теоремой 1 из [1]. Отсюда, в частности, следует, что при е ф 0 собственные 
значения А п асимптотически простые. 

Предположим, не все а\ (I = 1, m ) равны нулю. Легко видеть, что характеристический 
определитель А(/х) задачи (1) представляется в виде А ( / / ) = —2ifiu(p), где = cos fx — 

m 
- Y, оц cos(^jLt) - a0 - (e/fi) sin fi. 

i=i 
По условию теоремы где р/, ф —натуральные числа. Пусть к — наименьшее 

общее кратное чисел <fr. Заменой переменной /х = уравнение = 0 преобразуется к 
виду 

m 

cos(fcp) - ] Р щ cos(kip) - a 0 + (e/(kp)) sm(kp) = 0, 

где 1 < fc/ < А:. Согласно [7, с. 84], последнее уравнение может быть записано в виде 
2 к 

Hp) = А Ц s i n ( ( P - Pi)/2) + («/(*7>)) s i n ( ^ p ) = 0, (5) 
«'=1 
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где А ф 0 — некоторая постоянная, 0 < Repi < 2тг (числа pi могут совпадать). Обозна­
чим первое слагаемое в левой части (5) через А-о(р). Очевидно, что в правой полуплоскости 
уравнение 

Мр) = о (6) 
имеет корни piin = pi + 27rn, где i = l,2fc, n = 0 , 1 , 2 , . . . 

Пусть г = min |р в- ) П —/0j j m | /4, если ^ р^, а Г(/9 г - ! П 5 г) — окружность радиуса г с центром 
в точке pitTl. Легко видеть, что вне указанных окружностей \А0(р)\ > сг > 0. Если в = 0, то 
Ао(р) = А(р) ' Обозначим через Tj корни уравнения (6) такие, что 0 < Rer ?- < 2тг5 и занумеро­
ванные без учета кратности. Пусть r J j n = т3- + 2тгп, где j — 1, £ < 2fc, гг = 0 , 1 , 2 , . . . , Sj,n 

— корневое подпространство, отвечающее собственному значению А;-)П = ( f t r ^ ) 2 . В работе [3] 
показано, что 5y j n образуют безусловный базис в пространстве Х 2 (0 ,1) . Выбирая в каждом 
из подпространств Sj}Tl ортонормированный базис {и^} ( h = 1, dim Sjjn ), получаем [8, с. 414, 
415], что объединение указанных ортонормированных базисов есть базис Рисса в £ 2 ( 0 , 1 ) и, 
стало быть, справедлива оценка (4). 

Рассмотрим случай в ф 0. Так как все корни уравнения (5) удовлетворяют условию (2), 
то стандартными рассуждениями, связанными с применением теоремы Руше, находим, что 
все достаточно большие по абсолютной величине корни уравнения (5) расположены внутри 
окружностей Т(р{)П,г) и внутри каждой из этих окружностей функции А(р) и А0(р) имеют 
равное число корней. 

Пусть р{ — корень кратности р ( 1 < р < 2к) уравнения (6). Тогда А0(р) = smp((p — 
-~pi)/2)Ti(p), где Ti{p) = A f] sm((p—pj)/2). Легко видеть, что внутри окружностей Г( /^ ? п , г ) 

с 2 < | а д | < С з , | а д < с 4 (7) 

( с 2 > 0 ). Осуществляя в (5) замену р = р,: -f 27гп + г, где |z| < г, получаем уравнение 

f i „ ( z ) = smp(z/2)+(-l)npe(sm(kpi) c o s ( b ) + s i n ( b ) cos{kpi))l{k{pi-\-2-Kn+z)Ti{pi+2'Kn-{-z)) = V). 
(8) 

Из (7) и (8) вытекает, что s in p (^ /2) — 0 ( п " х ) , откуда следует, что 

z = 0(n-l,p). (9) 

Таким образом, все достаточно большие по абсолютной величине корни уравнения (5) имеют 
вид 

Рг,п - Pi,n + (Ю) 

где \8{>п\ < с 5 гг~ 1 / / р , г = 1, 2ifc, n = гг0, n 0 + 1 , . . . Отсюда следует, что все достаточно большие 
по абсолютной величине корни уравнения Д(д) — 0 образуют 2к серий 

р{)П = к{рг + 27ГП + £ г > ) , (11) 

г = 1, 2fc, n = n 0 , n 0 + 1 , . . . Заметим также, что 

Д ' О Ч п ) = -2%/ '^ / i ? ; ! n c j / ( / i , > ) = -2v C T / 5 ? i n .A / (p ? ; ! n ) . (12) 

Далее рассмотрим два случая. 
1) Пусть s'm(kpi) ф 0. Выделяя в (8) по формуле Маклорена главную часть при z —> 0, 

используя (7), (9), находим, что уравнение (8) может быть записано в виде 

zp - Pitn/n = Ri}n(z), (13) 

где 0 < с6 < \/3ifn\ < с 7 , Ri,n(z) = 0(п'~1~1/р), R(

lJh{z) ~ 0(n~l)> Обозначим выражение в 
v 

левой части (13) через fi,n(z)- Очевидно, что fitn(z) - Yl(z ~ zi)-; Г1*е zj — корни уравнения 

fi,n(z) ~ 0. Легко видеть, что 
с8тГ1/р < \Zj\ < с 9 т е - 1 / р , \z{ - Zj\ > clQn-l/p (14) 
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( с 8 > О, сю > 0 ) при / ф j . Пусть 0 < а < 1/р. Из (14) следует, что если \z - Zj\ = 
= (c io /4 )n~ 1 ^~ < 7

? то справедливо неравенство | Д п ( г ) | > сцтг" 1 " ' 7 ( с п > 0 ) . Из последнего 
неравенства, (13) и теоремы Руше вытекает, что при всех, достаточно больших п внутри 
окружности \z- Zj \ = ( c 1 0 / 4 ) n ~ 1 ^ ~ < 7 уравнения Дп(^) = 0 и (13) имеют равное число корней, 
значит, внутри указанной окружности уравнение (13) имеет ровно один корень причем 

zj = Zj + 0(n-lf*-°). (15) 

Отсюда и из (14) находим, что при I ф j 

ci2n~1/p < \zi - zj\ < cizn~llp, сып~1/р < \zj - zj\ < с1Ъп~11р (16) 

( c 1 2 > 0, Ci4 > 0 ) . Из наших рассуждений также следует, что при всех достаточно боль­
ших п pi}Tl ф pj>n, 1 < г < j < 2fc, откуда вытекает, что собственные значения задачи (1) 
асимптотически простые. 

Оценим функцию Д'(р) при р = /5,- |П. Легко видеть, что при любом / ( / = 1,р) 

/ W * ) = E П = П + Е П ( г , - ^ ) = п1 + па 

7 = 1 1<3<р,]ф1 l < i < P . i 9 * ' 1 < 7 < Р > 7 ^ ' 1<}<р:]^1 

(при р = 1, П 2 = 0 ) . Из (16) следует, что с к ^ 1 - ^ < < cl7n^-p^f, а из (15), (16) — 

откуда находим, что clsn^l~p^p < | Д п ( £ / ) | < Ci 9 n( 1 "- p )/ p . Из последнего неравенства, (8) и (13) 
получаем, что с20п^Ур < < с21п^)^ ИЛИ с22п^~рУр < |Д ' (&, П ) | < С а з » ( 1 " р ) / р . 
Отсюда и из (12) вытекает оценка 

с24п^р < |Д'(№,п)1 < С2ьп[/Р, (17) 

где с 2 4 > 0. 
2) Пусть sm(kpi) ~ 0. Тогда уравнение (8) приводится к виду 

sin(z/2)Fitn(z) = 0, (18) 

где Fitn(z) - s m p ~ 1 ( z / 2 ) + 2 ( - l ) n % c o s ( ^ 0 c o s ( ^ / 2 ) P ^ 1 ( c o s ^ ) / ( ^ ^ + 27rn + z ) ^ 
здесь Pk-i(t) — алгебраический многочлен степени к ~ 1, причем / \ _ ! ( 1 ) = к. Очевидно, 
уравнение (18) имеет корень z0 ~ 0. Если р — 1, то из (7) легко следует, что при всех 
достаточно больших п Fiin(z) ф 0 при \z\ < г, а также имеет место неравенство 0 < с 2 6 < 
< | .F/ n (0) | < с 2 7 , откуда вытекает оценка 

0 < с 2 8 < | А ' ( & | П ) | < с 2 9 . (19) 

Если р > 1, то аналогично случаю 1), выделяя главную часть функции Fi)n(z) при z —> 0, 
находим, что Д п ( г ) - ( ^ " ! - fliin/n + Ri>n(z))/2p-\ где 0 < с 3 0 < |Д- ) П | < с 3 1 , # ,>(*) = 
= С ^ п - 1 " 1 / ^ - 1 ) ) , Щ n(z) = 0(п~1). Пусть 0 < а < \/{р— 1). Рассуждая далее аналогично 
случаю 1), получаем, что функция FiiTl(z) при всех достаточно больших п внутри каждой 
из окружностей \z — Zj\ — с32пГ1 ^р~^~° ( е 3 2 > 0), где Zj (j = 1,р — 1 ) — корни уравнения 
zv~l - Pi.rJ71 — 0? имеет ровно один корень Zj = z.j -f 0(п~1^р~1-)~<7). Так как c^n~l^v~1^ < 
< \Zj\ < с 3 4 п ~ 1 / ^ ~ 1 ) , \z\ - Zj\ > c ^ n " 1 ^ ™ 1 ) при jj = 0,p — 1, i ф jf, то для тех же I и j 
справедливы неравенства 

СзбП" 1 / ( р ~ 1 } < \zi - ^ | < с з т п " 1 ^ " 1 5 , c 3 8 n - ] / ( p ~ l ) < | i , - %| < с з д п " 1 ^ - 1 ^ (20) 

Отсюда вытекает асимптотическая простота собственных значений задачи (1). 
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Легко видеть, что с 4 0 п 1 < \F-n(0)\ < СцП"1, значит, сЛ2п~1 < \К'{р{,п)\ < сАЛп~1, откуда 
в соединении с (12) следует, что 

О < С 4 4 < |Д'(Д,-,п)| < С 4 5 
(21) 

для серии fiiiU = k(pi + 27гп) ( п = п(): щ + 1,. . . ) . Оценим F-n(zj) при j = 1,р - 1. Очевидно, 
что FJn(zj) — sm(z/2)F(tn(zj). Аналогично случаю 1), исходя из неравенств (20), находим, 
что с46п~&~2У(р-^ < | ^ ' n ( i j ) l < С 4 7 П - ( Р - 2 ) / ( ' " - 1 ) . Отсюда и из неравенства с 4 8 гг~ 1 / ^ - 1 ) < 
< | s m ( i j / 2 ) | < ^дтг" 1 / ^" 1 ^ вытекает, что с^п"1 < \F( < с?л7Г1, значит, с^2п~1 < 

< \A'(piin)\ < С 5 3 П " 1 , откуда в соединении с (12) следует, что 

0 < С 5 4 < |Д'(/Чп)1 < С 5 5 (22) 

для всех серий корней /х,-|П, соответствующих числам г,- ( j — 1,р - 1 ) , где и = п 0 , п 0 + 1 , . . . 
Из (17), (19), (21) и (22) следует, что во всех случаях 

|Д'0Чп)1 > с 5 6 > 0. (23) 

Оценим произведение un(x)vn(£). Согласно [4, с 4 7 ] (см. также [3]), функция Грина 
G(x.^f-i) задачи (1) выражается формулой С(ж,£ , /1) — Я(ж,£ , / / ) /Д( /х) , где 

H{x,(-,ii) = 

е->* д{х,£) 
В ^ ' ) Вх{е-^1Х) Bi(g) 
В2{ё^) В 2 ( е - ' " в ) В2{д) 

(24) 

здесь g(x,0 = (2^)-1sm(fi\x-^\), В^и) = u ( 0 ) , Я 2 ( « ) = « ' ( 1 ) + е«(1) - а 0 « ' ( 0 ) - £ 

Очевидно, # i ( # ) = (2 jU) 1 sin(/xf). Легко видеть, что при < £ < £ J + 1 , j = 0 , m , 

# 2 ( 0 ) = (cos(^( l - £)) +a0cos(v£J + J2aicos(KZi ~ 0)~ 

- ] T ^ c o s ( / i ( 6 ~ 0 ) / 2 + ^ ) - 1 s m ( / z ( l - 0 ) « 

Раскрывая определитель (24), находим, что при < £ < J " 07m, 

# ( * , £ , / / ) = e * W c o s ( / / ( l - 0 ) + a 0 cos(rf) + £ a , c o s ( M 6 " 0) ~ £ «i cos (M& - 0 ) + 
4 (=i ;=i + i 

sm(p( l - 0 ) ) / 2 - е ' " * 8 т 0 * о ( - * ( е - < " ~ « о - f > e ^ ) + г / Г ' е ^ ) ^ 2 -

j m ч . 

c o s ( ^ ( l - 0 ) + « o C o s ( ^ 0 + E a ' c o s ( M ^ - 0 ) - - E a i c o s M ^ - O H e / r 1 s i n ( / i ( l 4 ) ) ) / 2 + 

-e-^sin(^e) ( г * ( е ^ - <*o - Х>К Д ' " ) + e p , - 1 e i f l ) / 2 + A ( / x ) s m ( / ^ - £|)/(2/i) = 
= i sin (//ж) cos ( / / ( l - 0 ) + a 'o cos(/i£) + E a< c o s ( m ( 6 - 0 ) ~ E a ' c o s ( / 4 6 - 0 ) + 

1 sin(/L/(l - £)) + i sin(fi^) cos(/x(l - ж)) - m 0 s i n ( ^ ) сов(//ж) - i sin(//£) ^ a/ cos(/j.(x - £,))-

-6.71 1 sin(/z£) cos( / i ( l - ж)) + Д(/х) sm(n\x - £|)/(2/z). (25) 
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(При j = 0 в выражении в квадратных скобках в правой части (25) отсутствует третье 
слагаемое, а при j = т — четвертое.) Так как нули характеристического определителя Д(/х) 
асимптотически простые, то при всех достаточно больших га, согласно [4, с. 48, 49], 

un(x)vn(0 - ~~2pnH(x,^pn)/A'{fin). (26) 

Поскольку в силу (25) # ( ж , £ , / / п ) = 0 ( 1 ) , то из (23) и (26) вытекает оценка (3). Теорема 
доказана. 

В ряде случаев удается более точно оценить поведение | |^ п | | | | г ; п | | при га —> ос. Из краевого 
условия ип(0) ~ 0 следует, что произвольному собственному значению ф О задачи (1) 
отвечает собственная функция ип(х) = sin(/x n^). Пусть /(га) — произвольная функция нату­
рального аргумента, /(га) > 0, и пусть собственному значению Д 2 , где 0 < | ^ П - Д П | < 1//(га), 
отвечает собственная функция йп(х) — sm(jinx). Тогда м п(ж) = й п (ж) + 0 ( 1 / / ( п ) ) . Пусть 
^п(я) — функция биортогонально сопряженной системы, стоящая в паре с ип(х). Рассуждая 
аналогично [2], находим, что 

1 К | | Ы | > cj(n) (27) 
т 

( ci > 0 ) . Обозначим О 0̂(а*) = cos/г - а / cos(£/^) - а 0 , тогда гу 0(^) = Qk(cQsp): где $*(<) 

— алгебраический многочлен степени к, р — /с/?. 
1. Пусть £ 0, a Qk(t) имеет корень t = 1 или £ = - 1 кратности р (1 < р < к). 

Если < = 1, то Qk(cosp) — А$т2р(р/2) Ц sin((/? - pj)/2) ( А ф 0 ) и уравнение (6) имеет, в 

частности, корни рг = р2 = . . . = />2 р = 0. Из (20) следует, что 0 < | / i ; j n - / / j j f l | < с 2 га 1 / ( 1 ~" 2 р \ 
если 1 < i,j < 2р, г ф j . Отсюда и из (27) вытекает, что при любом i — 1,2р ||г£ г- ) П||||г^ п|| > 
> сзп 1^ 2^"" 1^ ( с 3 > 0 ) , где Щ1П(х) — собственная функция, отвечающая собственному значе­
нию р?п. Заметим, что при р = 1 правая часть последнего неравенства имеет тот же порядок 
роста по га, что и правая часть (3). Аналогично рассматривается случай t — — 1. 

2. Пусть £ 0, a Qa(0 н е имеет корней t = cos (x j /^ ) , где j = 0, Тогда уравнение (6) в 
правой полуплоскости имеет корни р{ьП = pi + 2тгга, где i = 1, 2&, га = 0 , 1 , . . . , 0 < Re pi < 2тг, 
причем для любого г sin(kpi) ф 0. Пусть также многочлен Qk(t) имеет лишь кратные корни 
одной и той же кратности р, 2 < р < к> причем все корни лежат на отрезке [—1,1]. Очевидно, 
что все pi вещественны. Из (17) следует, что при всех достаточно больших га 

с 0 га 1 / р < |Л'(М»)1 < Г 0 « 1 / Р ( 2 8 ) 

( с 0 > 0 ) , Оценим функцию # ( # , £ , / / ) . Легко видеть, что при < £ < + 1 (j> — 0, m 
Я ( ж , £ , / л г > ) = Hi(x,^fjLiin) + # 2 ( ж , £,//*,„), где 

sin(//£ j n ar)cos(^ > f l £)( c o s / i b n + ] T a , c o s ( / i ? > ^ ) - ] T a , c o s ( / i t > f / ) J + - # l ( ^ £ , / A > ) = V - l 

+ s i n ( ^ > n £ ) cos(pijnx) ( cos /xt> - a 0 - E ^ c o s ( ^ > 6 ) ) + 
m 

/=1 

sm(/i ?; ) nrc) s in ( / / i > n f ) ( 2 sin ptijTl + ] T aj s i n ( / i t > f , ) - ] T a, s in(/ i i i T l £,) - ] T a/ sin(/^ > n f , 
/=1 /=/4-1 /=1 

(29) 

Я 2 ( ж , £ , ^ | П ) - e(V^lsm(nitnx)s'm(niin(l - £)) - sm(jii:„0 c o s ( / / 8 > ( l - ж)))//х,- ] П. 

Очевидно, что 
| Я 2 ( 1 , е , ^ , „ ) | < c j n - 1 . (30) 

Пусть функция На(х,£,ц) определяется равенством (24) при е = 0. Из (25) следует, что 
при £ , • < £ < & + 1 ( j = 6 7 m ) 

з 

Ho(x,t,hi,n) = Л г ,д£ , - , п )К . (а ; ,£ ,А,>) , (31) 
r = l 
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О 0 0 о о о 
где V i (a ; , f 5 /V) = з т ( ^ г > ж ) c o s ( / J t > £ ) , У 2 ( ж , £ , ^ | П ) = s in ( /J t > f ) c o s ^ - ^ ) , V 3 ( s , £ , / 4n ) = 

0 0 0 0 0 m о 0 
= s i n ( ^ j n j ; ) s m ( ^ ; j n £ ) , Л ь ^ ^ ' п ) = cos(M t >) + E ^ с о з ^ - Д . ) - E cos(/^ j n&), A 2 ) i ( / V ) -

/=1 f=j+l 
о m 0 " o i o m o 

= c o s ^ 4 > - a0 - E a / c o s ( ^ > £ / ) , A 3 ) / ( / / i , n ) = 2 s l n / ^ n + E tt'sin(^,n(f) - £ a, s i n ( / ^ i n 6) -

- £ a / sm(A{> nf/), / л 2

п — собственные значения задали (1) при £ = 0. Согласно (10), (11), 
i=i 

при всех достаточно больших п и любом г, где г = 1,2А?, |//г->тг— /^, n | < с2п 1К2к). Сравнивая 
правые части (29) и (31). с учетом последнего неравенства находим, что 

Н г ( х ^ ^ п ) - Я 0 ( ж , ^ / \ п ) - 0{п-1№% (32) 

Обозначим К = [0,1] х [0,1], Kj = [0,1] X j = 0,m. Оценим функцию # 0 ( # , £ , А г > ) . 
Очевидно 

m / 3 

H # o ( z , £ A " ) ! l L ( K ) = E l Y,\Ar.Akn)\2\\Vr\\l2(Ki)+ 
j~0 ^ r = l 

+2Re £ ^ , у ( А . - , п ) ^ ( ' Д < , п ) ( ^ , ^ ) В Д ) ) . (33) 
l < / ? < 7 < 3 ^ 

0 

Так как все V>i)n — вещественные числа, то непосредственно проверяется, что при любом j 

(V0,V.r)L.2{K]) = O(n-1), (34) 

если /3 < 7 , и при любых j , г, г, га 
ЦКЦад.) > с 3 > 0. (35) 

Далее заметим, что для любого / = 1,га sin(A £ j n^,) = sin(/^ ( f l 0 £i) , cos( /^>6) ~ c o s ( ^ > o 6 ) -
о 

Отсюда следует, что величина A r > J - ( / \ n ) не зависит от п. Докажем, что при каждом г хотя 
о 

бы одно из чисел Arj(^ijTl) (г — 1,2,3, j = 0, га) отлично от нуля. Если все щ — 0, где 
0 0 0 0 

/ = 1 , т , то при c o s M l > 0 7^ 0 А 1 ) > 7 - ( ^ г > а ) ^ 0, а при c o s / ^ > 0 = 0 A 3 } i ( / ^ n o ) ф 0 . Если а, 0 ф О 
О 0 0 

(1 < 'о < т ) , то при c o s ( ^ > G f / o ) / 0 A ^ ^ / i ^ J Ф А М о (М г - ; П о ) , а если c o s ( ^ > 0 £ / о ) = 0, то 
о 

s in ( / / 1 > 0 £ , 0 ) ^ 0 и, стало быть, А з ^ ^ ^ ) / А З Л ( / ^ 1 П о ) . Отсюда и из (35) следует, что 

m 3 

Е Е 1 ^ . / А - . " ) 1 2 1 1 ^ И а д ) > с 4 > о . 
j=0r=l 

Из последнего неравенства, (33) и (34) вытекает неравенство j | # 0 ( £ , f >M4>)IU2(/0 - ° 5 > >̂ 
учитывая которое, а также соотношения (30), (32), заключаем, что 

\\Н(х,Ь&,п)\\ЫК) > ев > 0. (36) 

Так как fj,ifn —простые нули функции Д(/ / ) , то произведение uin(x)viin(() может быть выра­
жено но формуле (26). Из (28) и (36) получаем, что c 7 | ^ > ! ( p ~ i ) / p < IK,n | | |Kn | ] < C8 | /A>l ( p "~ 1 ) / p 

( с 7 > 0, с 8 > 0 ) , 
Исследуя случаи 1 и 2, мы накладываем определенные условия на корни многочлена Q*,(/). 

Рассмотрим задачу (1), если £/ — //(rn + 1 ) , / = 1, m. Тогда, fc — га + 1 и Q^(cosp) -
m 

= cos(fcp) — £ t t f C o s ( / p ) ~~ ao- Так как [7, с. 86] при любом п > 2 соъ(пх) ~ 2п~1 cos n ж + 

+P n__ 2(cos ж), где Р п _ 2 (£ ) ~~ алгебраический многочлен степени га — 2, то, выбирая числа а 0 , 
a i , . . . . a m , можно получить любые наперед заданные коэффициенты у многочлена Qk{^osp) 
и, стало быть, любые наперед заданные корни. В частности, для задачи 

u" + fi2u = 0, и(0) = 0, и'(1) + еи(1) = - (3 /2 )^ / (0 ) + 2и'(1/2) , 
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где £ ^ О, к — 2> ^ ( c o s p ) — 2(cosp - 1/2) 2 , для любого п справедливо неравенство 

c 9 | ^ n | 1 / 2 < I K I H k l l < с 1 0 | ^ | 1 / 2 ( с 9 >.0, Сю > 0 ) . 
Требование, чтобы все числа & были рациональными, является существенным. При на­

личии даже одной иррациональной точки £[ оценка (3) может не выполняться. Рассмотрим 
задачу 

и" + р?и - 0, «(0) = 0, и'(1) = (37) 

где £ — некоторое иррациональное число, 0 < f < 1. Тогда Д(/х) = —2ifi(cosft - cos(£//)) = 
= 4z/isin((l + ^ ) д / 2 ) sin((l —£)fi/2) и уравнение Д(/г) 0 в правой полуплоскости имеет корни 
^ 0 = 0, / i n ~ 27гп/(1 + 0> Д п = 2жп/(1 — f) , п = 0 , 1 , . . . Отличным от нуля собственным зна­
чениям соответствуют собственные функции ип(х) = s in( / / n £) , й п (ж) = sm(jlnx). Пусть f(q) 
— произвольная функция натурального аргумента, f(q) > 0. Обозначим cp(q) ~ /(</)/(8тгд). 
В [9, с. 27] построено такое иррациональное число 7, 1/4 < 7 < 3/4, что существуют две 
последовательности натуральных чисел рп и qn такие, что 

|Т ~ Рп/Яп\ < 4>(qn). (38) 

Положим £ ~ (1 - 7 ) / ( 1 + 7)? тогда 7 = (1 - 0 / ( 1 + О- Из (38) следует, что 0 < |ji f f n - Д Р п | = 
= (2тг/(1 - 0)1Т9п ™ Рп| < / (?«)• Из последнего неравенства и (25) вытекает, что | |w ? n | | | K J | > 
> c0/f(qn) (с0 > 0), т . е . для указанной подпоследовательности номеров произведение 
H^nlllKiil при гг —> оо растет быстрее любой наперед заданной функции от п. 

Далее рассмотрим задачу (37), если f = (1 - /?)/(1 + /3), где /3 — 0 , 1 2 3 4 5 . . . (в деся­
тичной дроби после запятой последовательно расположены все натуральные числа). Известно 
[10, с. 122], что существуют две последовательности натуральных чисел рп и qn такие, что для 
любого £ > 0 0 < \/3-pn/qn\ < qn10+e- Отсюда следует, что 0 < | д д п - Д Р п | = (2тг/(1 - 0 ) 1 ^ 9 " ~ 
~Рп\ < (2тг/(1 ~ 0 ) ? п 9 + е - Из последнего неравенства и (27) вытекает, что 

1 К 1 Н К Л > с 1 9 ^ в . (39) 

Оценим Д' (д)- Легко видеть, что Д ' ( / / п ) = 2 г ( - 1 ) п ( 1 + OMn sin((l - O / W 2 ) = 2 i ( - l ) n ( l + 
+Оа*П s"m(p7cn). В [10, с. 123] установлено, что для любого натурального к и любого п > щ 
\j3n — к\ > n ~ 1 0 i . Отсюда получаем, что jsm(/37rn)| > с 2 п ~ 1 0 1 и, следовательно, | Д ' ( д п ) | > 
> Сз7г~100. Аналогично находим, что |Д'(/£)| > с4п~100. Из двух последних неравенств и (26) 
следует, что для любого п \\un\\\\vn\\ < c 5 n 1 0 1 , откуда и из неравенства (39) вытекает суще­
ствование краевых задач типа (1) с высоким полиномиальным ростом по п произведения норм 

1 К Н Ы 1 . 
Автор выражает глубокую благодарность В. А. Ильину и Е. И. Моисееву за внимание к ра­

боте. 
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