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ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ПОДГРУППА УНИТАРНОЙ ГРУППЫ НАД PI-КОЛЬЦОМ 

В 1977 г. А. А. Суслин [1] доказал, что если А — коммутатив­
ное кольцо и /г>3, то элементарная подгруппа Еп(А) нормальна в. 
линейной группе GLn(A). Этот результат играет важную роль при 
рассмотрении многих вопросов о строении группы GLn(A) и за по­
следние годы обобщен в различных направлениях. Так, М. С. Тулен-
баев [2] показал, что аналогичный результат имеет место для колец, 
конечно-порожденных как модуль над своим центром. Ортогональный: 
и симплектический случаи рассмотрены в этой ситуации А. А. Сус­
линым и В. И. Копейко [3, 4] (существенно позже появилась рабо­
та [5] , в которой передоказывается симплектический случай из [4 ] ) . 
Эти вопросы для сетевых подгрупп и классических групп Шевалле 
рассмотрены 3 . И. Боревичем, Н. А. Вавиловым и В. Наркевичем 
[6, 7, 8 ] . Достаточно большим и интересным классом колец, для ко­
торых вероятна справедливость такого типа результатов, является 
класс колец с полиномиальным тождеством, то есть PI-колец (в об­
щем случае, как отметил В. Н. Герасимов [9], это не так) . Ранее ав­
торы показали [10], что для PI-кольца А группа Еп(А) субнормаль­
на в GLn(A). Цель настоящей работы — доказать, что элементарная 
подгруппа унитарной группы над PI-кольцом субнормальна, а авто­
морфизм, тождественный на ней, является тождественным и на всей 
унитарной группе. 

§ 1. Введение. Пусть R — ассоциативное кольцо с единицей и ин­
волюцией j , U(R, j) ={a^R\aal = a}'a='l} — унитарная группа коль­
ца R, Z — центр кольца /?, [a, b]=arlb-xab и [М, N] — коммутант-
подгрупп М и N группы U(R, j) (см. "[11]). 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть f2 = f^R. Будем говорить, что h}'(f)> 
> 1 (или гиперболический ранг для f строго' больше единицы), если5 

существует система элементов Ef = {ец\\<ci, / < 4 } ^ / ? , такая, что / = 
= £ц, eijeks = Sjkeis, где б/* — символ Кронекера, и 

^ 1 1 = 622, ^ 3 3 = 644, ^ 1 2 = — ^ 1 2 , ^ 1 3 = в 42. (1) 
О п р е д е л е н и е 2. Пусть hj(f)>l и Ef — система элементов из? 

определения 1. Через Ef(R, j) обозначим подгруппу группы U(R, /),.. 
порожденную множеством 

{l + eiiX{l—eii) + (l—eti)fyeUi^U(R,j)\x,y.^R9 1 < / < 4 } . 

О п р е д е л е н и е 3. Через p. i. cleg*/? обозначим рЛ.-степень коль-
ца R, то есть т/2, где т. — наименьшая степень стандартного полинома 
St(xv . .. ,xm) = (— l) | c r l x 0 ( i ) . . . x0{n), обращающегося в нуль 

на всех первичных фактор-кольцах кольца R. 
Отметим, что кольцо /?, являющееся конечно-порожденным моду­

лем над своим центром, имеет конечную p. i.-степень, а p. i.-степень 
коммутативного кольца равна единице. 

§ 2. Формулировки основных результатов. 
Т е о р е м а 4. Пусть R — конечно-порожденный модуль над сво-
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им центром Zy / 2 = / е # , / i ' ( / ) > l . Тогда Ef(R, j) — нормальная под­
группа группы U(R, j). 

Т е о р е м а 5, Пусть p. i degi? = £ < o o , f2 = f^R и /г'(/) > 1 . Тогда 

[U (Я, /), £ , ( # , / ) , . . . , £ ,( /? , / )] - £ , (ft у) (2) 

uEf(R, j) — субнормальная подгруппа группы U(R, j). 
С л е д с т в и е 6. Пусть R — конечно-порожденный модуль над 

своим центром (соответственно p. i. d e g / ? < o o ) , n > 4 , q^GLn(R)y q]' = 
=—(7 и для некоторых чисел ku k2y &з> где \<.ki<n, пересечение: 
строк и столбцов с этими номерами в матрице q имеет вид 

О 1 0 0> 
-1 
О 
О 

Тогда EUn(q, R) — нормальная {соответственно субнормальная} 
подгруппа унитарной группы Un(q, R). 

В том случае, когда п = 2m, m ^ 2, q = ( ^ и 
\ ч — £ т 0 / 

инволю­

ция / тождественна, утверждение следствия 6 доказано ранее в [4, 
следствие 1.11] (потом в [5 ] ) . Линейный и ортогональный случаи 
рассмотрены А. А. Суслиным, М. С. Туленбаевым, В. И. Копейко [1 
3] и авторами [10, 12]. Теоремы 4 и 5 применимы и к тем подгруп­
пам" унитарной группы Un(q, R) при я > 4 , которые реализуются в 
виде U(S, т) , где ax = qaJ'q~\ S — подкольцо кольца матриц Rn, инва­
риантное относительно инволюции т, f2 = f e S , hx(f)>\. В эту ситуа­
цию, в частности, укладываются р-сетевые подгруппы [13* 6, 7, 8] 
унитарной группы Un(q, 'R), инвариантные относительно инволюции т, 
где р — некоторое отношение эквивалентности на множестве {1, 2, ... 

я}, причем каждый класс эквивалентности отношения р содержит 
четыре числа, для которых пересечение строк и столбцов матрицы q* 
с этими номерами имеет вид 

0 1 0 0 

Т е о р е м а 7. Пусть p . i. d e g # = £ < o o , f2 = feERy ft'(f)>l» H — 
подгруппа унитарной группы U(R, /), E(Rf j)^H и ф —автомор­
физм проективной группы PH = HI(Zf)H)y тождественный на подгруп­
пе PE(R, j)=^E(Rf j)/(Zf\E(Rf /)). Тогда автоморфизм ф тождествен 
и на всей группе РН. 

В линейном случае аналогичное утверждение доказано авторами: 
в работе [10]. 

§ 3. Основная лемма. 
Л е м м а 8. Пусть hi(R)>lr* • 

xeEe22Reu, a<=enR(l—en), ^enR(en-\-eu), (3) 
р а / = :р,р/ = а а / = = 0 , - (4) 

x + х1 = е2феп + (е21$еп)' = 0. (5) 
Тогда 1 + ( а + Р) '*(а+.р)е=£> "(#). 

31 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (4) следует, что 
1 + (а. + р) fx (а + р) = (1 + а*ха) (1 + р>*р) (1 + а'*р + Р'ха). ( 6 ) 

Положим у = а(1—е22). Из (3), (4) вытекает, что 
уу! = у(еп + е22) = 0 . (7) 

По определению 2 из (3), (7) вытекает, что l+x^E(R, j), l + yJ'e22— 
—eny&E{R, у), l + ^ v + Y ^ e f ( /? , ' / ) ' ' [ 1 +7^22—<?iiY, 1 + * ] = ( 1 + 
+ Y7*) {l+yixy)t=E(R, / ) , ai = l + Y ^ Y ^ £ ( ^ / )• Далее, a 2 = l + 
+ enaJ'xae22<=E{R, / ) , a 3 = l + Y ' ^ a ^ + e n a ' ^ Y ^ ^ ^ . / ) , а из (3) полу­
чаем 

1 + р / х р = 1 + ( е 2 2 + езз)Р / хр(ё и + в44 )е£ ' (7г , / ) , (8) 
a i a 2 a 3 = l + a / ^ a e £ ( i ? , / ) . (9) 

Положим p = a ( l — е 2 2 — £ 3 3 ) . Из (3), (4) получаем, что рр7 = 
= —а(взз + в44 ) а / . По определению 2 

а 4 = 1 + Р'хр -f plxfi—р/хав44а/хр = 

= (1 + е22$хр + р Ъ ф е п — е ^ х а е ^ х ^ е и У Х 
X (l + ^ p / x p + p ^ p ^ — e ^ x a e ^ d x ^ e u ) X 
X (1 + ^ 2 2 р / хав 3 за / л:р^44—вззр'яа^а'хреп) • 

Положим y = e2iP, 2 = (вц + г44)а ;л:в12. Из (3), (4) получаем, что § = 
= Р(^11 + ^ 4 4 ) , 0 = ра / = р(ец + е 4 4)а / и 

> = 0. ( 1 0 ) 

Из (5) следует, что l + e2\$en^E(R, /), 
l + y + e3s$ie2lEEE(R, j), J + ze2i$enzi=l + zyzi<=E{R, /), 

( 1 — 2 + zi){l + zyzi)='l— 2+z' + zyzi&E(R, /). 
Далее, -

2 ' (У +вззР /б21) = 2 ( — i / / + e 2 ipe 4 4 ) = ^ 2 i i p e 4 4 = Y ^ ^ n ^ 4 4 , 
(1 + 2 — 2 0 2 ' ) ( 1 + У + е з з Р ^ 2 1 ) = 

= (1 + г#) ( 1 — y).+e—2'—zy&' + y—егг^е21 = аъ = Е (R9 /), ^ 
2 ( Y + Y / ) ^ = 0 > ^ ' ( Y + Y O = 2 ^ / = = о г ^ в 1 1 / ? 2 2 , yyJ' = 0. 

Тогда 
a 6 = a 5 (1 + Y—YO = ( 1 + гУ) (1 —a) + z—zi—zyzi + yi£=E(R, j), 

1/1= (у + еззР^гО ( 1 + Y — У 1 ) — yJ^{e2+e3)R{el + ei+e2)1 ( I I ) 

a7 = ae(l—z+z' + 2zyzi) = (l + yz)(l-^)+y2<E=E(R,j)9 

где у 2 ^ ( в 2 2 + езз)Л(ец + е 4 4 + в 2 2 + ёзз).Из ( 1 0 ) получаем ав=1 + 2у—у1г^ 
^U(R, j). Следовательно, b = a8~la7^U(R, / ) , и из ( 1 1 ) вытекает b = 
= 1—0 + у з , G<=e\R2, г /з^(^22 + ^зз)Ж^22 + ^зз + ^п + ^ 4 4 ) . Из условия 
bbj=l получаем, что a = —a f

9 y3^.{e22 + e33)R и, следовательно, fee 
^E(R, /), a8 = a7b-l(=E(R, / ) , то есть 

a 8 = 1 + zy—y'zi = 1 + (ei 1 + е 4 4 )a ; *P + P'*a(e 2 2 + e 3 3 ) ^ E ( R , j). 

Из (3) имеем аец = 0, 
a 4 * 8 = 1 + 'P''*a + a ^ p + p'xa (ei 1.+ eu—eu) a ; xp = 1 + рЪса + a y*p. 

Таким образом, 1 + $<ха+а'х$<=Е(/?,'/), и из (6), (8), (9) получаем, 
что 1 + ( а + р ) ; л : ( а + р ) е £ , ( / ? , / ) . Это завершает доказательство леммы. 
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§ 4. Д о к а з а т е л ь с т в о основной теоремы. Из определения 2 получаем, 
что нормальный делитель группы Ef(R, / ) , порожденный элементом 
1 + ^12, совпадает с Ef(R, / ) . Следовательно, достаточно доказать, что 

\ + del2a^Ef (R, /) 

для любого a&U(R, j). Пусть Z — центр кольца /?, / — максималь­
ный идеал в Z, RI — идеал в R> порожденный идеалом /. 

4.1. Пусть 1Ч- RI. Тогда покажем, что cd=l+X для некоторых 
d^R, X^F. Действительно, поскольку модуль Rz конечно-порожден 
и c&l+RF, то по теореме Гамильтона — Келли [14] 

cm + hcm-l + ... + hn-iC+ (1 + U ) = 0 , 

где :с(—crn+i—X\Cm~7— • •— A,m- 2) = i + ?w. Тем самым рассмотре­
ние случая 4.1 завершено. 

4.2. Пусть 5 — полупростое артиново кольцо и d, b&S. Покажем, 
что тогда (a+br)S = aS + bS для некоторого г е 5 . 

Доказательство случая 4.2 аналогично проверке условия st .r .S = 
= 1, доказанного в [15]. (Здесь st.r. S — стабильный ранг кольца S:) 

4.3. Пусть a^U(R, •/'). Тогда существуют b&E(R, / ) , Л е / и s, 
^ ^ 2 2 ^ ^ 2 2 , такие, что 

ts= (1+1)е 2 2 , - e^Saft = а + р , (12) 

a p / = pp/ = a a / = ^ 2 1 p e i l + ( e 2 ^ e i i ) / = 0, (13) 

a€EenR(l—en), $eEenR(en + eAA). (14) 

Действительно, пусть S = R/RI. Тогда фактор-кольцо 5 / / (S) кольца 5 
по радикалу 7 ( 5 ) является полупростой артиновой алгеброй над по­
лем Z/I. Из равенства 

е22 = е&аа'въъ = е%2а ( е 3 3 + е А А + (1—е 3з—е А А)) а'е 2 2, 

пункта 4.2 и определения группы Е (R, /) получаем, что существуют 
b^E(R, /), ru r 2 e i ? , для которых 

е22аЬеззГ\е22—е22^Шу (15) 
e 2 2a&enr 2e 2 2—e 2 2<=RI. , (16) 

Из (15), (16) и пункта 4.1 получаем, что найдутся 1 ь Я 2 ^ / , г3, rA^Rt 

для которых 
е22аЬе3гг3е22 = (l + li)e22y (17) 
e22abenrAe22= (l + l 2 ) e 2 2 . (18) 

Положим c = ab, w=--e\2C]e\2c, 
Р = (1 + A,i) ((1 + к{)iweii—wendenrJeAA), 

a = (1+Ai) (1+A,I)'"OJ—p. 
Тогда 

a + p = e i 2 ( l + l i ) (l + M O ^ a f r , $<EEenR{en + eAA)y 

a<=enR(l—en), №=$(ец + ец) (е 22 + е3з) !Р / = 0, 

(a + P) (a + p ) l eRenabb ia ienR = Re 1 2e 1 2)? = {0}, v 

P a ' e ( ( l + XiHa^i ic '^ 

Наконец, 
e i 2 pen+ (^2iP^i i ) / = = (l + l i ) {l + h)i(e22ciei2cen+ (e22deX2cexx)f) = 0 
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и 
£ W e 2 2 (1 + Я1) (1 + l i ) i d e l 2 = (1 + As) ( 1 4 - l i ) ' (1 + h) • 

Тем самым справедливость условий (12), (13), (14) доказана, что з а - , 
вершает рассмотрение случая 4.3. 

Пусть a^U(R, j). Для каждого максимального идеала / кольца Z 
зафиксируем элемент для которого справедливо условие (12) 
пункта 4.3. Тогда идеал кольца Z, порожденный элементами 
(l + Ki) ( l + l / ) 7 , совпадает со всем кольцом Z и ; 

'• 1=1 , 

где a ^ Z , h'^Ii, It — максимальный идеал в Z. Следовательно, 

1 = ( £ О +'*«) (1 + «,) ( £ (1 + К) О + М ' Ч ) ' 
1=1 1=1 

и * 

1=1 
Из равенства (19) вытекает, что 

1 + a V z = П (1 + ((1 + h) аУ (PAi) О + •«() a) .=. 
ч '=1 

Л 
••'•' = П (1 -I- (e,2s,.a&)' е21^' р^, 2^е 2 1 (е 1 2^а^)) 6{. 

i=i > .• ' "' 
Из (12), (13), (14) и леммы 8 вытекает 

П 
£, ( /? , / ) , 1 + a^ 1 2a - П M ^ e £ f (Я,/). 

- i=i . 

Тем самым доказательство теоремы завершено. 
§ 5 . Унитарные группы над PI-кольцами. Пусть / — идеал кольца 

R и U(R, I, /) = { a e t / ( / ? / / ) |a—1-е/} — конгруэнц-подгруппа уровня 
/ . Проведем доказательство теоремы 5, следствия 6 и теоремы 7. 

5.1. Пусть Q — пересечение всех первичных идеалов Р кольца Rr 

для которых p. i. d e g / ? / P < p . i. deg/?. Покажем, что 
{Ef(R, / ) , U(R, Q, j)]=Ef(R). 

Поскольку ' 
[Ef(R, / ) , l + el2]=Ef(R, j) v[U(R, Q,j), Ef(R, j)]^U(R,Qt /), 

то достаточно показать, что 
l + a / e 1 2 a e £ f № /) (20) 

для всех a(=U(R, Q, j). Пусть a<=U(Rt Q, j) и Л — подкольцо коль­
ца R, порожденное множеством 

В работе И. 3 . Голубчика и В. Т. Маркова [16] доказано, что идеал 
Q алгебраичен над Qf]Z, и поскольку a— 1<=Q, то все элементы коль-
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ца Л алгебрайчны над Z. В силу теоремы А. И. Ширшова [17] коль­
цо Л — конечйо-порожденный модуль над Z. По теореме 4 

*"U-afel2aeEEf(A, j)^Ef(R, /). 
Тем самым условие (20) выполнено и рассмотрение случая 5.1 за­
вершено. 

5.2. Пусть radR — первичный идеал кольца R. Тогда 
[£/(/?, radtf, / ) , Ef(Ry j)]^Ef(R, j). 

Действительно, достаточно показать, что 
l+bie2ibe=Ef(R, j) (21) 

для всех h^U(R, radR, j). Пусть b^U(R, rad#, / ) . Тогда 
e r a d / ? и епЬеигеп = еп для некоторого r^R. Поэтому существует а е 
e £ f (R, j), для которого 

e i i6ae n = 0, 
и для элементов а = ецйа и р = 0 выполнены условия леммы 8. Следо-
вательно, 1 + а*Ые2\ba&Ef (R, j) и 

1 + Ь'е2ф = а(1 + шЫе2\Ьа)a'<=£f{R, /). 
Тем самым справедливость условия (21) доказана и рассмотрение 
случая 5.2 завершено. 

Поскольку p. i. deg/?/Q<p. i. degR, где Q — идеал из пункта 5.1, 
то, проводя индукцию, получаем 

[U(R, /), Ef (/?, /), .: , Ef(R, j)] С Ef (/?, /) -6/ (fl, Q, j). 
^ л-i 

Далее, по пункту 5.1 
[U{R, /),£,(/?,/), . .. , Ef(RJ)]ClEf(R, fi.UjR^adR, j) 

и по пункту 5.2 
[[/(7?, / ) , £ f ( f l , / ) , . . . , Et(R, j)\<=Ef(R, j). 

,Тем самым доказательство теоремы 5 завершено. 
5.3. Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 6. Пусть S = Rn — коль­

цо (пХя)-матриц над /?, {fk,m\l<k, т<сп} — матричные единицы коль­
ца Rn, a&S, ax==qaiq~l, eij==fkitkj, f = e n , где / < 4 , ku k2, k3, kA — 
числа из условия следствия 6. Тогда h>(f) > 1 , система £ у = { е , / | 1 < 
< i , / < 4 } удовлетворяет определению 1 с инволюцией т, Un(qy R) = 
= £/(S, t ) , En(q, R) = Uf(S, т). Таким образом,,.утверждение следст­
вия 6 вытекает из теорем 4, 5. 

5.4. Д о к а з а т е л ь с т в о - т е о р е м ы 7. Положим Hk~ 
= [Я, £(J?, /), . , Е ( R , /)] для 1<&</тг + 2. Тогда Нт+2 = Н. По тео-

т+2—& 
реме 5 # i =E(Rf j). Проведя индукцию по покажем, что автомор­
физм ф тождествен на группе РН. Так как H\=E(R, / ) , то по условию 
следствия 7 автоморфизм ср тождествен на РН\. Пусть ф тождествен 
на PHk~\ и 1 < £ < т + 2. Тогда Hk~\ = [Нку E(R, / ) ] . В силу индуктив­
ного предположения 

ц){а5а-1)==аБа~1 • (22) 
для всех a^PHk, b^PE(R, j). Пусть 

ф(а) = C a = Ca-' (Z("]#), (23) 
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где с а е Я , a e f l * . Из (22) следует существование элементов A,a,&eZ, 
для которых 

. Cabc(rx=-ahcrx-'ka,b (24) 

при всех b^E(R, j). Из (24) получаем, что СаЬсаГ1 = йЬа-{ для всех 
b^[E(Ry /),. E(R, j)]. Поэтому сг1са лежит в централизаторе группы 
[E(R,j)y E(Rt •/)] и a~lca^Zt а = Са. Из (23) следует, что ф ( а ) = а для 
всех a^PHh. Таким образом, теорема 7 доказана. 
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НЕКОТОРЫЕ ДИСЦИПЛИНЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ 
БОЛЬШОГО ПАКЕТА ЗАЯВОК 

1. Постановка задачи. Обычно в системах массового обслуживания 
мы располагаем некоторой информацией о ходе обслуживания. С каж­
дым требованием свяжем случайную величину г)о, которую будем трак­
товать как его длину, то есть как время, необходимое для обслужива-
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