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ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА С. Н. БЕРНШТЕЙНА ДЛЯ НАИЛУЧШИХ 
ПРИБЛИЖЕНИЙ В СРЕДНЕМ И НЕКОТОРЫЕ ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

В настоящей работе приводится доказательство предельной тео­
ремы Бернштейна [2] для метрики пространства Lq и рассматриваются 
некоторые связанные с ней вопросы. 

§ 1. Предельная т е о р е м а С. Н. Б е р н ш т е й н а в метрике 
п р о с т р а н с т в а Lq (1 < q < со) 

С. Н. Бернштейну [2] 1) принадлежит следующая 
Т е о р е м а В. Если 

оо 1 

( J | / С * ) | * dx^<M< со, 1 < < 7 < о о , ( 1 ) 
—оо 

то 

lim Ш Еп (7; ) = Hm lim Еп (f- -^-) = Aa ( / ) r , (2) 
CO 2 

где A ( / ) , — inf ( i \f(x) — (x) I9 dx Y<T — наилучшее приближение 
a —oo 

функции f(x) на (—со, оо) целыми функциями степени не выше о 

в метрике пространства L (1 < q < со); £"„(/; а), == inf ^ П / ( х ) — 
q Рп la 

— Pn(x) \qdx^q — наилучшее приближение функции f(x) алгебраи­
ческими многочленами степени < п в метрике пространства 
Lq{~a,a) (£„(/ ; 1)L =En{f)L )• ч ч 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ga(f; х) и Р„ ( / ; х) — соответственно 
целая функция степени < о и алгебраический многочлен степени < я, 
для которых 

со 1 
( j 4 / ( * ) - ^ / ; * ) | * ^ ) T = 4 ( / ) v ' 

— оо 
П 

( f )f(x) -/>„(/; х)I 9 d x y = ZT„(/; - J - ^ . 
я <? 

!) В цитируемой статье формулируется несколько более общая теорема. 

К-360. Математика — 6 
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В силу (1) имеем 

( j " | / > „ ( / ; x)\"dxy <2М. 
a -f- e 

Известно [5], что (0 < e < 8) 

max \Pn(f; x)\< A (— " \т 2M < Af,s~ % 

° + 2s 4 V \a + sj V" +2e. 

где Mi — константа, не зависящая от л, # и е. Благодаря неравен­
ствам В. А. Маркова для коэффициентов многочлена Pn(f; х) = 

я 

== V drt) X s , получим 

- — (о + 2s) f t 

| C i ' ! , ! < A * i e

 2«—£Г-. (3) 

Обозначим 
я 

Aa + Jf-,-^~) = inf ( f | / W - ^ + a . ( x ) l « d r ) T = 

a -f е 
П 

а + е 
и -г & 2 

о + в 
где g„ + 2е — целые функции, коэффициенты ряда Тейлора которые 
удовлетворяют условию (3). Тогда, очевидно, будем иметь 

д 
и, следовательно 1 } , 

Так как все целые функции £ a + 2 s „ (х) удовлетворяют условию (3), 
то по принципу компактности можно выделить подпоследователь­
ность натуральных чисел пк так, чтобы последовательность функ­
ций ga + 2e,nk(x) н а любом конечном отрезке [—а, и] равномерно схо­
дилась к некоторой целой функции ga + 2e(x), имеющей конечную 

1) Последовательность чисел Аа , 2 г ( / . ' — ~ — ) не убывает с возрастанием л, 

и так как ga , 2е(/; х) удовлетворяет условию (3), то А , 2 (/; —-—) < 
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степень < a -f- 2г. Так как в соотношении 

—а 1 

можно сделать предельный переход, то 
а _1_ 

( П Я - к ) - ^ + 2 Д - * ) 1 ? ^ У < lim A. + Jf; - ^ - ) <AG + 2e(f)L . 

Увеличивая а до оо, найдем, что 
со 1 ' f \ f(x)~g a + 2s(x)\«dxy < lim Aa + Jf; - ^ - Л < А + 2 Д А . 

—oo K 1 

откуда вытекает равенство 

и™ Д, + а .(/; ~ Т ) г - <\ + ,Af) 
n — оо \ о -f- e JL q 

и, следовательно, 

i jH l^ (7 ; ——") >A + 2Af)i • (4) 

Неравенство (4) справедливо при любом е > 0, и, стало быть, 
lim lim Ея ( / ; ~^—\ > lim Л с + 2 t ( / ) , = Л, + 0 ( / ) , . . (5) 

Аналогично получим 
lim lim Еп (f; ) > lim lim Л e ( / ; = Aa_0(f)L. 

(5') 
Заметим, что если целая функция (л) удовлетворяет условию (1), 

то [6], [7] | g, (х) | < 2a ? Ж Для любого /? > о существует последо­
вательность многочленов Qn (х) степени < п такая, что [3J, [7] 

т а х я Ig , (X) - QA(х) | < 4,Т М | / е х р [ ~ Т (тО"*"]' 
и, следовательно, 

Из этого неравенства вытекает, что 

lim ^ u , ; - ) = 0 
i " • 

1 л я любых фиксированных p > о, откуда 
lim lim £ n ( V , ; - f - " ) = 0. 

j Полагая ga(x) = ga(f; x), получим 

n -v «> \ о - f e / £ я -• оо \ о + E JL q 
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откуда при s—*0 
п \ 

I I U 1 JJ.nlJ,-
П со , \ С 

Аналогично получим 

lim lim EJf: — ) < Л 3 ( Л , • (6) 
е 0 га -s- со \ о -г Е JL Ч 

lim lim £ „ ( / ; < Л _ 0 ( / ) £ . (6') 

Так как невозрастающая функция А (о) = A3(f)L непрерывна при 
любом значении а > 0, если выполнено условие (1) (см. [1]), то из (5), 
(5') и (6), (6') следует соотношение (2). 

Опираясь на теорему В и используя известные рассуждения 
С. Н. Бернштейна, получим следующую теорему. 

Т е о р е м а В'. Если, существует такое о0 < с», что A(f)L < со 
q 

для всех о > о0 , то (1 < g < со) 
lim £ „ ( / ; = Л Л / ) £ (7) 

л - j - o o \ ъ J L q Ч 

для всех -з > та,,, где ? определяется из уравнения 
- V T T i = ln (т + ]/~Т 2+ 1) (Т ̂  1,51...). (8) 
т 

Значение т ие может, в общем случае, быть снижено. 

§ 2. О б а с и м п т о т и ч е с к о м п о в е д е н и и в е р х н и х граней 
наилучш I X п р и б л и ж е н и й в с р е д н е м на к л а с с а х ф у н к ц и й , 

д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х д а н н о е к о н е ч н о е ч и с л о р а з 

Обозначим через и^ ( г ,Я/(уИ) класс функций f{x) действитель­
ной переменной (— оо < х <.оо), (г — 1)-я производная которых а б с о 
лютно непрерывна, r-я производная принадлежит Lq (q > 1), и 

оо 1 

( j \f(r) (х + й) - / ( г ) (х) | « dx) 5~ < AfA" (0 < а < 1). 
— со 

Заметим, что если f(x)£ W^H,J(l), то Mf(x)£W^Hq*{M) л 

/"(Хх) £ W{r) Hq('h q). Отсюда следует, что X (Хх) ( 
— (т + а — — \ 

^W^Hq(l), т. е. X ч * ' f(Kx) принадлежит тому же класс}, 
что и / (х ) . 

Известно [1], что если f{x)^Wir)Hq(M), то наилучшее прибл! 
жение Al(f)L посредством целых функций первой степени ограш 
чено, т. е. существует такая постоянная CffX, что для / ( х ) ( 
(:W[r)Hq{M) 

s u p A ( / ) , =MCr

(gl. 
/(-О я 

Следовательно, при любом о > 0 и для / ( х ) £ Wlr)Hq (М) 
_ _i_ 

SUpAJ/(x) ] z = а * SUP A [ / ( ^ Y | = _ ^ _ а ( ? > , (Я 
/(•*) a, fix) L A ' / J i ? =f 

/ X \ а ~ (г ^ " J 

так как f( — j (- W(r) Hq (Ms \ * Таким образом, в равен 
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стве (9) Сг% не зависит от о. В аналогичном равенстве [7] 

sup = ~ ^ С ^ , „ (10) 
f (х) q гг 

для наилучшего приближения / (л-) алгебраическими многочленами 
степени < п (п > 0 и целое) постоянная зависит от п. 

Покажем, что предельное равенство 
lim C^ln^-C^l (11 ) 

П -У со 

справедливо при любых г > 0 , 0 < а < 1 . В самом деле, так как 
1 

утверждение f(x)£ W(r)Hq (М) эквивалентно 4 f [~х)£ 

£ W{r) Hq (М), то из (10) заключаем, что для всякой функции f(x)(: 

(- W(r) Hq (М) имеем при любом п 

-(гГ£.[(т)Г+""'/(г* . < 

так что 
Л I / W J / . = Hm Еп ( / ; < lim С „ , 

? П. со \ и О п ^ 

и, вследствие (9), 

sup А, [ / (л- ) ] , = -4, < # > < lim С » „ , 

т. е. 
C}%<Um Criql,t. (12) 

Я - > со 

Кроме того, отсюда следует также, что 

lim £„ ( / (* ) ; ") <~^C^l ( / ( * ) £ W(r)Hq (M)). 
П-+ со \

 0 s L„ c 

ч 

Поэтому, как бы мало ни было s > 0, для всякой функции / (х) £ 
(- W{r)Hq(M) при достаточно больших п (п> N) имеем E„{f(x)\ n)L < 
< M(C}91 + г), откуда С}?1п< + е, т. е. 

lim" Сг

(!>1 „<СЛ'1. (13) 
It со 

Из (12) и (13) следует равенство (11). В случае q — co результат 
принадлежит С. Н. Бернштейну |4]. 

Выражаю глубокую благодарность проф. А. Ф. Тиману за по­
становку задачи и внимание к настоящей работе. 
г. Днепропетровск Поступило 

26 IV 1967 
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О. В. ШИМЕЛЬФЕНИГ. О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПОЛУГРУПП ЧАСТИЧНЫМИ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯМИ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Мощность множества, частичными преобразованиями которого может быть 
представлена полугруппа, называется степенью этого представления. Изучается 
зависимость между свойствами полугруппы и степенями изоморфных ей представ­
лений. Через F(G) обозначена наименьшая степень представления полугруппы G 
частичными преобразованиями; множество А мощности v обозначается А4; К к—класс 
всех конечных мощностей; (Кн —класс всех кардинальных чисел, не имеющих 
предыдущих; & п — класс всех кардинальных чисел, для которых существует преды­
дущее кардинальное число. Доказаны 

Т е о р е м а I. Наименьшая степень представления частичными преобразова­
ниями любой полугруппы С не превосходит ч, и в классе всех полугрупп мощ­
ности ч всегда найдется полугруппа G*, наименьшая степень представления кото­
рой частичными, преобразованиями совпадает с ч. 

Т е о р е м а 2. В классе всех полугрупп мощности ч существует такая полу­
группа Gg, что степень представления частичными преобразованиями любой 
полугруппы G v не меньше наименьшей степени — v 0 представления полугруппы GQ, 
причем: v 0 > J V ( v ) (определенная функция), если ч g <$к; v 0 = v, если ч g iKH! 
v„ = если ч = K„ € Кп. 

Т е о р е м а 3. Степень представления частичными преобразованиями произ­
вольной полугруппы G v может быть любым кардинальным числом, большим чем 
ее наименьшая степень F(G'). (Работа поступила в журнал „Математика" 3. X. 1967.) 


