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На основании полученного ранее точного интеграла уравнения балан­
са энергии проводится анализ результатов, получаемых при применении 
каналовой модели совместно с принципом минимума в случае индуци­
рованного ВЧ-разряда. Показано, что без учета мощности, выделяемой 
вне канала (в зоне теплопроводности), каналовая модель приводит к ре­
шению, качественно и количественно отличающемуся от решения урав­
нения баланса энергии. Учет мощности, выделяемой вне канала, требует 
знания температурного распределения во всей области, занимаемой ре­
альным разрядом, что не позволяет сформулировать каналовую модель 
в замкнутом виде. Показана аналогия выражений, описывающих дуговой 
и индуцированный разряды в приближении каналовой модели, оценена 
погрешность решения каналовой модели и показано, что величина по­
грешности определяется переносными свойствами конкретного газа. 

Каналовая модель [1] широко применяется при исследованиях дуго­
вых разрядов. Она позволяет сравнительно просто определить в аналити­
ческом виде связи между основными параметрами разряда: электриче­
ской мощностью, температурой и радиусом канала дуги. Эти достоинст­
ва каналовой модели, хорошо разработанная теория высокочастотного 
нагрева металлических тел [2, 3] и определенное сходство процессов вы­
вода энергии из рабочей области у индуцированного и дугового разрядов 
послужили основанием для применения варианта каналовой модели в 
случае высокочастотного безэлектродного разряда. 

В работе Ю. П. Райзера [4] дается обзор современного состояния тео­
ретических исследований индуцированного ВЧ-разряда и подробно рас­
сматриваются исторический аспект и существо применения каналовой 
модели (модели «металлического цилиндра») для описания высокочастот­
ного нагрева газов. Справедливо отмечается ограниченность такой моде­
ли и некоторые противоречивые ее следствия. В частности, в работе ста­
вится вопрос о смысле принципа минимума в условиях, когда имеет место 
заметное скинирование и отмечается, что в [5] на основе принципа ми­
нимума в рамках каналовой модели получен непонятный вывод о невоз­
можности существования индуцированного разряда при наличии замет­
ного скинирования. 

Действительно, вывод работы [5] противоречит экспериментальным 
фактам, что имеет принципиальное значение. В других работах исполь­
зование каналовой модели привело к следствиям, неправильно отражаю­
щим важнейшие свойства индуцированного ВЧ-разряда. В связи с этим 
возникают два вопроса: почему в случае индуцированного разряда прин­
цип минимума приводит к парадоксальному результату и ка[<овы рамки 
корректного использования каналовой модели. В данной работе предпри­
нята попытка ответить на оба вопроса. 

В каналовой модели занимаемая разрядом область делится на внут­
реннюю зону (зону электропроводности) -0 ^ г ^ гт, где г — текущий ра­
диус, гт — граничный радиус; в этой зоне температура Т0 и электропро-



водность cr0 считаются постоянными; внешнюю зону (зону теплопровод­
ности) r r ^ г ^ R0, где R0 — внутренний радиус разрядной трубки; в этой 
зоне температура падает от Т0 при г = г г до температуры окружающей 
среды TR при г — R0. Характерное для каналовой модели температурное 
распределение показано на рис. 1. 

Мощность W0, выделяемая во внутренней зоне индуцированного раз­
ряда, определяется достаточно просто [4] 

W0 = 2л.(гс/о/2) 2 (2г г /о- 0 Д)Л(а), (1) 

fi (а) = У2 (ber а Ьег' а + bei а bei' а) / (Ьег2 а + bei 2 а ) ; 
а == У2~гг I А, 

где /г/0 — ампер-витки индуктора на единицу длины, А — глубина скин-
слоя. Для определения трех основных параметров разряда (W, Г, г г ) к 
уравнению (1) добавляются еще два. Во-пер­
вых, предполагая, что 

Wo^Wu (2) 

Рис. 1. Каналовая модель: 

-внутренняя зона; II— внеш­
няя зона 

где Wi — мощность, выделяемая во внешней 
зоне разряда, можно записать уравнение, оп­
ределяющее температурное распределение во 
внешней зоне разряда 

-2nrX(Т) dT I dr = Wa (;v, Г0) при 
r r ^ г < R0, (3) 

А (Г)—коэффициент теплопроводности ра­
бочего газа. Во-вторых, недостающую связь 
ампер-витков с температурой следует искать 
либо с помощью уравнения баланса энергии, 
либо используя строгий термодинамический принцип минимума произ­
водства энтропии. 

Для стационарной системы принцип минимума производства энтро­
пии выполняется строго [ 6 ] . Можно показать, что уравнение баланса 
энтропии и уравнение баланса энергии являются эквивалентными. Поэ­
тому решение вариационной задачи о нахождении минимума производст­
ва энтропии и решение уравнения баланса энергии должны давать сог­
ласующиеся результаты, их следует рассматривать как равноправные. 
Выбор между вариационной задачей и задачей на нахождение решения 
уравнения баланса энергии определяется в каждом конкретном случае 
лишь техническими возможностями получения результатов наиболее про­
стым способом. 

Проследим, как используется принцип минимума производства энтро­
пии для получения недостающего уравнения каналовой модели. Если 
теплопроводность является единственным процессом вывода энергии из 
разряда, как это предполагается в случае каналовой модели, то производ­
ство энтропии запишется в виде [1] 

(4) е = J JE dv/rR, 
где j — плотность тока, Е — напряженность электрического поля, dv — 
элемент объема. При выводе (4) предполагается, что можно пренебречь 
переносом энергии током. Тогда принцип минимума производства энтро­
пии записывается в виде 

6W = 0, (5) 

причем 8W— вариация полной энергии, выделяемой в разряде. Из (5) 
в частном случае стационарной свободно горящей электрической дуги 
получается известный принцип минимума Штеенбека. 



Предполагая, что условие (2) выполняется (что неизбежно в рамках 
каналовой модели;, вместо (5) имеем 

Ш0 = 0, (5а) 
откуда и находится недостающее уравнение, замыкающее систему урав­
нений каналовой модели. 

Единственным слабым пунктом в приведенных рассуждениях явля­
ется утверждение о выполнимости условия (2 ) . Выясним, так ли это в 
случае индуцированного разряда. Предположим, что условие (2) выпол­
няется и система уравнений каналовой модели, в которой вариационный 
принцип используется в форме (5а), обеспечивает достаточно точное оп­
ределение параметров разряда. Найдем мощность Wu выделяемую в об­
ласти г г ^ г ^ Ro 

Wt = 2я \o{T)E2rdr = —2л f o(T)E2r — dT. (6) 
J J dT 

Исключая из (3) и (6) dr / dT и заменяя г на г г, а Е(г) — на Е(гг) (на­
пряженность поля монотонно растет с ростом г) , получаем 

То 

W t ^ - 4я 2 г г

2 £ 2 ( r r ) J а (Г ) Я, (Г) dT/Wo (г Г 1 Г . ) , (7) 

где 
ЕЦгг) = 4 ( г с / „ / 2 ) 2 / 2 ( а ) / 0 „ 2 А 2 ; / 2 ( а ) = 

[ (Ьег' а ) 2 + (bei' а ) 2 ] / (Ьег2 а + bei 2 а ) . 
Оценим отношение Wi/W0. Из (7) и (1) с учетом конкретных зави­

симостей функций Кельвина и их производных от аргумента, следует 

WJW0> J o(T)X(T)dTf2(a)/{—) 

« l ^ < r / ( 4 ) ' ( i - ^ w i ) . m 
TR 

Из (8) видно, что необходимым условием выполнения (2) является 

| а ( Г ) М Г ) Л Г <(4)-( 1__1—), <„ 
Но в [7] на основании решения уравнения баланса энергии показано, что 
вместо (9) выполняется строгое равенство. Это противоречие объясняет­
ся либо неверностью исходных предпосылок, приведших к неравенству 
(9) , в частности неверностью условия (2 ) , либо тем, что определяемая в 
рамках каналовой модели температура То существенно ниже реальной 
температуры разряда так, чтобы одновременно выполнялись условия (2) 
и (9 ) . В последнем случае теряет смысл утверждение о возможности до­
статочно точного определения параметров разряда при использовании 
каналовой модели. 

Но дело не только в точности проводимых расчетов. Учет величины 
Wi имеет принципиальное значение. Как показывает анализ, из условия 
Wt ^ W„ не следует, что bWi <^ 8W0, т. е. даже при малой абсолютной 
величине Wi ее вариация велика. Пренебрежение этой вариацией в слу­
чае индуцированного разряда привело к получению качественно невер-



ных результатов в [ 5 ] . В частности, в этой работе получено, что при 
г г / А ^ 1 , 7 5 разряд существовать не может. Напротив, учет температур­
ного распределения в полном объеме на основании решения уравнения 
баланса энергии в [8] показал, что имен­
но при rr I Д ~ 1,75 условия индукцион­
ного нагрева газа являются оптималь­
ными. 

Проведенные расчеты показали, что 
вариационная задача позволяет полу­
чить качественно правильные результа­
ты даже при приближенном учете вели­
чины Wi на основании соотношения (7) . 
При этом вместо (5а) используется со­
отношение 

bW = 8{WQ + W,) = 0. (10) 
Рис. 2. Функция погрешности кана­

ловой модели: 
1 — аргон; 2 — азот; S — кислород 

В предельных случаях большой и 
малой глубины скин-слоя выражения, связывающие температуру канала 
и его радиус, могут быть представлены в следующем виде: 

<jo(T)x(T)dT = ( - ^ ) 2 _ 1 ( - ^ - ) \ У2г г /д < 1, (Н) 
2 2 У2Д 

2 о ( Г 0 ) л ( Г 0 ) - ^ - | - f <j(T)l(T)dT = ( - ^ - ) * ; У 2 г 7 / Д > 1 . (12) 
з ш <т I г = г

 J \ 2 / 

Соотношения (И) и (12) правильно передают функциональную связь 
между параметрами разряда. Однако в количественном отношении здесь 
могут иметь место заметные отличия от результатов, получаемых на осно­
вании точного решения. Чтобы оценить возможные отклонения, сравним 
(12) с решением уравнения баланса энергии для практически наиболее 
интересного случая, когда глубина скин-слоя мала [7] ч 

]o(T)l(T)dT=^)\ (13) 

Обозначим через В(Т0) соотношение, характеризующее величину от­
клонения результатов (12) от (13), т. е. величину погрешности каналовой 
модели 

5 ( Г о ) = 0 „ л „ / \o(T)X(T)dT—— . (14) 
/ J dl I Т = Г 0 

TR 

Функция (14) построена на рис. 2 для трех газов: аргона, азота и кисло­
рода. Количественные отличия определяются в основном особенностями 
температурных зависимостей материальных функций конкретных газов. 
Так, для азота В(Т0) ~ 1, в интервале температур 8000—10000°К, т. е. 
определяемая в рамках каналовой модели температура разряда близка 
к реальной. Правда, при этом величина мощности существенно отличает­
ся от точного значения. Наибольшее расхождение с точным решением 
каналовая модель дает в случае аргона, хотя именно для аргона наилуч­
шим образом выполняются предпосылки, заложенные в основе модели. 
Таким образом, погрешность даваемая каналовой моделью, определяется 
переносными свойствами конкретных газов, поэтому количественные 
3 Теплофизика, We 1 33 



совпадения результатов с точным решением следует рассматривать как 
случайные. 

Проведенный анализ применимости каналовой модели в случае индуци­
рованного разряда стал возможным благодаря тому, что ранее было полу­
чено аналитическое решение полной системы уравнений индуцированно­
го разряда, включающей уравнения Максвелла и уравнение баланса энер­
гии. Для дуги такие аналитические решения отсутствуют. Однако нам 
представляется возможным распространить полученные здесь результаты 
и на случай дугового разряда. Рассмотрим выражения, связывающие тем­
пературу и радиус канала в дуге и в индуцированном разряде. Эти выра­
жения получены в приближении каналовой модели когда, во-первых, вы­
деляемая во внешней зоне мощность не учитывается и во-вторых, такой 
учет осуществляется в первом приближении. 

Введем обозначения 

F(T0) = o(T0)k(T0)-^] ; Fi(To) = l c(T)l(T)dT. 
а ш о I т=та

 J 

Тогда выражения, связывающие температуру и радиус канала, без учета? 
Wi представляются в виде o0W0J 2л = 2F(T0) —для дугового разряда и 

W / 9 J 4 ^ " ) - П Р И Г ^ А -
o0WJ2n = 1 

I разряд не существует при г » > 1 , 7 5 Д [ о } « 

Для дуги с учетом W, для ВЧ-разряда соотношение примет вид 

OoWJ2n = 2[2F(T0) — Fi(To)] 
или 

(I/2nrry = 2[2F(T0) - Л ( ! • ) J , 
а для ВЧ-разряда 

OoWo 12л = 4Fi (То) при г, < А, 

(nIt/2)x = 2[2F(Tt) —Fi(То)] при г г > А . 
Здесь прежде всего обращает на себя внимание структурное сходство с о ­
ответствующих выражений для дуги и для индуцированного разряда. Да­
лее, в дуговом разряде, так же как и в индуцированном, учет мощности 
Wt, выделяемой во внешней зоне разряда, приводит к существенному ка­
чественному и количественному изменениям соотношений. Характер этих 
изменений для обоих типов разрядов одинаков и определяется одними 
и теми же функциями переносных параметров газов. Можно сделать за­
ключение, что природа количественных отличий решения каналовой моде­
ли от строгого решения, установленная при рассмотрении индуцирован­
ного разряда, остается без изменения и в случае дугового разряда. 

Необходимость учета величины Wi создает принципиальные трудности 
для каналовой модели, так как требует знания температурного распреде­
ления во всей области индуцированного разряда. Тем не менее с поправ^-
ками, учитывающими W± в первом приближении, каналовая модель обес­
печивает правильное качественное понимание особенностей газоразрядных 
процессов. Этого нельзя сказать о более грубой модели — так называемой 
модели металлического цилиндра. А между тем именно этой моделью 
пользуются многие экспериментаторы для анализа получаемых резуль­
татов. 

Принципиальное отличие модели металлического цилиндра от канало­
вой модели состоит в игнорировании связи температуры, а следовательно,, 
и электропроводности, с током в индукторе. Незаконность такого пренебре­
жения выявляется на примере построения зависимости мощности от тем­
пературы разряда. Если nh — const, то из уравнения (1) эта зависимость. 



получается в виде, представленном кривой 1 на рис. 3. Мощность ТГ, жж?-
ет максимум при некотором значении температуры 7\. На этом осж-ш-
нии, например, в [9] делаются три вывода: о существовании оптимальной 
частоты, при которой в разряд вкладывается максимальная мощность 
(температура Tt зависит от частоты и рода газа); о неустойчивости разря­

да 'на восходящей ветви зависимости (при Т ^ Ti) и о его устойчивости 
на нисходящей ветви (при Т > ТА. В этой связи температура 7\ рас­
сматривается как минимальная температура горения разряда, величина 
которой зависит от рода газа. 

Рис. 3 Рис. 4 
Рис. 3. Зависимость мощности в разряде от температуры: 

1 — модель металлического цилиндра; 2 — т о ч н а я зависимость 

Рис. 4. Зависимости мощности в индукторе от частоты при постоянной 
температуре разряда (1) и от температуры при постоянной частоте (2), 

по данным [5,7] 

Учет функциональной связи температуры с током в индукторе, которая 
в частном случае малой глубины скин-слоя определяется уравнением (13), 
а в каналовой модели — уравнением (12), приводит к иному виду зависи­
мости мощности разряда от температуры. Эта зависимость показана на 
рис. 3 кривой 2, она не имеет экстремумов. Но отсутствие экстремумов 
у действительной зависимости мощности от температуры не означает от­
сутствия оптимальной частоты, минимальной температуры горения разря­
да и др. Правильное освещение эти вопросы получают на основании стро­
гого решения задачи об индуцированном нагреве газа. Так, в [8] детально 
рассмотрен вопрос об оптимальной частоте и его существо заключается 
в следующем. 

Независимо от того, для каких целей используется индуцированный 
разряд, его полезный эффект наиболее полно характеризуется температу­
рой нагрева газа. Оптимальное условие нагрева состоит в том, чтобы за­
данную температуру разряда получить при минимальной мощности в ин­
дукторе кУинд. Пренебрегая потерями энергии на рассеяние при ее переда­
че в разряд, мощность разряда равна W = РР„нД — Wn, где Wn = /2/?инд — 
активные потери энергии в индукторе. Как было показано в [ 7 ] , мощность 
разряда почти не меняется при большой глубине скин-слоя, а при малой 
глубине постоянство температуры сохраняется, если мощность растет об­
ратно пропорционально А. Наоборот, потери в индукторе Wa при малой 
глубине скин-слоя слабо зависят от А, а при увеличении глубины скин-
слоя Wn растет как А 4 . 

На рис. 4 кривая 1 представляет зависимость W H H 5 от величины 

у р = У 2 ~ г г / Л = 2г г " | /ло(Г)ю/с (15) 
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при постоянной температуре. Эта кривая имеет минимум при некотором 
значении У$о, т. е. при некоторой частоте o v Для разных значений темпе­
ратуры разряда минимум зависимости смещается в некоторых пределах, 
ограниченных параметрами т р \ и У{3г (или соответственно частотами (£>i 
и (о 2 ) . Поэтому имеет смысл говорить не об оптимальной частоте, а об оп­
тимальном частотном диапазоне разряда. 

Вопрос о минимальной температуре горения разряда и о его устойчи­
вости на основании строгого решения исходных уравнении [7, 8] получа­
ет следующее освещение. Зависимость мощности в индукторе от темпера­
туры разряда при постоянной частоте графически представляется кри­
вой 2 на рис. 4. При некотором значении параметра УРз, т. е. при темпе­
ратуре Т3, зависимость имеет минимум. Как известно, устойчивому горе­
нию разряда соответствует восходящая ветвь такой зависимости, а нисхо­
дящая ветвь характеризует неустойчивый режим. Следовательно, темпе­
ратура Т3 является минимальной температурой горения разряда. Отме­
тим, что на основе зависимостей рис. 4 известные экспериментальные 
факты о существовании области устойчивости и минимальной температу­
ры горения разряда трактуются совсем не так, как в модели металличес­
кого цилиндра [ 9 ] . 

Проведенная работа позволяет сделать следующие выводы: 
1. Каналовая модель разряда дает качественно и количественно аевер-

ные результаты, расходящиеся со строгим решением задачи, если не учи­
тывается мощность, выделяемая вне канала ВЧ-разряда. 

2. Учет мощности вне канала требует детального знания температур­
ного распределения в области теплопроводности, в силу чего принципи­
ально невозможно удовлетворительно сформулировать каналовую модель 
в замкнутом виде. 

3. Показана аналогичность выражений, описывающих дуговой и инду­
цированный разряды в приближении каналовой модели. Оценена погреш­
ность каналовой модели и показано, что в основном она определяется пе­
реносными свойствами конкретного газа. 

4. Показана непригодность модели металлического цилиндра для каче­
ственного описания свойств индуцированного разряда. 

Авторы выражают благодарность В. А. Фабриканту за полезные об­
суждения. 
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