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Аннотация

История вопроса вычисления и оценки постоянной Эрмита насчитывает два столетия.
В данной статье дается краткий обзор истории этой задачи. Также эта проблема рассмат-
ривается с точки зрения критических решеток единичного шара.

Данная задача берет свое начало с работЖ. Л. Лагранжа, Л. А. Зеебера и К. Ф. Гаусса.
Разрабатывая теорию приведения положительно определенных квадратичных форм, ими
были получены предельные формы, для которых отношение минимального значения этих
форм в целых точках, отличных от 0, к их определителю было максимально.

В середине XIX века Ш. Эрмитом была получена оценка этой величины для произволь-
ной размерности. А в конце XIX века А. Н. Коркиным и Е. И. Золотаревым был предложен
новый метод приведения квадратичных форм, который позволил получить точные значе-
ния постоянной Эрмита вплоть до размерности 8.

В данной работе будет рассматриваться эквивалентная постоянной Эрмита величина
– критический определитель единичного шара. Следует отметить тесную связь этих ве-
личин с другими задачами геометрии чисел, например, задачами нахождения плотности
наилучшей упаковки, поиска кратчайшего вектора решетки и диофантовыми приближе-
ниями. Мы приведем критические решетки размерностей до 8, а также рассмотрим их
некоторые метрические свойства.
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деленных квадратичных форм.
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Abstract

The history of the problem of calculating and estimating the Hermite constant has two
centuries. This article provides a brief overview of the history of this problem. Also, this problem
is considered from the point of view of critical lattices of the unit sphere.

This problem begans from the works of J. L. Lagrange, L. A. Seeber and K. F. Gauss.
While developing the theory of reduction of positive definite quadratic forms, they obtained
limit forms for which the ratio of the minimum value of these forms at integer points other than
0 to their determinant is maximal.

In the middle of the 19th century, Sh. Hermit obtained an estimate for this quantity for
an arbitrary dimension. And at the end of the 19th century, A. N. Korkin and E. I. Zolotarev
proposed a new method for reducing quadratic forms, which made it possible to obtain exact
values of the Hermite constant up to dimension 8.

In this paper, we will consider a quantity equivalent to the Hermite constant, the critical
determinant of the unit sphere. It should be noted that these quantities are closely connected
with other problems in the geometry of numbers, for example, the problems of finding the density
of the best packing, finding the shortest lattice vector, and Diophantine approximations. We
present critical lattices of dimensions up to 8 and consider some of their metric properties.
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1. Введение

Теория приведения определенных квадратичных форм – это чисто вещественная тео-
рия, целью которой является выбрать из бесконечного множества форм, цело эквивалент-
ных данной форме, одну, характеризуемую некоторым внутренним образом [7]. В работах
Ж. Л. Лагранжа (1768 г. [19]) была построена теория приведения положительно определен-
ных форм двух переменных. А именно, был исследован вопрос о приведении положительно
определенных форм вида

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓1,1𝑥
2
1 + 2𝑓1,2𝑥1𝑥2 + 𝑓2,2𝑥

2
2

к виду
𝑓(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦21 + 𝑦22.
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Теория приведения бинарных квадратичных форм была позднее развита в работах
К. Ф. Гаусса [13] и П. Г. Л. Дирихле [4].

Результаты Ж. Л. Лагранжа и К. Ф. Гаусса позволили ответить на следующий вопрос:
чему равно наименьшее значение 𝜏 такое, что для любой 𝑓 справедливо неравенство

min
(𝑢1,𝑢2) ̸=(0,0)

𝑓(𝑢1, 𝑢2) ≤ (𝜏𝐷)1/2,

где 𝐷 = 𝑠11𝑠22 − 𝑠212 определитель формы 𝑓 . Из работ Ж. Л. Лагранжа следует, что 𝜏𝑚𝑖𝑛 = 4
3 .

В 1831 году, Л. А. Зеебером [23] была построена теория приведения для положительно
определенных форм трех переменных. А в рецензии на эту работу К. Ф. Гаусса [12] было
впервые введено понятие решетки, которое стало центральным понятием геометрии чисел.

Определение 1. Положительно определенная квадратичная форма 𝑓 называется пре-
дельной, если при произвольных, достаточно малых, отличных от 0, вариациях ее коэффи-
циентов, удовлетворяющих условию, что определитель варьированной формы 𝑓* остается
постоянным, значения минимума формы 𝑓* меньше минимума формы 𝑓 .

Таким образом, Ж. Л. Лагранжом и Л. А. Зеебером были найдены предельные формы для
𝑛 = 2 и 3. Более обще задачу поиска предельных форм можно сформулировать следующим
образом. Пусть

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑓𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

⎞⎠2

= 𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑛

– 𝑛-мерная положительно определенная квадратичная форма, а ее определитель равен

𝐷 = det(𝑠𝑖𝑗) = (det𝐴)2,

где 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗). Пусть [9]

𝛾𝑛 = sup
𝑓

Λ(𝑓,Z𝑛)𝐷−1/𝑛,

где Z𝑛 – целочисленная решетка размерности 𝑛, а

Λ(𝑓,Z𝑛) = min
−→𝑥 ∈Z𝑛,−→𝑥 ̸=−→

0

𝑓 (−→𝑥 ) .

Как отмечалось выше, из результатов Ж. Л. Лагранжа [19] следует, что 𝛾2 = (4/3)1/2. А из
работы Л. А. Зеебера [23], что 𝛾3 = 21/3.

Позднее Ш. Эрмитом [14, 3] была получена оценка

𝛾𝑛 ≤ (4/3)(𝑛−1)/2,

для произвольного 𝑛, а 𝛾𝑛 стали называть постоянной Эрмита.
Теории приведения положительно определенных квадратичных форм развивались в ра-

ботах А. Н. Коркина, Е. И. Золатарева [17, 18], Г. Ф. Вороного [27], Г. Минковского [20, 21],
Б. А. Венкова [1, 2, 3] и многих других исследователей [10, 11, 15, 24, 25, 26].

Связь с критическим определителем 𝑛-мерного шара. Значительный интерес пред-
ставляет связь постоянной Эрмита с другими вопросами геометрии чисел. Введем некоторые
определения
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Определение 2. Пусть −→𝑎1, . . . ,−→𝑎𝑛 – линейно независимые точки вещественного евкли-
дова пространства. Множество всех точек

−→𝑥 = 𝑢1
−→𝑎1 + . . .+ 𝑢𝑛

−→𝑎𝑛

с целыми коэффициентами 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 называется решеткой Λ. Величина

𝑑(Λ) = |det(−→𝑎1, . . . ,−→𝑎𝑛)|

называется определителем решетки Λ.

Определение 3. Пусть F – точечное тело. Если решетка Λ не имеет в F отличных
от

−→
0 точек (

−→
0 ∈ F), то Λ допустима для F или F-допустима. Точную нижнюю грань

Δ(F) = inf 𝑑(Λ)

определителей 𝑑(Λ) всех F-допустимых решеток Λ называют критическим определителем
множества F. Если F-допустимых решеток нет, то F является множеством бесконечного
типа и Δ(F) = ∞.

Рассмотрим 𝑛-мерный единичный шар 𝐾𝑛

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑛 ≤ 1.

Обозначим его критический определитель как Δ(𝐾𝑛), а объем 𝑘𝑛 = 𝑉 (𝐾𝑛) = 𝜋𝑛/2

Γ(1+𝑛/2) .
Известно, что [5]

𝛾𝑛 = Δ(𝐾𝑛)
−2/𝑛.

Решечатые упаковки. Рассмотрим 𝑛-мерную решетку Γ и множество 𝑛-мерных шаров
одинакового радиуса с центрами в точках решетки. Такое множество образует упаковку, если
шары не имеют общих внутренних точек. Максимальный радиус шаров называют радиусом
упаковки, соответствующей решетке Γ и обозначают 𝑟(Γ). При этом

𝑟(Γ) =
1

2
minΓ, (1)

где minΓ – длина кратчайшего вектор решетки.
Плотностью решетчатой упаковки называют

𝛿(Γ) = 𝑘𝑛
𝑟𝑛(Γ)

𝑉 (Γ)
, (2)

где 𝑉 (Γ) - объем основого параллелепипеда решетки, равный 𝑑(Γ). Плотностью наилучшей ре-
шетчатой упаковки называют величину 𝛿𝑛 = sup

Γ
𝛿(Γ). Известно [5], что плотность наилучшей

решетчатой упаковки равна

𝛿𝑛 =
𝑘𝑛

2𝑛Δ(𝐾𝑛)
.

Тем самым, постоянная Эрмита и плотность наилучшей решетчатой упаковки связаны
формулой

𝛿𝑛 = 2−𝑛𝑘𝑛𝛾
𝑛/2
𝑛 .

Обширное описание результатов (до 1990 г.) в области решетчатых упаковок можно найти
в [8].
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Длина кратчайшего вектора решетки Подставив (1) в (2)

min𝑛 Γ

2𝑛
=
𝛿(Γ)𝑉 (Γ)

𝑘𝑛
,

получим связь длины кратчайшего вектора решетки с постоянной Эрмита

minΓ = 𝑉 (Γ)1/𝑛
(︂
2𝑛𝛿(Γ)

𝑘𝑛

)︂1/𝑛

≤ Δ(Γ)1/𝑛

(︃
2𝑛 · 2−𝑛𝑘𝑛𝛾𝑛/2𝑛

𝑘𝑛

)︃1/𝑛

= 𝛾1/2𝑛 Δ(Γ)1/𝑛.

Диофантовы приближения. Точная нижняя грань величины 𝜃 такой, что для вектора
𝛼⃗ = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) существует бесконечно много целых чисел 𝑞, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 таких, что

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖)
2 <

𝜃1/𝑛

𝑞1+1/𝑛

называется константой наилучших диофантовых приближений в евклидовой норме 𝜃(𝛼⃗) для
вектора 𝛼⃗.

Константой наилучших диофантовых приближений в евклидовой норме 𝜃𝑛 называется:

𝜃𝑛 = sup
𝑥⃗∈R𝑛

𝜃(𝑥⃗).

В. Г. Новаком было показано, что [22]

𝜃𝑛 ≤
𝑛−𝑛/2

(𝑛+ 1)(𝑛+1)/2 ·Δ(𝐾𝑛+1)
.

2. Решетки

Будем рассматривать вопрос с точки зрения решеток. Решетка Λ𝑛 определяется матрицей
базисных векторов

𝐴𝑛 = (−→𝑎1,−→𝑎2, . . . ,−→𝑎𝑛) =

⎛⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎2,1 . . . 𝑎𝑛,1
𝑎1,2 𝑎2,2 . . . 𝑎𝑛,2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎1,𝑛 𝑎2,𝑛 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎠
Определитель решетки равен 𝑑(Λ𝑛) = det(𝐴𝑛) = det(𝑎𝑖,𝑗). Решетка не имеет точек внут-

ри 𝐾𝑛 (является допустимой для 𝐾𝑛), если для любого целого вектора
−→
𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)

𝑇 ,
отличного от

−→
0 , (︁

𝐴𝑛 ·
−→
𝑏
)︁2

=

𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑏𝑗

⎞⎠2

≥ 1. (3)

Таким образом задача нахождения постоянной Эрмита сводится к минимизации 𝑑(Λ𝑛) при
условии (3). Решетка c определителем 𝑑(Λ𝑛) равным критическому определителю шара 𝐾𝑛,
называется критической для шара 𝐾𝑛. Далее, мы будем называть решетку размерности 𝑛
просто критической, если она является критической для шара 𝐾𝑛.

Рассмотрим альтернативный способ проверки наличия/отсутствия точек Λ𝑛 внутри шара
𝐾𝑛. Преобразуем (3) в квадратичную форму

𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖,𝑖𝑏
2
𝑖 + 2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=𝑖+1

𝑓𝑖,𝑗𝑏𝑖𝑏𝑗 , 𝑓𝑖,𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑖𝑎𝑘,𝑗 ,
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и сформулируем следующую оптимизационную задачу:

𝐹𝑚𝑖𝑛 = 𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) → min,
−→
𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)

𝑇 ∈ Z𝑛,
−→
𝑏 ̸= −→

0 .

Если 𝐹𝑚𝑖𝑛 ≥ 1, то решетка Λ𝑛 является допустимой для шара 𝐾𝑛. Отметим также, что

Замечание 1. Если все 𝑓𝑖,𝑗 в 𝑓 целые, и форма 𝑓 не обращается в 0 в точках отличных

от
−→
0 , то 𝐹𝑚𝑖𝑛 ≥ 1.

Сформулируем некоторые вспомогательные утверждения. Напомним, что

Определение 4. Под звездным телом понимают множество, обладающее следующими
свойствами

� существует точка, называемая ”началом”, которая является внутренней точкой мно-
жества;

� любой луч, выходящий из ”начала”, либо не пересекается с границей множества, либо
имеет с ней только одну общую точку.

Определение 5. Система из 𝑘 ≤ 𝑛 линейно независимых точек −→𝛼 1, . . . ,
−→𝛼 𝑘 решетки Λ𝑛

называется примитивной, если все точки пересечения решетки Λ𝑛 и линейного простран-
ства построенного на −→𝛼 1, . . . ,

−→𝛼 𝑘 представимы в виде

𝑢1
−→𝛼 1 + . . .+ 𝑢𝑘

−→𝛼 𝑘,

где 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 целые числа.

Известно, что

Теорема 1. (см. [5], гл. 1, п. 3) Примитивная система 𝑘 ≤ 𝑛 линейно независимых
точек решетки Λ𝑛 может быть дополнена до базиса решетки Λ𝑛.

Лемма 1. Любое преобразование поворота из 𝑆𝑂(𝑛) преобразует критическую решетку
Λ𝑛 единичного шара 𝐾𝑛 в критическую.

Доказательство. Поворот критической решетки Λ𝑛 единичного шара 𝐾𝑛 описывается
линейным преобразованием 𝑆, которое задается унимодулярной ортогональной матрицей. Это
преобразование 𝑆 переводит единичный шар 𝐾𝑛 в самого себя, поэтому образ решетки Λ𝑛
также является критической решеткой для 𝐾𝑛. �

Теорема 2. Существует критическая решетка Λ𝑛 единичного шара 𝐾𝑛 c базисом, мат-
рица которого (𝑎𝑖𝑗) имеет треугольный вид.

Доказательство. Для доказательства этого утверждения покажем процесс преобразо-
вания произвольной критической решетки единичного шара 𝐾𝑛 в решетку, у которой базис
имеет матрицу верхнетреугольного вида.

По теореме 1 любую точку критической решетки Λ𝑛 единичного шара𝐾𝑛, принадлежащую
сфере 𝐾𝑛, можно дополнить до базиса решетки Λ𝑛. Поэтому существует базис критической
решетки Λ𝑛 единичного шара 𝐾𝑛 модуль хотя бы одного вектора которого равны 1. Пусть это
базис задается матрицей

𝐴𝑛 = 𝐴(0)
𝑛 = (−→𝑎1,−→𝑎2, . . . ,−→𝑎𝑛) =

⎛⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎2,1 . . . 𝑎𝑛,1
𝑎1,2 𝑎2,2 . . . 𝑎𝑛,2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎1,𝑛 𝑎2,𝑛 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,
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а модуль вектора |−→𝑎1| = 1.
Произведем поворот решетки Λ𝑛 так, чтобы координаты первого вектора решетки стали

равны −→𝑎1(1) = (1, 0, . . . , 0)𝑇 .
Это можно сделать с помощью преобразования поворота 𝑆1, задаваемого ортогональной

матрицей с первой строкой 𝑎1,1, 𝑎2,1, . . . , 𝑎𝑛,1. Такую матрицу можно получить, дополнив век-
тор −→𝑎1 = (𝑎1,1, 𝑎2,1, . . . , 𝑎𝑛,1)

𝑇 до ортонормированного базиса размерности 𝑛 и транспонировав
матрицу этого базиса. Пусть эта матрица имеет вид

𝑆1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎1,2 . . . 𝑎1,𝑛

𝑠
(1)
2,1 𝑠

(1)
2,2 . . . 𝑠

(1)
2,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑠
(1)
𝑛,1 𝑠

(1)
𝑛,2 . . . 𝑠

(1)
𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Тогда

𝑆1 · −→𝑎1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎21,1 + 𝑎21,2 + . . .+ 𝑎21,𝑛

𝑠
(1)
2,1𝑎1,1 + 𝑠

(1)
2,2𝑎1,2 + . . .+ 𝑠

(1)
2,𝑛𝑎1,𝑛

. . .

𝑠
(1)
𝑛,1𝑎1,1 + 𝑠

(1)
𝑛,2𝑎1,2 + . . .+ 𝑠

(1)
𝑛,𝑛𝑎1,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
1
0
. . .
0

⎞⎟⎟⎠ ,

так как в ортогональной матрице скалярное произведение двух любых различных строк
равно 0 (это сдедует из того, что для ортогональной матрицы 𝐴 ·𝐴𝑇 = 𝐸). После применения

преобразования 𝑆1, получим решетку Λ
(1)
𝑛 с базисом

𝐴(1)
𝑛 = 𝑆1 ·𝐴𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝑎

(1)
2,1 . . . 𝑎

(1)
𝑛,1

0 𝑎
(1)
2,2 . . . 𝑎

(1)
𝑛,2

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 𝑎
(1)
2,𝑛 . . . 𝑎

(1)
𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑎
(1)
𝑖,1 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎1,𝑘𝑎𝑖,𝑘, 𝑎
(1)
𝑖,𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑠𝑗,𝑘𝑎𝑖,𝑘, 𝑗 = 2, 𝑛.

Так как 𝑆1 это преобразование поворота, то в силу леммы 1 эта решетка является крити-
ческой для единичного шара 𝐾𝑛.

Будем далее последовательно строить требуемую решетку (имеющую базис с матрицей

верхнетреугольного вида). Рассмотрим базис решетки Λ
(𝑘)
𝑛 , полученной на 𝑘-ом шаге этого

процесса

𝐴(𝑘)
𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑎
(𝑘)
2,1 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑘,1 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,1 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑛,1

0 𝑎
(𝑘)
2,2 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑘,2 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,2 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑛,2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝑎
(𝑘)
𝑘,𝑘 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,𝑘 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑛,𝑘

0 0 . . . 0 𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑘+1 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑛,𝑘+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑛 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Первые 𝑘 столбцов матрицы этого базиса образуют верхнетреугольную матрицу. Рассмот-

рим следующее преобразование 𝑆𝑘+1, задаваемое матрицей
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𝑆𝑘+1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 𝜆*𝑘𝑏
(𝑘)
𝑘+1 𝜆*𝑘𝑏

(𝑘)
𝑘+2 . . . 𝜆𝑘𝑏

(𝑘)
𝑛

0 0 . . . 0 𝜆*𝑘𝑠
(𝑘)
𝑘+2,𝑘+1 𝜆*𝑘𝑠

(𝑘)
𝑘+2,𝑘+2 . . . 𝜆*𝑘𝑠

(𝑘)
𝑘+2,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 𝜆*𝑘𝑠
(𝑘)
𝑛,𝑘+1 𝜆*𝑘𝑠

(𝑘)
𝑛,𝑘+2 . . . 𝜆*𝑘𝑠

(𝑘)
𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где

𝜆𝑘 =

(︃⃒⃒⃒
−−→𝑎𝑘+1

(𝑘)
⃒⃒⃒2
−

𝑘∑︁
𝑖=1

(︁
𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑘+1

)︁2)︃1/2

,

𝜆*𝑘 =
𝜆𝑘⃒⃒−−→𝑎𝑘+1

(𝑘)
⃒⃒ ,

а ⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏
(𝑘)
𝑘+1 𝑏

(𝑘)
𝑘+2 . . . 𝑏

(𝑘)
𝑛

𝑠
(𝑘)
𝑘+2,𝑘+1 𝑠

(𝑘)
𝑘+2,𝑘+2 . . . 𝑠

(𝑘)
𝑘+2,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑠
(𝑘)
𝑛,𝑘+1 𝑠

(𝑘)
𝑛,𝑘+2 . . . 𝑠

(𝑘)
𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

это ортогональная матрица с первой строкой

−→
𝑏 (𝑘) =

(︁
𝑏
(𝑘)
𝑘+1, 𝑏

(𝑘)
𝑘+2, . . . , 𝑏

(𝑘)
𝑛

)︁
=

−−→𝑎𝑘+1
(𝑘)⃒⃒−−→𝑎𝑘+1
(𝑘)
⃒⃒ = 1⃒⃒−−→𝑎𝑘+1

(𝑘)
⃒⃒ (︁𝑎(𝑘)𝑘+1,𝑘+1, 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,𝑘+2, . . . , 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,𝑛

)︁
.

Она получается следующим образом. Берется вектор
−→
𝑏 (𝑘) =

(︁
𝑏
(𝑘)
𝑘+1, 𝑏

(𝑘)
𝑘+2, . . . , 𝑏

(𝑘)
𝑛

)︁𝑇
, дополня-

ется до ортонормированного базиса размерности 𝑛−𝑘. Матрица этого базиса транспонируется.
Тогда

𝑆𝑘+1 · −−→𝑎𝑘+1
(𝑘) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,1

. . .

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑘

𝜆*𝑘

(︂
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑖𝑏

(𝑘)
𝑖

)︂
𝜆*𝑘

(︂
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑖𝑠

(𝑘)
𝑘+2,𝑖

)︂
. . .

𝜆*𝑘

(︂
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑖𝑠

(𝑘)
𝑛,𝑖

)︂

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,1

. . .

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑘

𝜆𝑘⃒⃒−−→𝑎𝑘+1
(𝑘)
⃒⃒2(︂ 𝑛∑︀

𝑖=1

(︁
𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑖

)︁2)︂
0
. . .
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,1

. . .

𝑎
(𝑘)
𝑘+1,𝑘

𝜆𝑘
0
. . .
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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𝑆𝑘+1 · −→𝑎𝑖 (𝑘) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎
(𝑘)
𝑖,1

. . .

𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑖

0
. . .
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑆𝑘+1 · −→𝑎𝑖 (𝑘) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎
(𝑘)
𝑖,1

. . .

𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑘

𝜆*𝑘

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑗 𝑏

(𝑘)
𝑗

𝜆*𝑘

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑗 𝑠

(𝑘)
2,𝑗

. . .

𝜆*𝑘

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑗 𝑠

(𝑘)
𝑛,𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑖 = 𝑘 + 2, 𝑛.

Таким образом получим новую решетку Λ
(𝑘+1)
𝑛 , с базисом

𝐴(𝑘+1)
𝑛 = 𝑆𝑘+1 ·𝐴(𝑘)

𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑎
(𝑘)
2,1 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑘,1 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,1 𝑎

(𝑘+1)
𝑘+2,1 . . . 𝑎

(𝑘+1)
𝑛,1

0 𝑎
(𝑘)
2,2 . . . 𝑎

(𝑘)
𝑘,2 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,2 𝑎

(𝑘+1)
𝑘+2,2 . . . 𝑎

(𝑘+1)
𝑛,2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝑎
(𝑘)
𝑘,𝑘 𝑎

(𝑘)
𝑘+1,𝑘 𝑎

(𝑘+1)
𝑘+2,𝑘 . . . 𝑎

(𝑘+1)
𝑛,𝑘

0 0 . . . 0 𝜆𝑘 𝑎
(𝑘+1)
𝑘+2,𝑘+1 . . . 𝑎

(𝑘+1)
𝑛,𝑘+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 𝑎
(𝑘+1)
𝑘+2,𝑛 . . . 𝑎

(𝑘+1)
𝑛,𝑛 ,

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
у которого первые 𝑘 + 1 столбцов образуют верхнетреугольную матрицу. Эта решетка явля-
ется критической для единичного шара 𝐾𝑛. Отметим, что первые 𝑘 столбцов матрицы 𝐴

(𝑘+1)
𝑛

совпадают с 𝑘 первыми столбцами матрица 𝐴(𝑘)
𝑛 . Поэтому

𝑎
(𝑘)
𝑖,𝑗 = 𝑎

(𝑘+1)
𝑖,𝑗 , 𝑎

(𝑘)
𝑖,𝑖 = 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑗 = 1, 𝑘.

Повторив эту процедуру для всех 𝑘 от 1 до 𝑛−1 мы получим решетку, базис которой имеет
матрицу верхнетреугольного вида. Теорема доказана. �

Далее мы будем рассматривать критические решетки базисы которых имеют матрицу тре-
угольного вида.

2.1. Случай 𝑛 = 2

Случай 𝑛 = 2 подробно рассмотрен в [6]. Несложно показать, что

Δ2 =

√
3

2
≈ 0.86603, Λ2 =

(︃
1 1

2

0
√
3
2

)︃
≈
(︂

1 0.5
0 0.86603

)︂
,

𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥22, 𝛾2 =
2√
3
.

Так как в 𝑓2 все коэффициенты целочисленные, то по замечанию 1 она является допусти-
мой для 𝐾2. Угол между двумя векторами в базисе Λ2 равен 𝜋/3. Отметим, что решетка с
базисом из любых двух единичных вектора под уголом 𝜋/3 является критической.
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2.2. Случай 𝑛 = 3

В случае размерности 𝑛 = 3 критический определитель имеет значение [6]

Δ3 =

√
2

2
≈ 0.70711, 𝛾3 =

3
√
2.

Такой определитель можно получить, если добавить к предыдущей критической решетке
размерности 2 вектор под углами 𝜋/3 и 𝜋/3

Λ
(1)
3 =

⎛⎜⎝ 1 1
2

1
2

0
√
3
2

1√
12

0 0
√
2√
3

⎞⎟⎠ ≈

⎛⎝ 1 0.5 0.5
0 0.86603 0.28868
0 0 0.8165

⎞⎠ , 𝑓
(1)
3 = 𝑥21+𝑥1𝑥2+𝑥1𝑥3+𝑥

2
2+𝑥2𝑥3+𝑥

2
3

Если добавить к предыдущей критической решетке вектор под углами 𝜋/2 и 𝜋/3

Λ
(2)
3 =

⎛⎜⎝ 1 1
2 0

0
√
3
2

1√
3

0 0
√
2√
3

⎞⎟⎠ ≈

⎛⎝ 1 0.5 0
0 0.86603 0.57734
0 0 0.8165

⎞⎠ , 𝑓
(2)
3 = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥23

Или, если добавить к единичной решетке вектор под углами 𝜋/3 и 𝜋/3

Λ
(3)
3 =

⎛⎝ 1 0 1
2

0 1 1
2

0 0
√
2
2

⎞⎠ ≈

⎛⎝ 1 0 0.5
0 1 0.5
0 0 0.70711

⎞⎠ , 𝑓
(3)
3 = 𝑥21 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥22 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥23

Отметим, что две последние решетки эквивалентны с точностью до поворота вокруг 0. Так
как все точки в исследуемым нами решетках имеют модуль равный 1, то решетка (с точностью
до поворота вокруг 0), определяется взаимоположением этих векторов.

Рассмотрим графы, у которого вершинам соответствуют точки базиса решетки, а ребрам
– попарные скалярные произведения различных точек базиса. Графы такого вида полные.
Будем рассматривать множество графов, соответствующих исследуемым нами критическим
решеткам (далее множество графов взаиморасположения базисов критических решеток).
При этом изоморфные между собой графы мы будем учитывать как один. Для размерности
𝑛 = 2 это множество состоит из одного графа с ребром 1

2 (см. рис. 1).

Рис. 1: Граф взаимпорасположения векторов критической решетки размерности 2



30 Ю. А. Басалов

Для размерности 3 таких множество состоит из 2-х графов. Они изображены на рисунке
2. Для простоты изложения, будем описывать их матрицей смежности:

Γ
(1)
3 =

⎛⎝ 1/2 1/2
1/2 1/2
1/2 1/2

⎞⎠ , Γ
(2)
3 =

⎛⎝ 1/2 0
1/2 1/2
0 1/2

⎞⎠

Заметим, что формы 𝑓
(1)
3 , 𝑓 (2)3 и 𝑓 (3)3 эквивалентны. Действительно

𝑓
(2)
3 = 𝑓

(1)
3 (𝑥1, 𝑥2 + 𝑥3,−𝑥3), 𝑓

(3)
3 = 𝑓

(1)
3 (−𝑥1, 𝑥1 + 𝑥3, 𝑥2)

Так как любая форма, эквивалентная предельной, также является предельной, то вместо
предельных форм обычно рассматривают классы эквивалентности предельных форм. Таким
образом, альтернативой подсчета количества решеток выступает подсчет количества классов
предельных квадратичных форм. Для размерностей 𝑛 = 2 и 3 существует только один класс
предельных форме [9]. Это форма

𝜙
(𝑛)
0 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑥𝑗 .

Она является предельной формой для 𝑛 ≥ 2 [9].
Наряду с предельными формами рассматривают совершенные формы.

Определение 6. [27] Положительно определенная квадратичная форма, полностью
определяемая заданием значения ее арифметического минимума и всех его представлений,
называется совершенной.

В работах А. Н. Коркина и Е. И. Золатарева [18] было показано, что всякая предельная
форма является совершенной. Для размерностей 𝑛 = 2 и 3 также существует только один
класс совершенных форме [9].

2.3. Случай 𝑛 = 4 и 𝑛 = 5

Значение постоянной Эрмита для 𝑛 = 4 было получено А. Н. Коркиным и Е. И. Золатаре-
вым [16, 17]

𝛾4 =
√
2

В своих работах они предложили метод приведения квадратичных форм произвольной раз-
мерности (известный как приведение Коркина-Золатарева), который позволил достичь зна-
чительных результатов в задаче вычисления постоянной Эримта для небольших 𝑛. Это поз-
волило получить значение постоянной Эрмита для 𝑛 = 5 [18]

𝛾5 =
5
√
8

Критический определитель размерности 𝑛 = 4 имеет значение

Δ4 =
1

2
= 0.5
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Критическую решетку размерности 4 можно получить, если добавить к критической ре-
шетке Λ(1)

3 вектор под углами 𝜋/2, 𝜋/3 и 𝜋/3

Λ
(1)
4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

2
1
2 0

0
√
3
2

1√
12

1√
3

0 0
√
2√
3

− 1√
6

0 0 0
√
2
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ≈

⎛⎜⎜⎝
1 0.5 0.5 0
0 0.86603 0.28868 0.57735
0 0 0.8165 −0.40825
0 0 0 0.70711

⎞⎟⎟⎠

𝑓
(1)
4 = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24

Другую критическую решетку можно получить, если добавив к единичной решетке вектор
под углами 𝜋/3, 𝜋/3 и 𝜋/3

Λ
(2)
4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

2
1
2 0

0
√
3
2

1√
12

1√
3

0 0
√
2√
3

− 1√
6

0 0 0
√
2
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ≈

⎛⎜⎜⎝
1 0.5 0.5 0
0 0.86603 0.28868 0.57735
0 0 0.8165 −0.40825
0 0 0 0.70711

⎞⎟⎟⎠

𝑓
(2)
4 = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24

Множество графов взаиморасположения базисов критических решеток размерности 4 со-
стоит из 2-х графов:

Γ
(1)
4 =

⎛⎜⎜⎝
1/2 1/2 0

1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2
0 1/2 1/2

⎞⎟⎟⎠ , Γ
(2)
4 =

⎛⎜⎜⎝
1/2 1/2 0

1/2 1/2 0
1/2 1/2 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠
Количество классов предельных и совершенных форм размерности 4 равно 2 [9, 17]. Это

формы 𝜙
(4)
0 и 𝜙(𝑛)

1 = 𝜙
(𝑛)
0 − 𝑥1𝑥2. Форма 𝜙

(𝑛)
1 является предельной для 𝑛 ≥ 4 [18].

Критический определитель размерности 𝑛 = 5 имеет значение

Δ5 =
1

2
√
2
≈ 0.35355

Критическую решетку размерности 5 можно получить, если добавить к критической ре-
шетке Λ(1)

4 вектор под углами 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2 и 𝜋/3

Λ
(1)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
2

1
2 0 0

0
√
3
2

1√
12

1√
3

0

0 0
√
2√
3

− 1√
6

0

0 0 0
√
2
2

√
2
2

0 0 0 0
√
2
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0.5 0.5 0 0
0 0.86603 0.28868 0.57735 0
0 0 0.8165 −0.40825 0
0 0 0 0.70711 0.70711
0 0 0 0 0.70711

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

𝑓 = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥22 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥23 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥3𝑥5 + 𝑥24 + 𝑥25
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Множество графов взаиморасположения базисов критических решеток размерности 5 со-
стоит из 7-х графов:

Γ
(1)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 1/2 1/2 0

1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2
0 1/2 1/2 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ
(2)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 1/2 1/2 0

1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Γ
(3)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2
0 1/2 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ
(4)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 1/2
0 0 0 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Γ
(5)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ
(6)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 1/2 0
1/2 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 1/2
0 0 0 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Γ
(7)
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1/2 0 0 0

1/2 1/2 0 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Количество классов предельных и совершенных форм размерности 5 равно 3 [9, 18]. К

формам 𝜙
(𝑛)
0 , 𝜙(𝑛)

1 добавляется форма [18]

𝜙
(5)
2 = 𝜙

(5)
0 − 1

2
(𝑥1𝑥2 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥3𝑥5 + 𝑥4𝑥5).

2.4. Случай 𝑛 = 6, 7 и 𝑛 = 8

Развивая идеи А. Н. Коркина и Е. И. Золатарева Г. Ф. Блихфельдтом [11] были получены
значения постоянной Эрмита для размерности 6, 7 и 8.

𝛾6 =
6

√︂
64

3
, 𝛾7 =

7
√
64, 𝛾8 = 2.

Критический определитель размерности 𝑛 = 6 имеет значение

Δ6 =

√
3

8
= 0.21651

Критическую решетку размерности 6 можно получить, если добавить к критической ре-
шетке Λ(1)

5 вектор под углами 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/3, 𝜋/3 и 𝜋/3

Λ6 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
2

1
2 0 0 0

0
√
3
2

1√
12

1√
3

0 0

0 0
√
2√
3

− 1√
6

0
√
3√
8

0 0 0
√
2
2

√
2
2

1√
8

0 0 0 0
√
2
2

1√
8

0 0 0 0 0
√
3√
8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0.5 0.5 0 0 0
0 0.86603 0.28868 0.57735 0 0
0 0 0.8165 −0.40825 0 0.61237
0 0 0 0.70711 0.70711 0.3535
0 0 0 0 0.70711 0.3535
0 0 0 0 0 0.61237

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Множество графов взаиморасположения базисов критических решеток размерности 6 состоит
из 20 графов.

Множества классов предельных и совершенных форм размерности было описано в работе
Е. С. Барнса [10]. Они состоят из 7 совершенных и 6 предельных форм.

Критический определитель размерности 𝑛 = 7 имеет значение

Δ7 =
1

8
= 0.125

Критическую решетку размерности 7 можно получить, если добавить к критической ре-
шетке Λ6 вектор под углами 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2 и 𝜋/3

Λ7 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
2

1
2 0 0 0 0

0
√
3
2

1√
12

1√
3

0 0 0

0 0
√
2√
3

1√
6

0
√
3√
8

0

0 0 0
√
2
2

√
2 1√

8
0

0 0 0 0
√
2
2

1√
8

0

0 0 0 0 0
√
3√
8

√
2√
3

0 0 0 0 0 0 1√
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≈

≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0.5 0.5 0 0 0 0
0 0.86603 0.28868 0.57735 0.57735 0 0
0 0 0.8165 0.40825 0.40825 0.61237 0
0 0 0 0.70711 0 0.3535 0
0 0 0 0 0.70711 0.3535 0
0 0 0 0 0 0.61237 0.8165
0 0 0 0 0 0 0.57735

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Множество графов взаиморасположения базисов критических решеток размерности 7 со-

стоит из 112 графов.
Множества классов предельных и совершенных форм размерности 7 было исследовано и

описано в работах [25, 26, 15]. Они состоят из 33 совершенных и 30 предельных форм.

Критический определитель размерности 𝑛 = 8 имеет значение

Δ8 =
1

16
= 0.0625

Критическую решетку размерности 7 можно получить, если добавить к критической ре-
шетке Λ7 вектор под углами 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2, 𝜋/2 и 𝜋/3

Λ8 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
2

1
2 0 0 0 0 0

0
√
3
2

1√
12

1√
3

1√
3

0 0 0

0 0
√
2√
3

1√
6

1√
6

√
3√
8

0 0

0 0 0
√
2
2 0 1√

8
0 0

0 0 0 0
√
2
2

1√
8

0 0

0 0 0 0 0
√
3√
8

√
2√
3

0

0 0 0 0 0 0 1√
3

√
3
2

0 0 0 0 0 0 0 1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≈
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≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0.5 0.5 0 0 0 0 0
0 0.86603 0.28868 0.57735 0.57735 0 0 0
0 0 0.8165 0.40825 0.40825 0.61237 0 0
0 0 0 0.70711 0 0.3535 0 0
0 0 0 0 0.70711 0.3535 0 0
0 0 0 0 0 0.61237 0.57735 0
0 0 0 0 0 0 0.57735 0.86603
0 0 0 0 0 0 0 0.5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Множество графов взаиморасположения базисов критических решеток размерности 8 со-

стоит из 421 графа.
Множества классов предельных и совершенных форм размерности 8 было описано в работе

[24]. Они состоят из 10916 совершенных и 2408 предельных форм.

3. Заключение

Задача нахождения постоянной Эрмита имеет богатую историю и имеет тесную связь с
другими фундаментальными задачами геометрии чисел, в том числе критическими решетка-
ми единичного шара. В данной работе были рассмотрены некоторые метрические свойства
критических решеток единичного шара размерности до 𝑛 = 8. Продолжением этих исследо-
ваний является обобщение полученных результатов на большие размерности.
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