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УДК517.9 М А Т Е М А Т И К А 

© В.Ю. ШЕЛЕПОВ, Ал-др Ф. ТЕДЕЕВ 

ОБ ОДНОМ НЕРАВЕНСТВЕ ДЛЯ РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
И ЕГО ПРИМЕНЕНИИ В ТЕОРИИ ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВ 

(Представлено академиком B.C. Владимировым 2211990) 

1. Обозначим через Кг шар в Rn+X радиуса г с центром в нуле. Речь пойдет о 
неравенстве, которое для гармонических функций в К^ имеет вид 

(1) | V H ( 0 ) | < M / / \u\p-2\Vu\2dz\1'p, p>2. 

Т е о р е м а 1. Пусть г G ( 0 , # ] , u(z) - классическое решение в Ki равно­
мерно эллиптического уравнения 

£ru=a''uz.z. +raluz. + r2a°u = 0, i,/= 1,. . . ,n + 1, 

с достаточно гладкими коэффициентами. Тогда 

(2) | VM(0) I <М\П I и \р~2\ Vu \2dzJlP +/-4/pl|ß0ll2 /
4V l )ll и \\с(к,)\, 

где q>n + 1, M не зависит от числа гЕ(0,Н] и выбора и. 
Всюду ниже M означает константы, не зависящие от и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К'С К1о Взяв q>n + 1, так что W2

q C+C1, ис­
пользуем внутреннюю априорную Lq -оценку : 
(3) l | M | l c 4 j ^ ) < M 1 | | U | | ^ ( j r ) < M 2 | | M | | i p ( J C i ) . 

Рассмотрим множество решений, каждое из которых обращается в нуль в некото­
рой (своей) точке шара Кх/г. Тогда для | и \р12 справедливо неравенство Пуанкаре 
(4) Н и » ? , * , ) « 5 f (\u\Pl2fdz<M3f \u\P-2\Vu\2dz 

с константой М3, единой для всех указанных решений. Докажем это, следуя Цимме-
ру [1]. Допустим, что существует последовательность указанных решений иг, / = 
= 1 ,2 , . . . , такая, что \\\щ\р12\\Ьг{к^>1\\^ \щ\р12\\ЬЛКху Положим щ = 
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= w;/ll"z Hz, (*,)•• Тогда 

Il I Щ l p / 2 l l i . 2 (^ 1)= 1, Il I Щ\р1г\\ь,{к^>1\\ V I v,\Pl2\\LAKi), 
так что IIVI Vi |p/2|lx, (к ) -*• О при /->•<». Ввиду ограниченности последовательности 
I Vi \р12 в норме W\ ее можно считать сходящейся слабо в W\ и сильно в Ьг к не­
которой функции w. Тогда, как легко видеть, 
(5) \\w\\LAKi)=l, \\Vw\\LAKi} = 0. 
Из оценки (3), примененной к и ; , вытекает, что последовательность ju,J ограничена 
в норме С1 (К1). Поэтому в любом шаре К' CKt она равномерно ограничена и равно­
степенно непрерьшна, и ее можно считать равномерно сходящейся в К'. Тогда функ­
ция w непрерьшна в ^ , и из второго равенства (5) вытекает, что она постоянная 
в Кх. Нули е-1} функций и; в Кх/2 можно считать сходящимися к некоторой точке 
z° s i 1 / 2 . Тогда 

i w(z°)\ <J w(z0)- I v1(z°)\pl2\ + I I u,(z°) |p / 2 - j u,(z ( / ))lp /2l < 
< | w ( z ° ) - | u / ( z 0 ) | p / 2 | + Z , | z ° - z ( 0 | ^ 0 , Z, = const. 

Следовательно, w(z°) = 0, откуда вытекает, что w = 0 в &i, а это противоречит пер­
вому равенству (5). Из (3), (4) для рассматриваемого множества решений 
следует (1). _ 

Рассмотрим теперь множество решений, не обращающихся в нуль в Ку/2-
Все они сохраняют в К^ /2 знак и их можно считать там положительными, что мы и 
будем делать. Пусть й— среднее значение и в Kj^/ц. Введем u°(z) = u(z) —й. Тогда 
£ги° = -r2a°(z)iï. В данном случае вложение W2

q Q.C 1 , внутренняя априорная Lq-
оценка и неравенство Пуанкаре дают 
(6) I V M ° ( 0 ) | < M 4 | | U | l n ( J t i / 8 ) < M 5 ( l k V z 7 | | L ( ? ( J f i / 4 ) + | | M

0 l l L 2 ( J C i / 4 ) < 

<^('aNee''Lg(r1/4,ll«llc(ï1/4,^{ /l
v"l^)1/2)-

Аналогично (3) получаем 

| V i . ( 0 ) | < i l f 7 | | H | | L p ( i i / 4 ) < A f . | | « | | C ( i f j / 4 ) . 

По неравенству Гарнака (см. [2] ) max и <7kf9 min и, 

(7) \Vu(Ö)\p-2<Ml0/mm и\р-2. 
U1/4 / 

Из (6) и (7) вытекает (2). 
2. Пусть теперь z = (х, у), х = (zj, . . . , z„), 7 = z„ + 1 , £2 = [ z: x G i?", 7 > 

(8) VJ(X) = ifi (x) -лр2 (x), <pi,ip2 - выпуклые функции; 
(9) \<pk(x)-<pk(x')\<Lk\x-x'\, Är= 1,2; 

ПЙ = i (*. У ) ё " ; J' > V(x) + A!, Î2* = { (x, y) G П: 7 < </>(*) + A|, A > 0; M(Z) -
определенное внутри £2 классическое решение равномерно эллиптического урав­
нения 

„О/ (10) ùx = al\z)uz.z. +al(z)uZi+a°(z)u=f(z), 
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где а4 = а1', а', а0 непрерывно дифференцируемы в £2 и ограничены вместе с пер­
выми производными,/ непрерывна в Ü,. 

аЗозьмем число Ъ > 0 и введем Ух G R" множество Д(х) = Аь(х, <р) = i (s, y) : 
s Е Rn, y>ip(x) + b~l I s - x I} - образ конуса | s - х | < Zn? при отображении х = х, 
7 = <f О ) + V- Если IV - измеримое множество в £2 , определимой/ (х) = Nwtb[u] (x), 
^ i f W = DWb[u] (x), Fw (х) = Fw>b(x) как точные верхние грани \u(s,y)\, 
(у - <p(s))| V«(s, jv)|, О - p (s ) ) | / ( s , 7)1 при (s, 7) е ДО) n W соответственно. 
Зафиксировав р > 2, определим также "р-интеграл площадей" 

Sw(x) = SWib[u](pc) = ( ff (y-<p(s)y-n\u\P-2\Vu\2dsdy4lP. 
\A(x)nW J 

Обозначим: В(х, г ) - шар с центром х радиуса г в R"; K(z, г ) - аналогичный шар-
в Rn+1 ; m - мера Лебега в Rn (под интегралом пишем dx) и, если w(x) > 0 - ло­
кально суммируемая функция, определим меру 

mw(E) = fw(x)dx, dmw = w(x)dx. 
E 

Пусть существуют такие константы С < °°, 0 > 0, что для любого шара Л С&"'и" 
любого измеримого множества ECB 
(А„) mw(fi)/ifiw(5)< C{m{E)lm(ß)f. 

Используя теорему 1, доказываем следующее утверждение (см. лемму 3 ра­
боты [3] ): 

Л е м м а . Пусть L - константа Липшица функции у{х), u(z) - решение 
уравнения (10) в Q,, h S (0, H], I e (0, (1 + L)~l) и области W CW х СП" таковы, 
что при любомг0 = (х0, Уо) е Дь(Х) n W замкнутый шар K(z0,l(y - ^(хо^лежмг 
в Дй ((дс) П И/j. 7Ьгда найдется такое М, что 

DWib(x)<MQfWitSi(x) + hFWitbi(x)) Vx&R". 
Если и — решение однородного уравнения Zu = 0, то при тех же условиях найдется 
такое М, что 
(11) Dw,b(x)<M(SWitbi(x)+h4lPNWiibt(x)) VxGR". 
Если в уравнении a°(z) = 0, то в (11) нет второго члена справа. 

Функция, определенная в S2 , называется н е т а н г е н ц и а л ь н о о г р а н и ­
ч е н н о й в б л и з и т о ч к и z ' € 9Î2, если она ограничена в некотором конусе у 
таком, что у \{z'} G S2. 

Используя лемму и аналоги теорем 1, 2 статьи [3], развивающей методы работт 
[4, 5] , доказываем следующие утверждения. 

Т е о р е м а 2. Если решение и (z) уравнения (10) и функция {у - <р (x))#(fx,j?) 
нетангенциально ограничены вблизи каждой точки множестваЕ СЭ£2, fy(E) - проек­
ция Е на Rx, то для всех h > 0, Ъ > 0 функция Sn h (x) конечна почти всюду (и.в.) 
на Ф(Е) и почти в каждой точке z0 = (х0,Уо) & Е существует некасательный предел 

(12) \imu(z)<°°, z^z0, zE.àb(xo). 

Если u(z) - решение уравнения £и = 0,в котором a°(z) = 0, и для некоторого 
h > 0 и достаточно большого "Ь" выполняется условие Sn h 2b(x) < °° Vx e jp(E), 
то почти в каждой точке z0 = (х0, у0)£Е существует предел (12). 

Т е о р е м а 3. Пусть Ф(Х) - неотрицательная неубывающая непрерывная 
функция на [0, °°),удовлетворяющая условиям: Ф(0) = 0; Ф(2Х) < Р Ф ( Х ) VX > 0, 
v = const. Если u(z) - решение уравнения (10), H > 0, то при достаточно малых 
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AG (0, Я) 
f ®(S,nh)dmw<M f [<b(NnH) + <S>(FnH)]dmw. 

Rn Rn 

Если u(z) - решение уравнения Zu = О, числа h, b~l достаточно малы и вдобавок к 
вышесказанному о Ф(Х) для любого е > О найдется 5 > О такое, что Ф(6Х) < еФ(Х) 
VX>0, то 

/ <b(Nnh)dmw<M / 1Ф(5пя) + Ф(ЛАпнп а )]d/nw. 
к " я " 
С л е д с т в и е ! . Яуегь « (z ) - решение уравнения Zu=Ou при некотором H 

и достаточно малом h G (О, H) 

(13) ff(y-<p(x))1-n\u\P-2\Vu\2mw(B(x,y-<p(x)))dz+ S NaH dmw. 
n R" 

Тогда и(г) имеет п.в. на Э£2 некасательные пределы, образующие функцию 
u\x)&Lp(R",w). 

С л е д с т в и е 2. Пусть функции ^к\х)> \р{х), к = 1,2,.,., удовлетво­
ряют условию Липшица с единой константой и поточечно сходятся к <р(х). В усло­
виях следствия 1 последовательность и(х, ^к\х)) сходится к и+(х) в норме 
Lp(Rn,w). 

Теоремы 2, 3 переносятся на случай ограниченных областей, границы которых 
локально представимы в виде (8), (9). Условие существования граничных значений 
в Lp (при w = 1) вида (13) впервые указано в работе [6]. Случай областей сляпу-
новской границей исследован в [7]. Результаты о граничных свойствах решений од­
нородного эллиптического уравнения для случая неотрицательных решений полу­
чены в [8]. 
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