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АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ К-ТЕОРИЯ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ 

В. В. Ш е х т м а н 

1. Пусть X — схема, т — целое число, взаимно простое с характеристиками точек Хг 
\in — пучок (в этальной топологии) корней т-й степени из 1 над X, определяемый из точ­
ной последовательности Куммера 

(1) o - , N - > G m ^ G m ^ o , 

где (Б т — пучок обратимых сечений структурного пучка, / — возведение в т-ю степень. 
Т е о р е м а 1. Пусть X — квазипроективная схема над аффинной схемой. Суще­

ствуют гомоморфизмы («классы Чжэня») ЮМ Kj(X) ->- H2i~i(X, fi$n ) (где i, / — целые 
числа, 1 ^ / ^ 2£, Kj — группы Квиллена [1], H2i~i(X, и.§г — группы эталъных когомо-
логий) обладающие следующими свойствами4: 

а) h,i9i функториальны по X. 
б) Пусть X аффинна, X = Spec А, Л* — группа единиц А, д: Л* = Н°(Х, Gm) - v 

->• Нг(Х, \хт) — связывающий гомоморфизм, возникающий из точной последовательно-
det - a ^ 

emu (1), h1-)1 совпадает с композицией К1(Х) = К1(А) —> А* <—> Н1(Х,\1т), гс)е 

det: Кг(А) = GL(A)/E(A) -> А* — определитель. 
в) Пусть hi=\\ hh *: К, (X) -+ \~\ Н2^ (X, ji®*), а е К^(Х), 0£ *j f(X). Гогда 

г г 

Л^-(«-Р)= ± ^{ l^f^^j^, ^' («) fe^» (P) 
(ср. [2], теорема 1.3.2.3). 

С л е д с т в и е . Если а1? . . . , ап £ Кг (X), то 
п 

№,п(а1.а2.....ап) = ± ( п - 1 ) ! [ ] ЛМ(а>). 
i=i 

5 частности, если А — поле или локальное кольцо, то h2i2: K2(A) -*- Н2(Х, \№ ) есть 
символ Галуа [3]. 

Это дает другое доказательство того, что этот символ удовлетворяет тождеству 
Стейнберга. 

2. Конструкция гомоморфизмов hhl опирается, во-первых, на результаты Гротен-
дика о классах Чжэня локально свободных G-пучков [4] и, во-вторых, на следующее 
предложение из «общей топологии». 

Пусть X — топос, G — группа, (X, G) — топос G — объектов X [5]. Имеет место 
морфизм топосов р: (X, G) -> X, такой что для F £ Ob X, p*F есть F с тривиальным 
действием G. (Можно показать, что (X, G) есть произведение X и топоса G множеств BG 
в бикатегории топосов, причем р — каноническая проекция.) 

П р е д л о ж е н и е 1. Для всякого F £ Ob X и целого q ^ О имеет место естест­
венная точная последовательность 
О -*- Д Ext^ (Яп (б), Я™ (X, F)) ч . Я« (X, G, p*F) Л 

n- j -m=g- 1 

^ > И Н о т ( Я п ( в ) , Я«-»(Х, F)) —О, 

где H*(G) — гомологии G с коэффициентами в % (с тривиальным действием G). 
Применяя это предложение к этальному топосу схемы, мы получаем, в частности, 

функториальные гомоморфизмы ф7-, q_j'. Hq (X, G, \х®г) -+• Н о т (Я/ (G), Hq~~3 (X, \*>®г)) . 

Пусть теперь X = Spec A — аффинная схема, Gn = GL(A), En~ An — свобод­
ный Л-модуль ранга п с естественным действием Gn, n^ 1. Пусть ci(En) £ H2i(X, Gn, u^*) 

— его i-й класс Чжэня [4], с^\ = ф7-, 2i-j(ci(En)) £ Rom(Hj(Gn), H2i~i(X, ц®1). Из свойств 
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классов Чжэня и функториальностиф легко следует (ср. [1]) коммутативность треугольников 
Н) (Gn) 

H)(Gn+y 

где вертикальная стрелка индуцирована вложением Gn -*• Gn+1, В ->• ( ). Отсюда 

получаются универсальные элементы 

citj: Hj(GHA))^mi'i{X9iif), 

meGL(A) = lim]GLn(i4). G другой стороны, Hj(GL(A)) ^ Hj(BGL+(A), 1)f где BGL+(A) — 
классифицирующее пространство алгебраической Я-теории [1]. Гомоморфизм hh i в аффин­
ном случае есть, по определению, композиция cjt t и гомоморфизма Гуревича 

Kj(A) = nj(BGL+(A)) ->• Hj(BGL+(A), %). 

На категорию квазипроективных схем естественное преобразование h продолжается 
с помощью приема Жуналу [7]. Если X — такая схема, то существует морфизм /: Р ->» X, 
слои которого — аффинные пространства, причем Р аффинна. Отсюда следует, что / 

индуцирует изоморфизм /*: Н*(Х) —> Н*(Р); №>1{Х) определяется как композиция 

К] (X) -+ Кj (Р) — ^ tf«-i (P, iif) - J = ^ H^i (Х, ц | г ) . 

З а м е ч а н и е . Эта конструкция естественного преобразования h применима 
к другим теориям когомологии, для которых существует теория классов Чжэня локально 
свободных £-пучков, например, к когомологиям Де-Рама, или к кристаллическим кого-
мологиям. 

3. Пусть А = Fg — конечное поле из q элементов, т = qi — 1. В этом случае 
НЦХ, ii®1) & Z/g* - 1, Ки.г(Л) - %lqi - 1 [6]. 

Т е о р е м а 2. Гомоморфизм 

h*i-i,h K^^J + HHx.iif) 
является {с точностью до знака) умножением на (i — 1)! 

Автор выражает благодарность М. Шубиной за полезные обсуждения, а также 
Е. С. Голоду за постоянное внимание к работе. 
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