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РАСПРОСТРАНЕНИЕ УПРУГИХ ВОЛН В ПЬВЗОЭЛЕКТРИКЕ 

В этой работе рассматривается применение лучевого метода к 
задаче распространения упругих волн в кристаллах пьезоэлектрика. 

Система дифференциальных уравнений, описывающая распростра­
нение упругих волн в пьезоэлектрике, имеет вид [ I ] 

° m at* dxK ш 

T^=c l K £ m(T)u£ m-e i > i K(T)E. (2) 

\=^епНт^Щт+^Щ (3) 

- | ^ — W (4) 

}K-^^Ei+e-f(x)J)ik(x,^ (5) 
ь 

Э|к _ дп 
(6) 9оск ~" c9t 

где J - плотность кристалла, 
J. , tl. - тензоры напряжений и деформаций, 
р**=_ ®^L «- вектор электрического поля, 
<Н - вектор тока, 

% - вектор электрической индукции, 
И - превышение концентрации электронов над равновесным значе­

нием, 
4 -• фактор ловушек, 

С. » р - тензоры упругих констант и пьезоэлектрической по-warn' ci ,iK „ 
' стоянной, 

£. i (Г. , Jj. - тензоры диэлектрической проницаемости, прово-
1К димости кристалла и диффузии электронов. 

Преобразим систему уравнений (I) - (6) к более удобному ви­
ду. Подставляя (2) в (I), получим 

? ( £ ) # = ̂  OW5^*»'е.Лк(х,Е.) . (7) 
О . (8) 

Из системы уравнений (4) - (6) имеем 
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г ЭФ Заменим £,. ва—~- , выразим из уравнения (3) и вместо 
« д я Щ ^ я ) будем писать otiK(cTj . Получим следующую систему 
уравнений 

к i 

(9) 

Как обычно ищем решение этой системы уравнений в виде фор-
мального разложения по обратным степеням со 

flay J M X ) e • ц/ v УЛзое fTns 
U £ 0 (-iu))4+^ ' ^~4f0 ( Ч и ) ) ^ . U 0 ) 

Подставляя их выражения в систему (9) и приравнивая коэффи­
циенты при старших степенях со , получим 

V iKtm к £ 5 l m ' иго >,tk i к о 
(II) 

d t. т • е.. t:. г и. =4- г. ъ.ъ у • ol. т. т 
tK 1, К j-^W / 14 И If j ^ J ft t IK I H 

где 'С. ^= ~д^7- • При этом мы воспользовались тем, что 

i-квп Ki£m £ m v « ' j.,tK »,ki " 
Введем обозначения С ^ т ^ - а ^ , ±. £ ^ Т . ^ = С , 

^ ; IK^L^K = *Ч • ^алее бУДем считать, что d^ положительно 
определенная матрица. Тогда на d-t. t во втором уравнении мож-
но сократить и система (II) запишется в следующем виде 

(а. -о(Г. )и =-1Ч/ 

iu. = cY . 
t to ' о • 

Выразим Фо из второго уравнения системы (12) и подставим 
в первое. Для того, чтобы можно было делить на С будем считать, 
что &. положительно определенная матрица. Подучим однородную 
систему уравнений относительно Ц, • 
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Считая, что эта система имеет отличное от 0 решение, полу­
чаем, что j>(oT) - собственное число матрицы 4 + -р- , а и о ее 
собственный вектор, соответствданий собственному числу ^(аГ) . 

Покажем, что матрицей. + р положительная. В самом деле 
£ I 

Р = ( а . + *> tom, а . ОС = С . „ r f a a + 

•f 

+ -^-е . т , t -е л г.ос.ос 
С j iK j к и. mt n I ь иг • Обозначим U i r | K W i ) и Е ^ К ^ Л " ^ . 

Тогда 

так как YV - есть потенциальная энергия упругой волны в пьезе— 
электрике [2] . 

Пусть W {т.] Ц (Т.), ̂  (т.) собственные числа матрицы 
Они > 0, так KaKJ£+ ~ положительная матрица. Очевидно, 

что N- однородные функции второй степени относительно ̂  '. Так 
как ^(оГ) есть собственное число этой матрицы, то при некотором 
\ |\| (?.)= р(эГ) , Можно считать, что\ = 1 . Тогда р1.^- = 1 
дифференциальное уравнение для X , которое^ является аналогом 
уравнения эйконала [3] . При этом Т = | L(5",x")d<r вдоль экст­
ремали, где L положительно-линейная функция по ос .Ее можно 
получить из тождества 1Лос х)= ^ч^Р 

\' ' ?(х) 
Выражение % через хь и х^ можно получить решая уравнение 

й — 1 _ [ Nt(*iM 
^ * Эт к V р(х) / • 

Поскольку U 0 есть собственный вектор соответствующий собст­
венному числу р(х) , то UQ—^(ocj-ТЧаГ) , где б*1 нормированный 
собственный вектор. 

Рассмотрим теперь следующие члены ряда по w 
При i = 1 имеем 

(i-fE)u,=-r-VJ;(l,u.) 
(14) 

+ 
о 
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MK LdxK i дх} к Y . j I | ( § x J » ( I 5 ) 

a . , .* (i6) 

9oci\ j* о ̂  л/ к Э х к
 ч tn о j a^'J . 

Преобразуем выражения (15) и (16), используя тождество 
(X4v^)-C% • Получим 

Выражаем Ч' из 2*-го уравнения системы (14) и подставляем в 
1~е уравнение. Получим 

Так как определитель матрицыCL + -V•^— f d"tWt равен 0, то для 
разрешимости системы (19) необходимо, чтобы 

(18) 

158 



U c t ^ i ^ ^ C f ] - о- (20) 
Умножим (20) на 9 0 и используем(£,tT0)=С\. Тогда 

%{ЫЛ)^Ъ1'Ф^Ьи0) -о. (2D 
Умножая левую часть (21) на произвольную финитную непрерыв­

но дифференцируемую функцию, получим 
1>К-^,Л+Ч!Ф^х-о. (22) 

Интегрируем (22) по частям. Так как f - финитная функция, 
то внеинтегральные члены пропадают. Опускаем несложные, но доста­
точно громоздкие выкладки, В результате их будем иметь: 

Далее заменяем и~0 на Ч>оТ* , а Уо на ̂ ( I^u,)»-^-^?" 1). 
Тогда 

1 (23) 

Прежде чем заниматься дальнейшими преобразованиями подинтег-
рального выражения, рассмотрим соотношение для собственного век­
тора 5 м 

К^+А^)С=^^)-< • (24) 
Умножим обе части тождества на 4>[ и просуммируем по i . Так 
как 7"1 имеет норму 1, то 

N ==с1кл«'1Гк'1/'*1 -*' +4-в.. т.-тге . ̂ .ir,V *'. . (25) 
- й(Ии Как уже показывалось выше х = " т' . Подставив вместо его к 9fK 

выражение из (25) и продифференцировав его, получим 

(26) 

Подставим это выражение в интеграл (23) и используем обозна-
/ч D(oc4,x,,xs) „ чение J = ^ — л — * — — . Здесь т , ос , & , лучевые координаты. JJ(r,oc,p) ' 

Тогда будем иметь 
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J^lM>te<Mi> = o 
или 

Интегрируем по частям. Внеинтегральные члены пропадут, так 
как у - финитная функция. Получим 

и, поскольку у произвольная финитная непрерывно дифференцируе­
мая функция, то 

-£-(J*C3)-0. (27) 
Решая дифференциальное уравнение (27), получим выражение 

для У0 

СР - ^ " ' ^ , 2 8 ) 

где jo(cx, JJ) произвольная функция. 
Так как | u„ |= Ч> , то эта формула дает закон изменения интен­

сивности волны вдоль луча. Она аналогична результатам полученным 
в других работах. 

Заметим, что доказано несколько больше. А именно, если 
и=^.г и1)/=1(|.й;г) , то 
(̂ ,a) + l^^uV)^^(j>M+2ff] (29) 

Пусть собственное число |\| [ъ\ имеет кратность I, тогда 

ty - неизвестная пока функция. J) - обратный оператор к 
( х + с рЕ)на подпространстве <T* , -Г3 , где (б *?"') = d̂ ; -

Рассматривая следующие по и) члены, будем иметь при 4 = 2, 

Выражаем V из 2-го уравнения и подставляем в 1-е уравнение 
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Обозначим ¥+^ТФь через f . Правая часть снова должна 
* -+1 

быть ортогональна i , т .е . 

(ЗДдНГ4>(н;,п:нГ(Ч1,ив),г) = 0^ < 3 2 ) 
Или, используя линейность по f и а для F и ф, , получим 

гД е JK » некоторая вектор функция от У и м , , . Решая уравне­
ние (33), получим выражение для ^ 

Ч-̂ ЬР-JL-J ̂ У Г А . (34) 
Аналогично, для произвольного к * 1 имеем 

9 - ^ " ш№ж^Л.,,--Л,г№- (35) 
Функции J (<x,e) произвольные. Они могут быть определены из 

граничных условий. 
Плотность энергии упругой волны в пьезоэлектрике равна[2] 

**#)Чт„«„*£*л • <36) 
Преобразуем выражение (36), используя (2) и (3). Далее под­

ставим в формулу выражение для и и V из (10) и ограничимся 
главными по U) членами. Тогда выражение примет вид 

Так какс(х=Зо(ла{1с(т для лучевой трубки[ос,ос+а<*] ,[p,£+cfj$J , 
[t^r + dt] , то получим, что энергия заключенная внутри малого 
объема с точностью до главных по to членов остается неизменной 
при движении волнового фронта. 

Литература 
1 Викторов И.А. Рэлеевские волны в кристаллах сульфида кадмия. 

ДАН, 178, № 6, 1968, C.I28I-I284. 
2 Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Электродинамика сплошных сред. М., 

1959, с.102-105. 
3 Бабич В.М. Лучевой метод вычисления интенсивности волновых 

фронтов в случае упругой неоднородной среды. Сб. 
Вопросы динамической теории распространения сейс­
мических волн, с.36-46. 

877 11 


