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Локальный вычет мероморфной формы со = hdzx Д . . . Д dz n / / i . . . /п 
относительно голоморфного отображения / = (/ь / п ) , имеющего в точ­
ке а е С " изолированный нуль (относительно системы п дивизоров Sj = 
= Ь е [ / в : / Д 2 ) = 0 } , у = 1, п)1 определяется (см. [1, гл. 5]) как 

где 7а == Ua: I/11 = . . . = l/J = el. Локальный вычет является наи­
более естественным многомерным аналогом вычета Коши. Его частный 
случай — кратный логарифмический вычет (см. [2, § 2—4]). Для ло­
кального вычета имеет место формула преобразования [1], позволяю­
щая выразить равенство (1) через производные в точке. 

Многие важные задачи приводят к интегралам вида 

где со — голоморфная форма степени п в С п (на комплексном аналити­
ческом многообразии X) с особенностями на аналитическом множестве 
Г, в частности, со — мероморфная форма с полярным дивизором Г, *f — 
компактный цикл в С П \Г . Так как форма со замкнута, то вычисление 
интеграла (1) сводится к изучению группы гомологии Нп(Сп\Т) и вы­
числению интегралов по базисным циклам (вычетов, см. [2, § 13]). 
В общем случае группа гомологии Нп(Сп\Т) может быть сложной, а ин­
тегралы по базисным циклам допускать лишь понижение кратности ин­
тегрирования (см., например, формулу кратного вычета Лере [2, § 16]). 
Наиболее простым оказывается случай, когда интеграл (2) выражается 
только через локальные вычеты. Такие интегралы возникают, например, 
при интегральном представлении комбинаторных сумм (см. [3] и [2, 
§ 24]) , исследовании особенностей композиции Адамара двойных сте­
пенных рядов [4], вычислении ошибки квантования двойных цифровых 
фильтров [5] и др. Именно то обстоятельство, что соответствующие ин­
тегралы выражаются через локальные вычеты, позволило в указанных 
работах получить простое и законченное решение. 

В связи с этим встает общая задача: выделить и изучить подгруппу 
группы гомологии Нп(Х\Т), связанную с локальными вычетами. Эту 
подгруппу будем называть разделяющей, а цикл, класс которого при­
надлежит ей,— разделяющим (термин оправдывается тем, что цикл ^ а 

в (1) разделяет полярные дивизоры S\, Sn). Понятие разделяющего 
Цикла впервые ввел Фантаппье [6] для п = 2. Разделяющая подгруппа, 
а также необходимое условие разделяющего цикла относительно систе­
мы п дивизоров были рассмотрены Мартине л ли ([7], п = 2) и Сорани 
([8], п>2) в связи с кратным логарифмическим вычетом. Достаточные 
условия разделяющего цикла относительно п дивизоров даны в работах 

Уа 

(1) 

(2) 
У 

[5, 9, 10]. 
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В настоящей работе определена разделяющая подгруппа для слу­
чая,, когда число особых дивизоров т больше n = d im c X. Указаны необ­
ходимое и некоторые достаточные условия разделяющего цикла, т. е. 
условия, при которых интеграл (1) выражается через локальные выче­
ты (предложение 1, теорема 1) ; для некоторых случаев X и дивизоров 
Т5 находятся база разделяющей подгруппы и формула коэффициентов 
разложения разделяющего цикла по базе (теоремы 2, 4 ) . 

Заметим, что в отличие от одной переменной вычет (1) формы со в 
точке а может быть не единственным. Если голоморфные функции / 3 в 
точке а разлагаются на множители, то, группируя их в знаменателе 
формы со в произведение п сомножителей иным способом, получим дру­
гой вычет формы со в точке а. Теорема 3 дает соотношения между ло­
кальными вычетами в точке а и является локальным многомерным ана­
логом теоремы о полной сумме вычетов. Для п = 2 такое соотношение 
единственно, оно было указано в [7]. Теорема о полной сумме вычетов 
относительно системы п дивизоров на компактном аналитическом мно­
гообразии X установлена в [ И ] (см. также [1]). В [12] приведены неко­
торые, вытекающие из нее, обобщения для случая, когда число дивизо­
ров т больше n = d im c X. 

Мы будем использовать следующие обозначения: С(D)—множест­
во функций, голоморфных в области D cz X; (аи ...[/, &]..., ап) озна­
чает, что элементы с индексами / и к пропущены; HP(X),HV(X),ZP(X)1 

ZP(X)—соответственно группы компактных гомологии, когомологий де 
Рама, циклов, замкнутых форм на X. 

Определения, основные результаты. Пусть X — комплексное анали­
тическое многообразие комплексной размерности п, Т\, Тш — ана­
литические подмножества в нем чистой коразмерности 1 (положитель­
ные дивизоры), Т = Т\ U . . . U Тш. Возьмем разбиение множества {1, . . . 
..., т) на п непустых непересекающихся подмножеств: / = ( / i , Jn) 
и рассмотрим соответствующую систему п дивизоров 5 = (Si, . . . , S n ) , 
где Sk = U Tj. Пусть а — изолированная точка пересечения Si П . . . 

. . . П S n . Построим цикл 
Г,,« = {z€= £/ t t: !<pi(*)l = . . . = \^n{z)\ = е>, (3) 

разделяющий дивизоры Si, S n в точке а, где Ua — окрестность точ­
ки а, ер, — определяющая функция дивизора Sj в Ua: Sj Г) Ua = U е Ua: 
Ф у ( я ) = 0 } , Уз^О(Ua), Ориентация цикла Г/, а определяется условием 

d (arg ф х) Д . . . Д d (arg ф п) > 0. Очевидно, что T j , a е Zn

 sj j я 

= Zn(X\T). Подгруппу группы Hn(X\T), порожденную циклами вида 
(3) для всевозможных разбиений / и изолированных точек a ^ S i f l . . . 
. . . fl S n , назовем разделяющей подгруппой и обозначим ее черезН п(Х\Т)* 
Если класс цикла у принадлежит разделяющей подгруппе, т. е. 

в Х\Т (в этом случае цикл f называем разделяющим), то интеграл (2) 
представляется в виде 

j* со = (2ш) п 2 n J , a res soo, 
У J , a а 

где res sсо = (2яг)~^ J 0)—локальный вычет формы со в точке а от-
а г / > а 

носительно системы дивизоров S. 
Нар интересуют топологические признаки разделяющего цикла. Не­

обходимые условия дает 
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Предложение 1. Если класс [ f ] принадлежит Нп(Х\Т), то 
у~0в X\(T}i[j . . . U Tin_t) (5 ) 

для любого набора п — 1 индексов {]\, . . . , / V - i ) c z {1 , т). 
Условия (5) в общем случае недостаточны для того, чтобы цикл 

у & Zn(X\T) был разделяющим (контрпример см. в [9] ) . Нужно нало­
жить дополнительные условия на X. В [9, 10] дли т = п доказано, что 
условия (5) необходимы и достаточны, если X — многообразие Штейна. 
В [5] это требование заменено более слабым: X\Th / = 1, п,— мно­
гообразия Штейна и Я 2 п - 1 (X) ^ 0 * } . По-видимому при таких предполо­
жениях на X условия (5) будут необходимы и достаточны также в слу­
чае т > п. Докажем это при некоторых дополнительных предполо­
жениях. 

Теорема 1. Условия (5) необходимы и достаточны для того, чтобы 
[у] ^ Нп(Х\Т), в каждом из следующих случаев; 
а) X = Ua — достаточно малая (штейнова) окрестность точки а е С " и 
Тах П ••• П Тап = а для любого набора {а\, ..., aj c z {1 , m), 
б) X — многообразие Штейна и Та = Та^ (] . . . П Тапдискретно для лю­
бого набора а = {а\, ..., aj c z {1 , m), Та П Г р = 0 для а = ^ ^ . 

Предположим, что выполнены условия а) теоремы 1. Пусть s 
s О (Ua) — определяющая функция дивизора Th j = 1, . . . , m. Тогда 
имеет место 

Предложение 2. Для любого упорядоченного набора а = { a i , . . . 
. . a j {1 , . . . , m) при достаточно малых е > 0, б/е > 0 циклы 

T a , a = { z e f / a : | / a i | = . . . = | / c c n _ 1 | = 8, | / m | = 8} (6) 
и 

Ta<a,^{ze=Ua: | / a i | = . . . = | / a „ _ 1 | = 6, | / l t . . [ a ' ] . . . / m | = e), ( 7 ) 

где a' — ( a i , . . . , a n - i } , принадлежат одному и тому же классу гомоло­
гии группы Hn(Ua\T) CzHn(Ua\T). i 

Заметим, что Ta,a

f = Г/, адля разбиения J = (J\, Jn), /i = {a i} , 
. . . , / п _ ! = { a n - i } , / „ = ( I , . . . . [a'J • . m ) (см. ( 3 ) ) . 

Теорема 2. Циклы ^ а , а , а е= Л, соответственно Г а > а > , а ' е Л ' , где yl = 
= {а = { а ь a nJ: 1 ^ a i < . . . < a n - i < m —• 1, а„ = m}, Л ' = { а ' — 
= { a i , a n - i ) : а^А}, образуют базу разделяющей подгруппы 

Hn(Ua\T), AimHn(Ua\T) = I п ^ I. Коэффициенты разложения раз** 

деляющего цикла у([у] ^ H*(Ua\T)) по базе (у ~ SaeA^alfa, а) вычисля­
ются по формуле 

Па = J соа, (8) 
V 

где 
1 ' Ц Л - Л * * / ^ 

. ( 2 я О Х ( / а ) V " ^ ' 

Ро(/а)— кратность нуля а отображения / а = ( / а 1 ? . . •> / а п ) . 
В [5] в случае m = n = 2 коэффициенты разложения цикла у по ба­

зе выражаются через индексы пересечения. 

*> В [5, 10] предполагается, что Тх Г1 • • • Г1 Тп дискретно. Как недавно заметил 
А. К. Цих, это ограничение можно снять, если X — многообразие Штейна. Это дока­
зывается применением к Х\Т*, где Г # — объединение компонент множества 
Т\ П . . . Г1 Тп размерности больше нуля, указанного выше результата из [5 ] . 
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Теорема 3. Циклы вида (7 ) , где а' = { а ь . . . , a n _i) cz {1, m), в 
lm — 1\ 

£7 а\Г связаны I ^ I независимыми соотношениями 

2 г 0 , ( а „ , » ~ о , (Ю) 
je{l,...[a"]...,m} 

а" = {ai , • . о с п - г Ь 1 ^ ai < . . . < a n - 2 =̂  /гс — 1. 

Любые другие соотношения между этими циклами являются следствием 
соотношений (10) . 

Следствие. Для любой формы <d^Zn(U/a\T) справедливы равенства 

2 res ( a» j) (о = 0, (И) 
je{l....[a"]...,m} а 

где reS(a/>sj) о — вычет формы со относительно дивизоров Та^ ..., Тап_2, 

Т5, К U . . . [ а " , ;"] . . . U Тш в точке а. 
З а м е ч а н и е 1. Соотношения, аналогичные равенству ( И ) , можно 

указать для локальных вычетов вида (2) в точке а й в случае произ­
вольных разбиений / . 

З а м е ч а н и е 2. Формулу (11) можно рассматривать как локаль­
ный вариант теоремы о полной сумме вычетов. Для rn = п локальный 
вычет в точке а один и никаких соотношений нет, хотя формально вы-

/лг — 1\ 

ражение (10) в этом случае дает I 2 / П — * соотноше­

ний: Г а, (1, ... [j] n-1, j) + Г а, (1, ... [j] п) ~ 0, ГДе Г а, (1, ... [j] n-1, j) И 
Га, (1 , . . . [ j ] п ) — о д и н и тот же цикл, взятый с противоположным зна­
ком. Для п = 2 соотношение (10) приводит к одному соотношению 
((m— l \ \ ™ 
I I Q l = l j : ^ r a j ~ 0, которое впервые было указано в [7] . 

З а м е ч а н и е 3. Из формулы (10) следует представление цикла 
Га,(а",т) через базисные циклы Г а , а ' , а ' е А!. 

Теорема 4. Пусть X— многообразие Штейна, дивизоры Т\, Тт 

задаются уравнениями в целом: Т3= {z е X; / j ( z ) = 0 } , 1^(У(Х), и для 
любого набора индексов а = {ai, . . . , a n ) с (1, . . . , m) множество 1 а — 
= Та^ fi • • • П Тап дискретно. Тогда 

' H l ( X \ T ) = ф H*n(Ua\T), (12) 
а<=М 

где М = U Та. 
а 

З а м е ч а н и е 4. Если выполняются условия теоремы 4, то равен­
ство (12) и теорема 2 позволяют вычислить размерность разделяющей 
подгруппы и описать ее базу. Условие Т3 = {z е= X: / Д £ ) = 0 } , где 

всегда выполняется для аналитического множества Th если в 
X разрешима вторая проблема Кузена. 

Доказательства. Предложение 1 достаточно доказать для циклов 
вида (3 ) , порождающих разделяющую подгруппу # * ( Х \ Г ) . Для про­
извольного набора { / 1 , /n-i) <= {1, гп) и цикла TJ>a вида (3) най­
дется индекс fce{l, . . п ) такой, что lju . . . , 7*n_i} П Jk = 0 . Тогда 
Yja = ±dB, где цепь В = {z^ Ua: IcpJ < е, 1ф11 = . . .[к] . . . = |ф п | = г) 
лежит в X\(St U . . • [Щ . . . U S-n) cz Х\(Т^ [] ...'[} T§n_Y). Таким об­
разом, r J ) a ~ 0 в X\(Tji\] . . . U ^ п _ х ) , т. е. Г/, а удовлетворяет усло­
виям ( 5 ) . 

Лемма. Пусть выполняются условия а) теоремы 1. Тогда для лю­
бого набора индексов а ' = {ai , a r t - i} (1, m) и произвольных 
функций g\, g2^0(Ua), ^ i (a ) = £ 2 ( 0 ) " = 0, тождественно не равных ну­
лю на ростке комплексной аналитической кривой = j t e i J a : fa^iz) = 
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= • • • = /а п _! (Z) = 0} = Таг П . . . П Tan_v ЩКЛЫ у} (б, 6 ) = J Z S Ua' 
11аг (z) | = . . . = | / а п _ ! (2) | = 6, I = e) , 7 = 1, 2, при достаточно ма­
лых 6 > 0 , 6 / e > 0 принадлежат одному классу гомологии из Hn(Ua\T), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функции gj | Ьа,, ; = 1, 2, и / q | L a , , д г { 1 , . . . 
, . . [ а ' ] . . . , пг), имеют в точке а изолированный нуль. Поэтому при до­
статочно малом е > 0 кривая 9j (е) = { z е La,: \ gs (z) | = е}компактна и 
функции fq для де=Н, . . . i [ a ' ] . . . , m) не равны нулю на кривой 9Де) 
(также на кривых 9 , (е ' ) , 0 < е ' < е ) , а следовательно, и в ее окрестно­
сти. Таким образом, при достаточно малом 6 > 0 цикл чДе, б ) ^ 
ez Zn(Ua\T), причем для любого 6 1 , 0 < 61 < б, циклы ^ ( е , б) и ъ(г/б\) 
гомотопны в Ua\T. Выберем ei удовлетворяющим неравенству 0 < e i < 
< m i n I g2 (z) I- Тогда функции fq, . . . [ a ' ] . . . , m}, не равны нулю 

H a ^ = { z E i t t ' : l^i( z)l^ e7 I £2 ( z ) | ^ а следовательно, и в некото­
рой окрестности компакта В. Таким образом, при достаточно малом 
6 > 0 ц е п ь D={ze=Ua: | | = . . . = | | = б, | g l | < е , \g 2 1 
лежит в Ua\T и ^ ( е , 6 ) — Т2(е ь 6 ) = д Д т. е. 7 1 (е, 6 ) ~ f 2 ( e i , 6 ) ~ 
~ Т 2 (е, б) в t / a \7\ 

Предложение 2 вытекает из леммы, если положить g l — / a n , a q<i = 
= / i . . . i [ a ' ] . . . / m . 

Докажем случай а) теоремы 1. Пусть цикл *f лежит в Ua\T и для 
него выполняются условия (5 ) . Тогда для любого а^А цикл *f принад­
лежит Zn^Ua\\J Tj^n удовлетворяет условию (5) относительно диви­
зоров Т а , . . . , Та . По теореме 1 из [5] [7] <=H*n(Ua\ U Г,Л. Так как 

# \ jea ; 
Hn(Ua\ U порождается циклом fa.a вида (6 ) , то 

Tf ~ ПаЧа,* (13) 

в f ^ a \ U Tj, где гса — целое число. Возьмем произвольную замкнутую 

форму со ^ Zn(Ua\T). Так как £/а — область голоморфности, то по тео­
реме Сёрра (см. [2, § 15]) со ~ где г|)€= C{Ua\T), dz = dZl/\ . . . 
... f\dzn. По теореме 3 из [13] функцию if) можно представить в виде 
'Ф = 2 'Фа, где г|)а<= < ? ( С / а \ U ТЛ.Еслж а, И Л и а Ф |J, то f a, a - 0 в 
С / а \ U Т}. Действительно, в этом случае найдется индекс g ^ M l , . . . 

п—l} такой, что a e 9M0i , . . . . , p n-i>. Тогда ^ , « = ( — 1 ) ^ 5 , где В = 
= { 2 ^ Г 7 0 : | / а 5 | < б , j / a J = . . . [ a g ] . . . = 1 / ^ ^ = б, | / m | = г). При достаточно 
малых е > 0 и б/е > 0 цепь 5 не пересекает Т$., j = 1, . . . , д, т. е. 

fa.a - 0 в U a \ U ?V По формуле Стокса j i|)pdz = 0 при а Ф р. Тогда 
V a ,a 

для цикла 7 ! = 2 w aY a ia, где n a — коэффициент ИЗ (13) , J < 0 = " 

= 2 ^ a f = 2 f = 2 J ta^Z. С ДРУГОЙ СТОРОНЫ, 
а е А Va,oc а ' Р е А Уа,а a G A V a 

В СИЛу (13) f ( 0 = 2 [^adz= 2 "a f ^adz. ЗнЯЧИТ, j СО = J СО —— 

—jo) = 0 для произвольной формы a>^Zn(Ua\T). По теореме де Рама 
у 

Ti — Т — 0. Отсюда и из предложения 2 [7] = [vJ = 2 [?a,a] ^ 

е Яп (Ua\T), что и требовалось доказать. 
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При этом мы показали, что циклы {у в > а}а<=А порождают разделяю­
щую подгруппу Hn(Ua\T). Покажем, что циклы Ya,o, а е А, гомологи­
чески независимы в Ua\T, Это вытекает из того, что при а, р <̂  Л для 
Форм (9) 

Г (1, а = Р 
J п / о (14) 

Va,a 10, a.̂ =p. 4 7 

Значит, циклы { ^ . J a e A образуют базу разделяющей подгруппы 
Hn(Ua\T). Ее размерность равна числу элементов множества А, т. е. 
'т-1\ 
^ 1 )• Ф ° Р м У л а (8) следует из (14) . Теорема 2 доказана. 

Докажем теорему 3. Для этого достаточно найти коэффициенты щ 
разложения цикла Г а , ( а * , т ) по базе tya, А<=А, которые по теореме 2 выра­
жаются интегралами 

тгр= j сор, р е = 4 . (15) 
Fa,(a",m) 

Пусть а" = (ai, , . . , осп-г) cz р = {рь ..., рп_ь т } , т. е. ai = Рь . . . , a n - 2 = 

= Pn-2, Pn-l G (1, . . . [ a " ] . . . , 7 7 1 — 1). Тогда ПО ЛЕММЕ Г а , (а",т)~ Та,<а",т,в-1) 
В Ua\T. Но В г /аЧ.иГ.} будет 7о,(а".m.pn^) ^ — 7а,Р- П о формуле (14) 

тгр = —1. Если а" р, то аналогично доказательству предложения 1 
можно показать, что Г а ( а " , т ) ~ 0 в С 7 а \ U Tj. В этом случае по фор¬ 
муле Стокса интеграл (15) равен- нулю. Таким образом, приходим к 
формулам (10) . Других соотношений между циклами(7),а ' cz { 1 , . . . , ттг}, 
независимых от (10) , нет, так как соотношения (10) выражают циклы 
(7) через базу. 

Докажем случай б) теоремы 1. Пусть цикл у принадлежит 
Zn(X\T) и удовлетворяет условиям (5 ) . Тогда для любого a = {ai, . . . 

a n } <= {1 , т) он удовлетворяет условиям (5) относительно X и 
Та. Тап. По теореме 1 из {5] [7] е= # * (Х\ U ТЛ, т . е . т ~ 

1 \ jea J 
~ S tta,aYa,a в Х \ |J Tj, ^а,а — цикл вида (2 ) , разделяющий дивизоры 

aera ' jea 
Т а , Г а п в точке а. При этом [7а,а] ^ Нп(Х\Г),поскольку в точке 
а пересекаются лишь дивизоры Та^ Г а п . Возьмем произвольную 
форму ы & Zn(X\T). Так как Х \ Г — многообразие Штейна, то по тео­
реме Сёрра со ~ ф, где <р — голоморфная форма в Х\Т. По теореме 2 из 
[13] форму ф можно представить в виде Ф = 2 Фа, где фа — форма, голо-

a 
морфная в Х \ (J Tj, суммирование ведется по всем а = {ai, . . . , aj <= 

jt=a 
cz {1 , . . m > . Тогда T со === J ф == 2 j* Фа == 2 2 na,a j Фа. Для цикла 

V V a V a a e T a va,a 
Tl = 2 2 ^a,a7a,a ТАКЖЕ ] CO = ф = 2 2 2 na,a ф(5 = 2 a oera ^ YT a aera P v ^ a a 
2 n a , o } ф а , поскольку при p # a имеем "{a a ~ 0 в X \ (J и 

J ф р « 0 . И т а к , для любой формы со ^ Z n ( X \ T r ) верно равенство Jco = [ со. 
Va,a • • ' V V! 

По теореме де Рама f ~ f i в Х \ Г . Следовательно, [7] = [уг] е Я * ( Х \ Г ) . 
Докажем теорему 4. Так как разделяющая подгруппа порождается 

циклами вида ( 2 ) , то разделяющий цикл ц ([у] е Я * ( Х \ Г ) ) можно 
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представить так: 
Y ~ 2 Та, (16) 

где [уа] €= # „ (Ua\T). Остается показать, что циклы y e, a e f , гомологи­
чески независимы, т. е. из условия f - О в Х \ Г вытекает ^ в ~ 0 в С/ а\Г, 
а^М, а следовательно, в Х \ Г . Пусть в точке а пересекаются дивизоры 

• • • » Г ; р . {/ь / р } cz {1 ? . . . ? т). Цикл однозначно выражается 
через базу группы H*(Ua\T): 

Уа~ 2 Иа.а^а.а, (17) 

где Л а = { а = {а1, . . . , а п>: { а ь . . . , a n-i> cz { / ь . . . , / p _ i } , а п — / Р ) (см. 
теорему 2 ) . Пусть в соотношении (16) уь ^ 0 в Х\Т для некоторого 
Ь^М. Тогда в разложении вида (17) для ^ ъ найдется коэффициент 
п м Ф 0, (* •€= Л 6. Возьмем форму соь,р = фй/^ Л • • • Л ^/р п / (2яО П ^ ь ^ * 
Х / в . . . /рп, где ф е ^ ( Х ) , ф ( б ) = 1 7 ф ( а ) = а д л я а ^ М , а=£&. Такая 
функция ф Существует, так как многообразие Штейна можно вложить 
в C 2 n + 1 . Так как по предположению f ~ 0, то [соь,р = 0. С другой сто-* 

роыы, ] c o b j P = 2 ) с °ь,р= 2 2 па,а \ Щ,?, = п ъ $ Ф 0> так как 
V a C E M V a a £ M a e A a V a , a 

Г fl, a = p, 
для a = ft имеем J соЬ)р = ф (b) 6 ap, где 6 a { 5 = ft (см. (14) 

и [2, § 4]), а для а Ф b либо Т а , а ~ 0 в U a \ U Tj и тогда ) соь,в = 0, 

Либо Y a | C e ~ ± Ya.p В £ / a \ (J ̂  И ТОГДЭ f 0>Ь,р = ± ф (с) Ца (/р)/|* б(/(з) = 0 , 

полученное противоречие доказывает теорему. 
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