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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУМ 

ЛЕММА О ПРЕДЕЛЕ СЛОЖНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Р. Л. Д о б р у ш и н 

В теории вероятностей довольно часто возникает следующая схема. 
Имеется последовательность случайных величин $1? £2, . . . , £п, . . . , причём 
известно предельное поведение Сп = Ej-j- . . . -[- £п. Кроме того, задана пос­
ледовательность величин 7ь> не зависящих от величин £i# Изучается асим­
птотическое поведение сумм случайного числа случайных величин щ = £г -\-. . . 
. . . + £ . Например, в работах Роббинса [1], [2] методом характеристи­
ческих функций исследуется случай взаимно независимых Ъ{. 

Цель данной заметки —указать, что, основываясь на нескольких про­
стых замечаниях и аксиоматике теории вероятностей, можно свести эту 
задачу к рассмотрениям обычного анализа и сформулировать теорему, 
являющуюся теоретико-вероятностным аналогом теоремы о пределе сложной 
-функции обычного анализа. 

Т е о р е м а . Пусть С (t) — последовательность случайных величин такая, 
что при t —> оо 

P{^=^<X}^F(X), (1) 

где F (х) — собственная функция распределения, а > р и Ъ ф ОТ) и хп — после­
довательность случайных величин, не зависящих от величин С(0> такая, 
что при п —> оо 

Pl^f<x}->G(x), (2) 

где G (х) — собственная функция распределения, у > В > О и d Ф 0, тогда 

Р{~^—<Х}-^Н{Х)' (3) 

где постоянные g, h, \, р и функция Н (х) описываются следующим обра-

2) Предположение о степенном росте нормирующих параметров несущественно и 
принято лишь для упрощения формулировки теоремы. 
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зом: пусть С, т — независимые случайные величины и С имеет распределение 
F (х), а т — распределение G(x), тогда 

I) Если а Ф О, с ̂  0 и fjB > 7 (а— 1) + 8 гглгг з*се а = О, 7̂ о с =̂ О, т о 

Х=-Та, g = aca, 

II) 2?слгг а ^ О, С Ф О И 7 (а — 1) + В > rf, то 

X = ^а, g = aca, ) 
/ лч , * z i^ H(x)^G(x). (5) 

р. = Т (а— 1) + 8, 1г = ааса~{о!, w w J v / 

III) Если а Ф О, с =£ О гг 7 (а — 1) + о = ^ , т о 

)ч = та, g = ac*, _ _ 1 
^ ^ Л = 1 | Я ( а ^ Р { а а С - ^ т + ^С<а;}. j (6) 

IV) £сл^ афО, с = 0, т о 

. , /х Н{х) = Р{^ <х]. (7> 

V) i?c/m а = 0, с —О, т о 

Я(а;)=Р{СтР<а;}. 1 (8) 

Доказательство этого утверждения очень просто — оно основано на сле­
дующем замечании: если последовательность функций распределения 
Кп (х) —> К (х) в смысле слабой сходимости, то можно построить после­
довательность случайных величин -лп таких, чтобы Р {ъп < х] — Кп (х) 
и хп сходились по мере к величине х такой, что Р {к < х] = К (х). 
Для этого достаточно взять за пространство элементарных событий отре­
зок [0, 1] и положить -лп (у) = Ей1 (у), где Кй1 (у) ~~ функция, обратная 
к функции Кп (х). 

Возьмём теперь за множество элементарных событий единичный ква­
драт плоскости U, V. На отрезке [0, 1] оси U построим последовательность 
случайных величин ср(г), имеющих то же распределение, что и величины 
С(/) — ala „ » Z 7 / ч 

———-—-, и сходящихся по мере к величине^, имеющей распределение t (x)> 

и на отрезке [0, 1] оси V — последовательность величин Фп, имеющих рас­

пределение то же, что и ьп~~; .- ? и сходящихся по мере к г, имеющей рас-
dnu 

пределение G(x). Продолжим эти случайные величины на весь квадрат, 
положив <рп (и, v) = yn(u, 0), фп(к, г?) = фп(0, v), С (к, г;) = £ (к, 0), т (к, г?) = 
= т(0, г;). Очевидно, что величины С (г) = ataJ

rbt$yn имеют распределение 
то же, что и С(0» величины тп = сп^ -\- dnbtyn имеют то же распределе­
ние, что и тп, и величины С, (t) и тп взаимно независимы. Поэтому 
величины С('сгг) и С('сп) распределены одинаково, и изучение С (та) можна 
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заменить изучением С (^п)- Но в смысле обычной сходимости по мере 

Z(t)=at* + btK + o(t*), ) 
~zn = erf + drf т + о (пъ) / 

и 
С (тп) = a {erf + dnh + о (л8))* + 

+ К (си* + d/гЧ -Ь о (я8))** + о ([erf + dnh + о (и8)Р), 

где С и т — независимые случайные величины, имеющие функции распре­
деления F (х) и G{x). Так как для предельных переходов в смысле сходи­
мости по мере справедливы все правила классического анализа, то, разложив 
(10) по степеням п и выбрав члены старшего порядка, мы получим все 
случаи нашей теоремы. 

Поступило в редакцию 27 сентября 1954 г. 
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