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DEFORMACII DIOFANTOVYH SISTEM DL�
KVADRATIQNYH FORM REXETOK KORNE� An

Teori� skle�ki� predstavl��wa� sobo� sposob konstruirova�

ni� rexetki L � L�

�y�
�L� iz rexetok L�� L� dobavleniem faktora

skle�ki y � y� � y�� gde yi vybira�ts� iz faktor�mno�estva du�
al�nyh vektorov L�

i �Li� voshodit k Knezeru 	
� i Vittu 	��
 Lo�
kal�ny� variant metoda skle�ki primenen v rabotah V
 G
 �u�
ravleva 	�� �� k naho�deni� qisla rexeni� matriqnyh uravne�
ni� Q�X� � tXQX � A dl� polo�itel�no opredelennyh kvadra�
tiqnyh form Q i A


Konve� i Slo�n 	�� primenili metod dopolneni� dl� konstru�
irovani� kvadratiqnyh form men�xih razmernoste� iz izvest�
nyh form� kotory� �vl�ets� obraweniem metoda skle�ki Vitta�
Knezera
 V rabotah �uravleva 	�� i avtora 	�� �� razrabotan me�
tod deformacii diofantovyh kvadratiqnyh sistem� pozvol���
wi� poluqat� ne tol�ko seqeni� matriqnyh kvadratiqnyh urav�
neni� Q�X� � A dl� kvadratiqnyh form Q kubiqeskih rexetok
Z
n� no i formuly dl� qisla predstavleni� form sootvetstvu��

wimi seqeni�mi


V nasto�we� stat�e pokazano� qto metod deformacii �vl�et�
s� obwim i primen�ets� k n�merno� rexetke korne� s nulevo�
summo� An� predstavl��wu� sobo� qetnu� podrexetku rexetki
Z
n��� An � fx �Zn�� � x� � x� � � � �� xn � �g


Issledu�ts� deformacii matriqnyh kvadratiqnyh uravne�
ni�

QAn �T � �
tTQAnT � A� gde T �Mn�m�Z�� �
�

specializaci�mi kvadratiqnyh form A
 Ispol�zu� metod orto�
gonal�nogo dopolneni� v rexetkahZn�� k vektoru n��	 � �	 � � � 	�
dl� poluqeni� form QAn podrexetok An� preobrazuem matriq�
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noe uravnenie �
� v sistemu�
QZn���X� � A�

n��	QZn��X � ��
���

gde QZn�� � ediniqna� matrica por�dka n� 	

Odnorodnye specializacii form A � A��A�� transformiru�t

sistemu ��� v sistemy togo �e vida�
QK� �Y � � A���

n��	MK�Y � �
���

i preobrazu�t levu� qast� formuly dl� qisla celyh rexeni�
r�A
QAn� uravneni� �
� �sm
 	���

r�A
QAn� � o�QAn � std�n�m����A
QAn�
Y

pj jAj� p���

�p�A
QAn� ���

k vidu

r�A
QAn� � o�QAn�
X
hX�i

r�A��
QK��

stab�X�
 n��	�
� ���

gde r�A��
QK�� � qislo celyh rexeni� sistemy ��� i o�QAn� obo�
znaqaet por�dok gruppy celyh avtomorfizmov formy QAn 
 Zdes�
MK� � poro�da�wa� matrica rexetki� ortogonal�no� nekotoro�
orbite hX�i� kotoru� obrazu�t predstavleni�X� � QAn �X

�� � A��
udovletvor��wie uslovi� n��	QZn��X

� � �
 Funkci� std�n �m�
zavisit tol�ko ot raznosti razmernoste� n�m 	��� i vse lokal��
nye mno�iteli �p�A
QAn� v pravo� qasti ��� �vno vyqisl��ts�

Sut� metoda deformacii po�snim na primere iz p
 �� vybira�

ternarnu� formu A beskvadratnogo opredelitel� i

QA�
�

�
B�

� 	 	 	
	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �

�
CA �

Vkladyva� rexetku A� v rexetku Z	� preobrazuem matriqnoe
uravnenie �
� v sistemu �

QZ��X� � A�

		QZ�X � ��
���
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Specializacie� voz�mem formu A � A� � A�� s blokom A� � �

Mno�estvo rexeni� X� �M	���Z� sistemy�

QZ��X
�� � ��

		QZ�X
� � �

���

imeet odnu orbitu hX�i s predstavitelem tX� � �	 �	 � � ��

Ortogonal�noe dopolnenie k X � � forma s matrice� Grama
QK� � 	
 � �
 Uqityva� ravenstvo ���� preobrazuem formulu ���
k vidu

r�A��
QK�� � �

�
	�

�
jA��j




�� Y
pj jA��j� p����	

�
	 � ���A

���

�
�	�

p

��
� ���

Zdes� r�A��
QK�� � qislo celyh rexeni� sistemy diofantovyh
uravneni� �������	

������


y�� � y�� � y�
 � �y�� � a��

y�	 � y�� � y�� � �y�
 � a
�

y�y	 � y�y� � y
y� � �y�y
 � a��

y� � y� � y
 � �y� � ��

y	 � y� � y� � �y
 � �

���

�vl��we�s� koordinatno� zapis�� sistemy ���� poluqenno� v
rezul�tate deformacii uravneni� �
�


�� Kak obyqno� pod rexetko� L ponimaets� svobodny�Z�modul�
koneqnogo ranga s nevyro�denno� simmetriqesko� biline�no�
formo� ��� ��L� prinima�we� celye znaqeni�
 Esli dl� rexetki L
vybrat� bazis fe�� e�� � � � � eng� to QL � ��ei� ej�L�n�n � ee matrica
Grama� kotora� �vl�ets� celo� i nevyro�denno�
 Esli matrica
QL polo�itel�no opredelena� to rexetka L tak�e nazyvaets� po�
lo�itel�no opredelenno�
 Fiksiru� bazis� mo�em oto�destvit�
L s rexetko� Zn � Mn���Z�� dl� kotoro� �x� y�L � txQLy �x� y �
Z
n�
 Pust� M �Zm � druga� rexetka razmernosti m � n s for�

mo� �x�� y��M � tx�QMy�
 Vlo�enie rexetki � � M �� L � �to vlo�
�enie Z�modul� M v L s usloviem �x�� y��M � ���x��� ��y���L
 Iz
opredeleni� sleduet� qto ��x�� � X � x� dl� X � Mn�m�Z� i pri
�tom

QL�X� � QM � �
��
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Obratno� l�boe celoe rexenie X uravneni� �
�� zadaet vlo�
�enie
 Esli rexetka L polo�itel�no opredelenna�� to M tak�
�e polo�itel�no opredelenna�� qislo r�M 
L� vseh vlo�eni� �
koneqno i ravno qislu rexeni� r�QM 
QL� matriqnogo uravne�
ni� �
���

r�M 
L� � r�QM 
QL�� �

�

Rassmotrim predstavleni�

QAn �T � �
tTQAnT � A� gde T �Mn�m�Z�� �
��

kvadratiqnyh form A razmernosti m formami QAn�
tMAnMAn re�

xetok korne� An s poro�da�we� matrice� tMAn�

�
�� �


 
 


 
 

�� �

�



Metodom ortogonal�nogo dopolneni� v rexetkah Zn�� polu�
qim formy QAn podrexetok An� dl� kotoryh pri n � � rod �QAn�
sostoit iz odnogo klassa
 V �tom sluqae matriqnoe uravnenie
�
�� preobrazuets� v sistemu�

QZn���X� � A�

n��	QZn��X � ��
�
��

gde n��	 � stroka� sosto�wa� iz n� 	 edinic


Vyberem odnorodnu� specializaci� formy A �


A� �
� A��

�
�

ravnu� pr�mo� summe form A� i A��� i pust� matrica X � �X�X���
razbita na bloki sootvetstvu�wim obrazom
 Togda sistema �
��
prinimaet vid ������������	

�����������


QZn���X
�� � A��

n��	QZn��X
� � ��

�� �� �� �� �
tX�QZn��X

�� � ��

QZn���X
��� � A���

�� �� �� �� �

n��	QZn��X
�� � ��

�
��

Rexeni� X� podsistemy �
�

���
�
�� obrazu�t orbity hX�
ii ot�

nositel�no gruppy avtomorfizmov O�QZn��� nad kol�com celyh
racional�nyh qisel Z
 Dl� ka�do� orbity hX�

ii stroim orto�
gonal�noe dopolnenie QK�

i
� tMK�

i
MK�

i
� gde MK�

i
� poro�da�wa�
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matrica rexetki� ortogonal�no� hX�
ii
 Poskol�ku opredeliteli

jA�j i jQZn��j vzaimno prostye� to dopolnitel�nye formy QK�

i

ime�t opredelitel� jQK�

i
j � jA�j � jQZn��j � jA�j


Deformacii matriqnyh kvadratiqnyh uravneni� QZn���X� �
A odnorodnymi specializaci�mi formy A � A� � A�� perevod�t
sistemu �
�� v sistemy togo �e vida

�
QK�

i
�Y � � tY tMK�

i
MK�

i
Y � A���

n��	MK�

i
Y � ��

� �
��

Pust� opredeliteli form Q� A� i A�� poparno vzaimno pro�
stye i beskvadratnye
 Na�dem vzvexennoe qislo celyh rexeni�
r�A��
QK�

i
� sistem �
��


Ispol�zu� metod deformacii 	�� diofantovyh kvadratiqnyh
sistem v rexetkah Zn �n � ��� poluqaem formulu

r�A
QZn��� � o�QZn���
X
fX�g

r�A��
QK�� �

stab�X��
�
��

dl� qisla celyh rexeni� r�A
QZn��� uravneni� �
�

�� gde X�

probegaet predstavleni�QZn���X
�� � A�� fX�g � sootvetstvu�wa�

O�QZn����orbita� QK�� � X�
 Zdes� o�QZn��� i stab�X�� oboznaqa�
�t por�dki gruppy O�QZn��� i stabilizatora Stab�X ��
 Stabi�
lizator Stab�X�� sostoit iz avtomorfizmov M � O�QZn���� dl�
kotoryh MX� � X �
 Gruppa avtomorfizmov O�QZn��� poro�daet�
s� �n � 	�� perestanovkami i �n�� peremenami znakov koordinat

�to pozvol�et legko opredel�t� koliqestvo orbit predstavle�
ni�


Uqityva� line�noe uslovie �
�

� i �kvivalentnost� matriq�
nogo uravneni� �
�� i sistemy �
��� zapisyvaem

r�A
QAn� � o�QAn�
X
hX�i

r�A��
QK��

stab�X�
 n��	�
� �
��

gde r�A
QAn� � koliqestvo predstavleni� T �sm
 �
���� o�QAn� �
por�dok gruppy O�QAn�� stab�X�
 n��	� � por�dok podgruppy teh
N � Stab�X��� dl� kotoryh n��	N � �n��	


Ograniqims� rassmotreniem sluqa� neqetno� korazmernosti
n � m i qetnogo opredelitel� jAj
 Dl� qisla predstavleni�



�� N� V� BUDARINA

r�A
QAn� imeets� obwa� formula 	���

r�A
QAn�

o�QAn�
� �
��

�std�n�m��c���d��n
���

Y
qjd� q ���

�qn
��� � 	q�

Y
pj jAj� p ���

�pn
��� � �p��

gde

	q � ���QAn�

�
��	�n

���jAj

q

�
� �p � ���A�

�
��	�n

�����d

p

�
�

d � jQAn j � n � 	� ��d� � qislo neqetnyh prostyh delitele� d�
n� � n � m � 	� c � �� dl� n� � � i c � �	 dl� n� 
 �
 Znak

���A� �


A�

p

�
opredel�ets� iz �ordanova razlo�eni� v pr�mu�

summu nad kol�com celyh p�adiqeskih qisel Zp 	
���

A �ZpA� � p�Ap� �

Ots�da sleduet

Teorema �� Pust� celye polo�itel�no opredelennye formy
QAn � gde n � �� i A � A� � A�� ime�t beskvadratnye i vzaimno
prostye opredeliteli� Krome togo� pust� QK� � forma� ortogo�
nal�na	 predstavleni	m X�� udovletvor	�wim sisteme uravne�
ni
 �
�

���
�
��� Togda vzvexennoe qislo rexeni
 r�A��
QK�� si�
stem �	
� ravnoX

hX�i

r�A��
QK��

stab�X�
 n��	�
� �
��

�std�n�m��c���d��n
���

Y
qjd� q ���

�qn
��� � 	q�

Y
pj jAj� p���

�pn
��� � �p��

Esli rexeni� X� sistemy �
�

���
�
�� obrazu�t odnu orbitu
hX�i otnositel�no gruppy avtomorfizmov O�QZn��� nad kol�com
Z� to polnost�� rexaets� vopros o qisle rexeni� deformiro�
vanno� sistemy �
��


�� Rassmotrim predstavleni� �
�� ternarno� formy A beskva�
dratnogo opredelitel� jAj kvaternarno� formo�

QA�
�

�
B�

� 	 	 	
	 � 	 	
	 	 � 	
	 	 	 �

�
CA �
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Suwestvovanie vlo�eni� rexetki A� v Z	 pozvol�et pere�ti ot
zadaqi �
�� predstavleni� formami dl� rexetok An k zadaqe
�
�� predstavleni� formami dl� rexetok Zn� qto daet vozmo��
nost� rabotat� s avtomorfizmami rexetok Zn


Naqnem so specializacii A � A��A�� s blokom A� � � i blokom
A�� opredelitel� jA��j� ne del�wegos� na � i �


Rexeni� X� sistemy

�
QZ��X

�� � ��

		QZ�X
� � ��

����

obrazu�t odnu orbitu hX�i s predstavitelem tX� � �	 �	 � � �� i
stab�X�
 		� � ��� � 	�
 Vybira� minimal�ny� bazis� nahodim

poro�da�wu� matricu MK� �

�
B�

� � � �

� � � �
� � � �

� � � �
� � � �

�
CA podrexetki� ortogo�

nal�no� k X�� i matricu Grama QK� � tMK�

i
MK�

i
� 	
 � �
 Or�

togonal�noe dopolnenie QK� imeet opredelitel� jQK� j � � i QK�

prinadle�it neqetnomu rodu �QK�

I
� s ��simvolom 	�


I�
�
��
I��


Leva� qast� formuly �
�� vkl�qaet predstavleni� tol�ko
formo� QK� � a prava� qast� preobrazuets� v sootvetstvii s raz�
mernost�mi i p�adiqeskimi invariantami form A i QA�

	��
 For�
ma QA�

imeet p�adiqeskie simvoly �QA� � 	��
II��� 
QA� � 	�

���

pQA� � 	�
�
p �� dl� p 	� �� 
� i std�	� � �
 Ostalos� na�ti znaki 		 i

�p v formule �
��
 Poskol�ku A � ��A��� to ���A� � ���A���


�
p

�
dl�

p 	� �� �p � ���A���


���
p

�
dl� p 	� �� 
 i 		 �



jAj
	

�
�
�
�
	

� 
 jA��j
	

�
�

�


jA��j
	

�

 Ots�da vytekaet

Predlo�enie �� Dl	 beskvadratnogo jA��j� ne del	wegos	 na � i
�� sistema �	


 QK� �Y � � A�� �

�
a� a�

a� a


�
�

		MK�Y � ��

��
�

ravnosil�na	 sisteme diofantovyh uravneni
 ���� imeet qislo re�
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xeni
 Y �M����Z�� ravnoe

r�A��
QK�� �

� �

�
	�

�
jA��j




�� Y
pj jA��j� p����	

�
	 � ���A

���

�
�	�

p

��
� ����

Vtoro� primer kasaets� deformacii uravneni� �
�� v rexetke
A� specializacie� ternarno� formy A � A��A�� s blokom A� � 	�
i blokom A�� opredelitel� jA��j� ne del�wegos� na �� � i �
 Zdes�
rassmatrivaets� sluqa� suwestvovani� neskol�kih orbit hX�

ii
rexeni� sistemy �
�

���
�
��

Stro� ortogonal�noe dopolnenie k vektoru �	 v rexetke Z��

poluqim kvadratiqnu� formu QA�
rexetki A�� togda matriqnoe

uravnenie �
�� preobrazuets� v sistemu �
��

Mno�estvo rexeni� X� sistemy uravneni� �
�

���
�
�� ras�

padaets� na dve orbity s predstavitel�mi tX�
� � ���� 	�	 � � ��

i tX�
� � �� �	 �	 �	 �	 	 	�� dl� kotoryh stab�X�

�
 �	� � ��� � 	� i
stab�X�

�
 �	� � ���� � ��
 Podbira� minimal�nye bazisy� nahodim
poro�da�wie matricy rexetok� ortogonal�nyh X�

i�

MK�

�
�

�
BBBBBBB�

� � � 	 � �
� � � 	 � 	
� � � � 	 	
� � � � 	 �	
� � 	 � � �
� 	 � � � �
	 � � � � �

�
CCCCCCCA
� MK�

�
�

�
BBBBBBB�

� � � � � �	
� � � 	 � �
� � 	 � � �
� 	 � � � �
	 � � � � �
� � � � �	 	
	 	 	 	 	 	

�
CCCCCCCA
�

Ortogonal�nye dopolneni�

QK�

�
� 	
 �

�
� � � 	

� � �
	 � �

�
A � QK�

�
�

�
BBBBB�

� 	 	 	 	 	
	 � 	 	 	 	
	 	 � 	 	 	
	 	 	 � 	 	
	 	 	 	 � �
	 	 	 	 � �

�
CCCCCA

ime�t opredelitel� jQK�

�
j � jQK�

�
j � 	� i prinadle�at od�

nomu neqetnomu rodu �QK�

I
� s p�simvolami �QK�

I

� �	�	����I���


QK�

I

� 	�	
��
 Forma QK�

�
ne predstavl�et ediniqnu� matri�

cu 	
� znaqit� klass fQK�

�
g ne�kvivalenten klassu fQK�

�
g
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Leva� qast� formuly �
�� reduciruets� k predstavleni�m
dvum� formami QK�

�
i QK�

�
� prava� qast� preobrazuets� v so�

otvetstvii s invariantami form A i QA�

 Forma QA�

imeet p�

adiqeskie simvoly �QA� � 	��
II��� �QA� � 	�	���� pQA� � 	�

�
p �� dl�

p 	� �� �� i std��� � �
� 
 Na�dem dalee znaki 	�� �	 i �p v formu�

le �
��
 Poskol�ku forma A � 	� � A��� to ���A� � ���A
���


��
p

�
dl� p 	� �� 
� �p � ���A�



�
p

�
� ���A���



��
p

�

�
p

�
� ���A���



��
p

�
dl�

p 	� �� 
� �� �	 � ���A�
�
�
	

�
� ����A

��� � �


jA��j
	

�
i 	� �

�
�
�

� 
�jAj
�

�
�


jAj
�

�
� �



jA��j
�

�

 Ots�da sleduet

Predlo�enie �� Dl	 beskvadratnogo jA��j� ne del	wegos	 na �� 

i �� vzvexennoe qislo rexeni
 Y �M����Z� sistem�

QK�

�
�Y � � A���

�	MK�

�
Y � ��

�
QK�

�
�Y � � A���

�	MK�

�
Y � ��

poluqennyh v rezul�tate deformacii uravneni	 �	�� v rexetke A�

specializacie
 formy A � A� �A�� s blokom A� � 	�� ravno

�r�A��
QK�

�
� � r�A��
QK�

�
� �

�

�

�

�
jA��j




���
��

�
jA��j

�

�� Y
pj jA��j� p����	��

�
p� ���A

���

�
��

p

��
�
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