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О СРАВНЕНИИ СИЛЫ НЕКОТОРЫХ ДЕ-ОПЕРАЦИЙ В СВЯЗИ 
С ОБОБЩЕНИЕМ НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМ О КРАТНОЙ 

ОТДЕЛИМОСТИ 

В теории операций над множествами нередко возникает во­
прос о сравнении силы некоторых ДЕ-операций над множествами. 
В частности, это обстоятельство лежит в основе установления не­
которых теорем о кратной отделимости. 

В настоящей работе получены некоторые результаты такого 
типа, относящиеся к R- и Р с -операциям, для случая, когда исходное 
пространство индексов / = (I) имеет мощность т = # ч , а /?-опера-
ция — счетную глубину цепей. Мы пользуемся терминологией, вве­
денной в работах [ 1 ] — [ 6 ] , и применяем ее без оговорок к случаю 
пространства индексов I мощности т. 

Обозначим через 31 основное пространство, множества которого 
изучаются. Пусть N есть база АЕ-опера'ции, удовлетворяющая по 
отношению к любому классу множеств / Q 0 , 31 следующим усло­
виям: 

1 ° . Операции типа RN сильнее операций Ф с , U и П относи-

тельно класса множеств К. 
2°. Операции типа (N, d) равносильны операции <&N относительно 

класса множеств К, и операции типа (N , d) равносильны опера­
ции Ф с относительно того же класса, или 

N 

2'. R^^ ^ RN, (RN , d) ^,RN . Тогда операции типа (RN, RN) равно­

сильны операции типа RN относительно класса множеств К, опера­

ции типа RR -не сильнее операций типа RM , где Ф ж = RN, 
R%(K)czRN(K) и R^(K)(=iR%(K) при [1]. 

Систему множеств, инвариантную относительно операции { ] , 
назовем Д-системой. Пусть Af есть база некоторой ДЕ-операций. 
Через А/ обозначается множество всех цепей базы N, содержащих 
индекс i^I, и через А^'1£Р''" — множество всех цепей базы N, со­
держащих индексы i v ... , ip, ... пространства /. Д-систему, построен­
ную на совокупности баз /V и (Nl)iel, обозначим Д(А/). 

Л е м м а . Пусть класс множеств Kz)0u база N такова,' что 
для любой базы, М, принадлежащей А (А), выполняется соотноше-

\ 
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ние: Фм(К)аФк(К) или ФМ(К) <^<&Q(K), где Ф д — некоторая ^-опе­
рация. 

Тогда 

или 
P < S v 1 

3 < £ 

где Мх, /W 2 £A(A). 
Первое соотношение следует из леммы 3. И. Козловой [1]. 

Чтобы доказать второе соотношение, будем рассуждать следующим 
образом. Пусть дано произвольное семейство множеств ( Д ) г € / 

класса К. Определим семейство множеств ( Я г ) г е / , положив Hi = Ei1 

если 1фЦ при любом р < S v ; Ht = 0 , если i = Тогда 
Ф , \Et\ = Ф„{НЛ или Ф , {ЕД = Фя \Ht\. 

В 1 ^ В 1 
Т е о р е м а 1. Пусть N— жесткая база ^-операции и М — база 

At-операции типа R N . Пусть выполнены следующие условия: 
a) L K М; б) (Мс, d) ^ Мс- в) если Z £ Д (А/), то L^N. 

Тогда M h < i 3 ' " УИ, а операция Ф с/, ь,... сильнее one-
рации ФмС относительно любого класса множеств К^0-

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть Фм= T<N.>, где (А/7). 6 / есть / ? л , -
семейство баз. Базы семейства (А/7) получены сдвигами базы А/ на 
попарно непересекающиеся цепи (rf)^,, где 0 £ У, i £ V, т. е. 
Nt=fi{N). Рассмотрим операцию Ф ^,..., где г ь ... , г3, ...—про­
извольная последовательность индексов, имеющая тип 2 Ч . 

а) Если ни одна Г^-цепь не содержит всех индексов (/з) й , то 
Ф ? э , . „ { E t \ = 0 для любого семейства множеств ( £ , ) ; е / , т. е. 

в этом случае M h < ^ / И . 
б) Пусть индексы (is)Q принадлежат хотя бы одной 7"Л,-цепи'. 

Некоторые из этих индексов могут быть попарно подчинены. Возь­
мем совокупность всех индексов, которым подчинены индексы 
( i 9 ) Q , включая их самих. Рассмотрев порядковое подчинение индек­
сов этой совокупности, получим некоторое дерево, корнем которого 
является нуль, а ветвями служат последовательности подчиненных 
друг другу индексов. При этом длина совершенно упорядоченных 
подцепей не более чем «>. 

Пусть г, является началом некоторой ветви, а гь г1+1, ... , г1+т — 
подчиненные индексы, расположенные в порядке взаимного подчи­
нения. Пусть r)+m+l, rj+m+v ... , r f + m + 1 , ... (р < 9 , ) суть индексы, 
являющиеся началами новых ветвей дерева (в частности, число их 
может быть конечным). Положим Л7 = л Л + 1 при / < k < / -+- т, 

— k
 гь 

Л г? 
А, = NL+M+1 1 + Т + Х ' , А,- = А,- в остальных случаях. Тогда 
— i+m rl+m —J 

Ф /й.... \EL\ = T<N.) где ( 4 ) ( € / — произвольное семейство 
множеств. 
В-509. Математика — 6 



82 Ю. И. Романов 

Покажем, что У И ' 1 < J УИ. В самом деле, если rk+l= fr Uk+i)> 
где jk+lfl, то Л > * + 1 = Л й ( Л / * + 1 ) . Если r f + m + 1 = ( / ? + Я 1 + 1 ) при 

[ 3 = 1 , 2 , . . . , то /V =z f (Д/ v ) . Так как Л Л + 1 £ Д ( Л / ) и 

А / 0 ' + я , + 1 , в , ^ А ( Л ) , - то Л Л + ^ А / и N h + m + l ) Q s ^ N . Отсюда следует, 

что 7"< yvy. > 7^ , т. е. У И ' 1 ' > - ^ УИ. 
2 . Рассмотрим операцию Ф с/„... ,» 3 Если индексы (tp)Qv не при­

надлежат ни одной цепи операции Ф^с , то ф

ж с / , , ; 3,... {ТГД = 0 для 
любого семейства множеств (£" ( -) / e / . Следовательно, в данном случае 
У И С < 1 ' Р ' " ' <^ УИС . Если индексы (*з)д принадлежат хотя бы одной 

цепи базы УИС, то рассмотрим следующие случаи. 
1) Индексы (ip)Q принадлежат цепи ч\у £ NJ, при некотором / £ / . 

Так как мы рассматриваем только жесткие цепи, то это значит, что 
индекс is £ ^ , £ 7 ^ , , причем если индекс г а £ ( ^ ) й и а ф fi, то i n £ ^ , . 
Выпишем все индексы, которым подчинен индекс / : г 2 = 0 , /"г,... 
... , = у', где индекс rk подчинен индексу гт, если 1 < т < k < s. 
Пусть 

' 0 , если / = г х, г 2, ... , г , , 
/5} в остальных случаях. 

Положим 

Тогда Ф^с/,,... , ;3, = f ) ^ [~\Т

<мс}

 Н а основании леммы 

Ф (АГ)с:Фд, (ЛГ), где Л 0 0 - Тогда ( [1 ] , следствие теоремы 
N \\JNV 

s $ s 

. 3 . 1 7 . 1 ) имеем Г^с^Гй. Так как Т^с^Ю^К, [} < TC

N и 

(7"лг, d)^TC

N, то получим, что Ф^с/,..... ... (Ю <= Ф^с (/С). 
2 ) Индексы ( i 3 ) Q попарно не подчинены друг другу и имеют 

разный порядок подчинения нулю. 
Рассмотрим совокупность данных индексов и индексов, которым 

они подчинены. Определим порядковое подчинение этих индексов. 
Получим дерево, корнем которого является нуль, а концевыми вер­
шинами служат индексы данной последовательности (h)g • 

Пусть Е* = 0 , если /принадлежит дереву и У ( ; ( ^ ) а > а в осталь­
ных случаях Е* = Ej. По условию все индексы ( i s ) Q принадлежат 
разным ветвям. Пусть ia(z(i?)q . Обозначим через га

 индекс, кото­
рому непосредственно подчинен индекс ia. Положим 

j V c J ^ A i V J f , у = г-; 
— I TV, в остальных случаях. 

file:////JNV
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Тогда Ф л а , / Р . . . . { £ у | = П ^ П
 r<V>^' о т к У д а следует, как 

в первом случае, что если / 0 0 , то ф

ж о „ . . . , /3,... (К) а Ф^с (К). 
Другие возможные случаи представляют собой комбинацию этих 

двух случаев. Таким образом, Ф^с/, г3,... не сильнее Ф^с относи­
тельно любого класса множеств / 0 0 . Аналогичным образом дока­
зывается 

Т е о р е м а 1'. Пусть А — жесткая база Ь^-операции а Фм есть 
операция типа RN. Пусть выполнены следующие условия: a) 1_МУИ; 

б) (Мс, d)^Mc ; в*) RR -^RN; г*) из того, ято L£A(N), следует,, 

что L <ъ М. 

Тогда УИ'1' "'' ' э'"' М, а операция Ф^сг, /р,... не сильнее опе­

рации Ф м с относительно любого класса множеств А 0 0 -
Т е о р е м а 2. Пусть N и № — жесткие базы АЪ-операции и 

Фм есть операция типа RN, где 0 < а < Q v + 1 . Пусть база N удов­
летворяет по отношению к классу множеств К $ 0 , 91 следующим 
условиям: а) операции типа RN сильнее операций Ф^с, \J и jTJ от-

т т 

носительно класса множеств К; б) операции типа (N, а) равно­
сильны операции Ф^ относительно класса множеств К, и операции 
типа (IVе, а) равносильны операции Ф с̂ относительно того же 
класса; в) если L^A(N), то L N. 

Тогда операция Ф ... (а также операция Ф гв,...) не 
Ма+1 О 

сильнее операции Ф Л а + 1 (соответственно операции ФМо) относи­

тельно любого класса множеств К-)0, 31, а Ф а, ... ь ... силь-
м ' Р 

а 
я<?е Фмс относительно тех же классов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как N — жесткая база АН-опера­
ции, удовлетворяющая условиям а)—в), то в силу теоремы 1 
УИ|0"' ( в"" УИ0, где Фм есть операция типа R%. На основании тео­
ремы 1 Ф СИ «р,... не сильнее Фмс относительно класса множеств-

о 0 

К^0, ъ1. Это значит, что А(УИ )̂ таково, что если /_£Д(УИ 0), то Фь. 
не сильнее Ф с относительно любого класса • множеств Л 0 0 , 31.. о с 
Базы операций Ф ^ ^ Г ^ . ) и Ф Д [ с = 7 ,

< Л , с > могут быть взяты жест­
кими ([6], [1]). 

Допустим, что операция Ф щ. - не сильнее Ф м и опера-
а + 1 

ция Ф ciu .. , ь не сильнее Ф г относительно класса множеств 
а + 1 - " ' a + l 

Л 0 0 , 31, где a < 2 v + 1 . Базы УИ а + 1 и УИ£н можно взять жесткими. 
Это значит, что Д(УИ£н) удовлетворяет условию в). Тогда на осно­
вании теоремы 1 операция Ф^,-, г ? , . . . не сильнее Ф Ж к + 2 , а опера* 

а+2 
6* 
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ция Ф д , ... не сильнее Ф г относительно класса множеств 

К?: 0,31. 
Допустим, что утверждение верно для всех а < у , где у —пре­

дельное трансфинитное число, меньшее й,+ь Пусть (а , ) -* у , где 
а , < Т - Тогда Ф^с/,. . . . {£,} = U ® м а и . . . , Т а к как в силу 

т «(-<т "/ 
допущения операция Ф с*„... ,/ 3 , . . . не сильнее Ф^с относительно 

«/ 

класса множеств / Q 0 , 91, то Фмаи .... /р,... (К) с ( J Ф с ( / О = Ф „с ( Ю , 

т. е. операция Ф с;„..., г3,... не сильнее Ф^с относительно класса 

Ky0, 91. Если все операции Ф^с и операция объединения семейства 
а. 

множеств, когда мощность семейства не более т, имеют жесткие 
базы, то и итерация этих операций имеет жесткие базы ([6], [1]). 
Следовательно, базу УИУ

С можно считать жесткой. Это значит, что 
удовлетворяет условию в). Каждая из баз Ма и NU при 

а < 2 v + 1 удовлетворяет условиям а), б) (см. [1], часть II, § 2). Так 
как RMc = Фм + 1 , то, используя теорему 1, получим, что операция 

Ф ... ,1Й,... не сильнее Ф м , а операция Ф с/, ь,... не сильнее 
М , , р у н т + 1 УИ , ' 1 Y + 1 

Ф „ относительно класса множеств -АГ-5 0 , 9t. 
^ T + l 

Таким образом, для всякого числа а < Q v + 1 , операция Ф - , «з. ••• 

(операция Ф^/, ;3, ...) не сильнее операции Ф Л а + 1 (операции , ' Ф Ж о ) 

относительно любого класса множеств К у 0,31, а Ф с/,,... ,/ 3,... не 
а . 

сильнее Фмс относительно тех же классов множеств. Теорема дока­

зана. Аналогично доказывается 
Т е о р е м а 2'. Пусть А и Nc — жесткие базы АН-операции и 

•Фм есть операция типа R%, где 0 < а < 2 ч + 1 . Пусть база N,удов­
летворяет по отношению к классу множеств К-у 0 , 91 следующим 
условиям: а) операции типа RN сильнее операций Ф tc, U и П о т " 
носителъно класса множеств К; б*) (/<?&, d) ^ RN; в*) А?„ ^ R^; 

N 
г*) есуш ££Д(Л7), то L-$M. 

Тогда операция Ф « , , . . . , ( а также операция Ф , ,-3,...) к<? 
а + 1 О 

сильнее операции Фм (соответственно операции Фм^ относитель­
но любого класса множеств Ку*0, 91, а операция ®мах *>••• н е 

а 

сильнее операции Фшс относительно тех же классов. 

Если исходная операция ® v = U , то /^/V-операция обозна­

чается R* . . 
С л е д с т в и е . Если т = # 0 и в качестве базы' -операции взята 

жесткая база, то при любом а < 2 операция Ф гп,... (а также опе-
а+1 
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рация Ф^г,,..., i f , . . . ) не сильнее операции Ф Д ( а + 1 (соответственно опе­

рации Ф „ ) относительно класса множеств Ку0,У1, а Ф а,, 
а 

не сильнее Ф мс относительно того же класса, где Фм^ есть опера­

ция типа R* с жесткой базой. 
Действительно, если N— жесткая база и_ о п еРаЦи и> то N удов­

летворяет условиям а), б*), в*) [3]; А(ДУ) есть ^-система, удовлетво­
ряющая условию г*). Тогда для операций R0, А? а + 1 и RaC при любом 
числе а < 2 будут справедливы теоремы 1, Г , 2, 2'. 

Из изложенных здесь результатов следует, что теоремы о крат­
ной отделимости, доказанные в работе [7], имеют место для случая 
/^-операции с пространством индексов мощности г при условии, что 
рассматриваются /^-множества, построенные с помощью таких же 
/^-операций. 
г. Волгоград Поступило 

19 VIII 1966 
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