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А.И. П а в л о в 

Пусть Л - некоторое множество натуральных чисел, Sn(A) - множество всех 
подстановок степени п, имеющих лишь циклы с длинами из множества Л, ап(Л) = 
= \Sn(A) |/и!, где \Sn(A) I - мощность конечного множества Sn(A). Изучается асимпто­
тика ап(Л) при п -+ °° в зависимости от плотности у множества Л, при этом 

1 
7= lim - 2 1. 

*-*<*> х Лел 
\<х 

Пусть Л — некоторое множество натуральных чисел, Sn(A) — множество всех под­
становок степени п, имеющих лишь циклы с длинами из множества Л, ап(А) = 
= \Sn(A)\/nl9 где I^ (Л) | - мощность конечного множества ^„(Л). В статье изучается 
асимптотика ап(А) при п -> °° в зависимости от плотности у множества Л. Здесь и далее 
у = lim NA(x)/x, где NA(x) = 2 1. К настоящему времени на эту тему получен ряд 

х-+°° \<х 
лел 

результатов [1—7]. Прежде чем формулировать доказанные здесь утверждения, на­
помним одно определение [8]. 

О п р е д е л е н и е . Положительная функция L(x) называется медленно меняю­
щейся на бесконечности, если она измерима на полуоси [А, °°), А > О, и для любого 
фиксированного х0 > 0 выполняется равенство 

L(x0x) 
lim — — * 1. 
х-*"*> L(x) 

Множество всех медленно меняющихся на бесконечности функций обозначим <£. 
В статье получены следующие результаты. 
Т е о р е м а 1. Дпя любой последовательности Л выполняется неравенство 

1 ( 1 
ап(А)< - е х р 2 — 

П К\<п Л 
лел 
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С л е д с т в и е 1. Если у - мотностъ множества Л, то выполняется неравенство 
an(A)<n^-lL(nl 

>! - 1 где L(n) = ехр< 2 — - у\пп \. При этом L Е JC. 
1 х е л X J 

Т е о р е м а 2. Пусть Ах и Л2 - подмножества множества натуральных чисел 
такие, что Aj П Л2 = ф\ при v = 1,2 w яры п-* °° выполняется условие dn(Av) ~ 
~w7"~ £у(л), где 0 < 7 ^ < 1 > ТУ не зависит от nt L„EJC, A = At U А2. Тогда: 

X) если 7i > 0 w 72 > О, го а„(Л) ~ Си 7 " 1 Ця) , н->°°, где 7 = 7i +72, Ци) = 

= 1х{п)Ъг(п)и С=Г(71)Г(72)/Г(7), Г(г) - гамма-функция; 
2) естш 7i = 72 = 0» зло ирм п -* <» 

1+о(1) _ I 2 (m) _ L ^ w ) 
И Km<n m \<m<n m 

Т е о р е м а 3. Пусть Ai и А2 - непересекающиеся подмножества множества 
натуральных чисел. Если ап (A t) ^ny~1L(n), п-*°°, 7 е ( 0 Л ) и не зависит от п, L Е £, 
плотность множества Л2 равна Ом Л = Aj U Л2, го а„(Л) ~ и 7 - ^ ( и ) ! ^ ^ ) , г<Эе 

( 1 } 
L0 (и) = ехр { 2 — , L0 E £. 

{\<п X ] 
\ е л 2 

С л е д с т в и е 2. ifo/ш At - множество всех нечетных чисел, а Л2 - множество 
всех удвоенных простых чисел, то 

ton *'2 

0 „ ( Л ) ~ с о ( ) , и ->~ 
и 

где 

с в - ( ! ) е<£-с>>/2
( 

7Г 

£ - постоянная Эйлера, 

1 
d = 2 2 — 

fc=2 p fcp 
и внутреннее суммирование ведется по всем простым числам р>2, А = Ах U Л2. 

Т е о р е м а 4. Дусгь для некоторого множества А натуральных чисел 
an(A)~ny-lL(n\ и-к» 

где 7 £ [0,1) не зависит отп, LEL Тогда: 

1) если 7 > 0 , г о 

2 - = 71пи+1пДп) + 0 ( 1 ) ; О) 
\ < и X 

°° Д " ) ^ * 
2) если у = 0 м ряд 2 сходится, то 2 — < °°; 

л=1 и \ е л X 
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~ L(n) 
3) если у = 0 и ряд 2 расходится, то 

п-1 п 
1 v, L(m) 

2 — = 1п( 2 + <?0), п-+°°. 
Х<п X Кт<п т 
хел 
Следствие 3. Если an(A)~ny~lL(n), п-+°°, где y>Q и LE£,TO 

1 1 
lim 2 — =7. 

\<* 

Сделаем несколько замечаний к формулировкам приведенных теорем. 
З а м е ч а н и е 1. Как показывает случай арифметической прогрессии, теоре­

ма 1 по порядку неулучшаема. 
З а м е ч а н и е 2. Пользуясь теоремой 1, легко показать, что в теореме 2 
7 1 + 7 2 < 1 . 

З а м е ч а н и е 3. Доказательство теоремы 3 основано на лемме 2, которая 
восходит к известным работам Г. Фрейда по тауберовым теоремам с остатком. 

З а м е ч а н и е 4. Пусть Л удовлетворяет условию (1), где у > 0. Тогда согласно 
теореме 1 

ап (Л) = 0(пу- lL(n)\ п -> оо. 
С другой стороны, следуя рассуждениям при доказательстве теоремы 4, можно пока­
зать, что для любого достаточно малого е > 0 из (1) следует существование бесконечно­
го множества N натуральных чисел такого, что при п -*°° и п E7V выполняется неравен­
ство ап(А) >епу~1 L(n). 

З а м е ч а н и е 5. При доказательстве теоремы 4 фактически доказано несколько 

больше, чем сформулировано: если 7 = 0 и ряд 2 расходится, то 
/ 2 = 1 П 

^ ! L(R) с 
2 - = 1 п £ ( Д ) + 0 ( ( - — ) 1 ) , 

\<R X S(R) ' 

где 
L(m) 

S(R) = 
1 <m<R m 

Сх > 0, Сх не зависит от R, и S(R)/L(R) -* °° при R ->«*>. В дальнейшем будем пользо­
ваться следующими утверждениями (см. соответственно [8, 9]). 

Л е м м а А. Если функция L определена при всех х>хо>0и медленно меняет­
ся на бесконечности, то существует xt >x0 такое, что при всех x>xt >A 

L(x) = ехр 7?(х) + / dt\, 

где п и е - ограниченные на [х0, <») функции такие, что п(х) -» С (| С|< <») и е(х) -* 0 
при х -> <*>. 

Л е "м м а В. Для любого множества А натуральных чисел выполняется равенство 

2 an(A)zn= expf 2 f-L U | < 1 , *0(Л) = 1. 
w=0 l \ G A X J 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Согласно лемме В 
Ts(n) 

а„(Л)= 2 
Где 

г, 00 = 
Xj , . . . , \ j € A Xi . . . X, s 

\г~ 
Ясно, что Тх (и) < 1 In. Пусть s > 2. Тогда 

1 _ X t + . . . + Хо 
П(и)=- 2 — - = 

п \г,..., \ 5 е л Xt . . . Х5 

S 1 5 * 1 ' - 1 

2 <—( 2 - ) 
Я \ , , . . . , \ , 6 Л X i . . . X 5 _ j П \<п X 

Х > + . . . + Х 5 = и * G A 

Поэтому 
1 °° 1 1 ' - 1 1 ( 1) 

ап(А)<- 2 — ( 2 - ) = - е х р 2 - . 
п * = i ( s - l ) ! х<л X и \\<п\) 

\ 6 Л Х£Л 
Теорема 1 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. В доказательстве нуждается лишь 
включение L € <£. Из определения плотности 7 при фиксированном О 1 имеем: для 
любого € > 0 существует х0 = х0(е) такое, что при всех х >х0 выполняется равенство 

1 N(Cx) N(x) c* N(t) 

\ е л X Ос х х t 
х<\<Сх 

где | #! | + | #2 К €. Значит, 
/,(Ск) lim = lim exp I 2 — - 7 l n C > = l . 

x-+~ l Х 6 Л X J 
JC < X < Cx 

Аналогично доказывается, что при 0 < С < 1 

km = 1. 
* » ~ Цх) 

Следовательно, L Е £. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Сошасно лемме В при 0 < Г < п и 

At П А* == 0 
/1 

а„(Л)= 2 fl„_m(A1)aw(A2) = S 1 + S 2 + 2 3 , 
т = 0 

где 
2j = 2 an^m(A1)am(A2)t 

0<т<Т 

2 2 = 2 an^m(A1)am(A2)9 
T<m<n-T 

2 3 = 2 ^- . m (A! ) j m (A 2 ) , n>2T. 
n-T<m<n 
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Пусть Т = Т(п) -> оо при п -• оо так, что Г/л -*• 0. Тогда при 7i > 0, 72 > 0 и h -> °° 
2, =(9(пт,~111(Аг) 2 m72'1 L2(m))9 

Km<T 

Z 3 = 0 ( « T 2 %(и) 2 /?2Tl Zi(/w)). 

.Далее, 
2 2 =( l+o( l ) ) 2 (n-m)Yl~lmy2'1Ll(n-m)L2(m). 

T<m<n-T 

Покажем, что Т как функцию п можно выбрать так, что при Г < / и < « - Г и п -> °° 
будут иметь место асимптотики (Г = <? (п) ) 

Lv(n - m) ~Lv(n\ P = 1,2. 
По лемме А 

Lv(x) = ехр {т?„(х) + / —— dt 
' х * 

где Vv(x)-*Cv и €„(JC)->0 при Л:.-*<». Тогда 

£„(/! -га) ——— = (1+о(1))ехр - / Л } , л-

Пусть функция е0(0 не возрастает, lim e0(t) = 0 и при всех t > t0 вьшолняется нера-
f —• 00 

венство |е„(t)| <е0(/)> v-\,2- Тогда 

" е„(Г) " е0(0 « 
| / - — Л | < / - 2 ^ - Л < е 0 ( Г ) 1 п - . 
w-m t T t T 

Пусть л = Гехр{(е0(7))~ 1 / 2 1. Тогда при л -* <» 

— 0, €о(Г)1п|-=(б0(7))1/2^0. 

Значит, при таком Г 
Lv(n - m) 
————=1+0(1), / i -*~ . 

Следовательно, возвращаясь к 2 2 , получим, что 

22 ^ ( l + o O ) ) ^ ) ^ ) 2 ( w - m ) 7 1 " 1 ^ 7 2 " 1 . 
T<w<w-r 

Ясно, что при 7i > 0 и 72 > 0 

1 " V щ ^ - !
 w У*'1 1 Г(7!)Г(72) lim — 2 ( 1 - - ) ( - ) = J ( l - r ) 7 l ~ l f > - * d t = K } K , 

л - * - л m=l Л и о T(7i +72) 
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где Г (г) —гамма-функция. Кроме того, при л-*<» 

1 < т < Г п - Г < т < л - 1 

= 0 ( Г 7 1 л 7 * ~ 1 ) . 

Поэтому при и-*«> 

2 2 = ( l + o ( l ) ) C « 7 l + 7 2 - 1 L 1 ( ^ 2 ( n ) , С - Г ( 7 1 ) Г ( 7 2 ) . 
Г ( 7 1 + 7 2 ) 

Известно [8, с. 82; 11], что 
2 myv~1Lv(m)^0(TYvLv(T)\ 7 * > 0 , Т-+<*>. 

Кт<Т 

Поэтому если yv > О, то 

Xl=0(n'Yi-lf2Ll(n)L2(n)), Z 3 = 0 ( r 7 l n 7 a " 1 L 1 ( n ) I 2 ( w ) ) . 

Из Г/и -> 0 при и -> °° следует, что 

2! + 2 3 =о(и 7 1 + 7 2 ~ 1 1, 1 (и)1 , 2 (и)) . 

Это доказьгоает теорему 2 при 7i > 0 и 7г > 0. 
Пусть 7i = 72 = 0- Тогда, выбирая Г как в предыдущем случае, при п -+ °° получим, 

что 
1+о(1) _ L2(m) ^ Lx(m) ч 

Z! + 23 = — №i00 2 - ^ - ^ + 12(и) 2 — ^ ), 
И Кт<Т Ш \<m<T ГП 

2 2 =(1+о(1))1 1 (п)1 2 («) 2 
т<т<п~т (и -rri)m 

Следовательно, из 
1 1 1 1 2 ^ 1 

2 = - 2 ( + — ) = - 2 — 
т<т<п-т (n~m)m n т<т<п~т n-m m n т<т<п-т m 

получим соотношение 
1 +о(1) _ L2(m) ^ Lx(m) 

2 2 = ±-Ч!<1(п) 2 - ^ - + L2{n) 2 ) . 
И T<m<n-T m T<m<n-T ГП 

Значит, 
1+0(1) ^ L2(m) 

ап(Л) = 2 1 + 2 2 + 2 3 = — ( М и ) 2 — ^ + 
п \<m<n m 

г / ч v Lx(m) „,L,(n) L2(m) L2(n) Lx{m) 
+ L2(n) L )+0( L + L 

1 < т < и m П n-T<m<n Ш П n-T<m<n ГП 

Если Г/и -> 0, то при v = 1,2 

2 ^ ^ = 0(Ly(n) 2 — ) = 0 ( - I „ ( n ) ) . 
n-T<m<n m n-T<m<n ГП П 

Известно [8, с. 52; 12], что 
^ Lv(m) 

Lv(n) = o{ 2 - 2 L - i ) , и-*во. 
l < m < n m 
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Следовательно, теорема 2 в случае уг = у2 = 0 доказана. Для доказательства теоремы 3 
понадобятся четыре леммы. Пусть х 

N(t)= 2 1, 6„=coef „expl 2 — 1 , | z | < l . 
х е л 2

 2 U<=A2X J 

Л е м м а 1. iibiw N(t)lt<e(t), где e(t) не возрастает, то 
хх 1 1 

2 = 2 - + 0(е( )), х -* 1 - 0. 
\ е л 2 X * е л 2 X 2(1 — х) 

1 _1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть R = (In — ) . Тогда л: = е l,R. Значит, 
х 

хх 1 \-e~xfR e~x'R 

2 — = 2 — - 2 + 2 х е л 2 X \ € Л 2 X х е л 2 X \ е л 2 /? 
\ < д \<R \>R 

Так как 1 — е~а < а при любом а > 0 , то 
l-e'x/R 1 MR) 

2 < - 2 1 = — — <е(Я) . 
\ е л 2 X Л \ е л 2 R 
\<R \<R 

Далее, при R 

P-\IR - p-tiR мтл - e„t/R v _ _ ^ s j ^ ( 0 = _ _ ^ J e-i + ; N(t)(. 
х е л 2 \ R t R R r 

е*-*/* 2е(Д) °° 
+ ) Л = 0(е(Д)+ — — / e~t/Rdt)= 0(e(R)). 

Rt R R 

При л: -* 1 - 0 выполняются неравенства 
1 1 

2 ( 1 - * ) 1 - х 

Поэтому при х -• 1 — О 

€(Д)<е( ), 2 - = 2 - - 2 
2 ( 1 - х ) \ < я X \<{\-хух X R<\<{\-xyl X 

\ е л 2 \ 6 Л 2 \ е л 2 

^ 1 1 1 1 1 
2 - + 0(-N( ))= 2 - + 0(е( ) ) . 

\<(1-ху1 X R 1-х \<а-ху1\ 1-х 
х е л 2 \ е л 2 

Лемма 1 доказана. 
Л е м м а 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и e(t) -* 0 wpw f -* «>. 7Ъгдя ес/ш 

Z0(*) = exp 2 «} , 
1\<я Xi 
\ Е Л 2 

2 ftm=ioW(l+0(e(-))). * ^ ~ . 
0 < m < # 6 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
Ь0 при 0 < t < 1, 
Ъп при n<t<n + l, п>\. 

Тогда если f(R) = 2 bme~m/R, то /(Л) = / e~t/Rb(t)dl Согласно лемме 1 при 
т = 0 О 

Д„=(1 - в " У / Л Г 1
> *>>1, И Д-*оо 

Л ( e-^vlR \ ц 
/ ( - ) = ехр 2 — — = ^ о ( Л у ) ( 1 + о ( е ( - 2 - ) ) ) . 

у 1\ел 2 X J 2 
Следовательно, 

00 Я 
/ e~tvlRb(t)dt = LQ(Rv)(l+0(e(-^)))9 R^<*>. 
о 2 

Покажем, что при R > ^(1п2)-1 выполняются неравенства 
R 

Rp-l< — <RV. 

RV -
Из определения Rv следует, что R = i>(ln ) . Легко видеть, что Rv^°° при R^-°°. 

Rp — 1 
Поэтому, пользуясь неравенствами х - х2/2 < 1п(1 + х) < х, О < х < 1, получим, что 
при Rv > 2 

1 ~1 1 1 -1 2 ( Л „ - 1 ) 2 

Л „ - 1 < ( 1 п ( 1 + )) < ( — - ) = — <RV. 
Rv-\ Rv-\ 2(Rv-\) 2Rv-3 

Значит, из монотонности функции e(t) следует, что 
ОО д 

/ e " ^ f t ( O A = i o ( * i ) ( l + 0 ( € ( — ) ) ) , Д->~. (2) 
о 2 

Аналогично, 

f e-2t!Rb(t)dt = L0(R2)(l+O(e(-))l Я ^ ° ° , (3) 
о 4 

о 6 

Покажем, что при R->°° выполняется равенство 

1 о (Д,О я£о(Д)(1+0(е(—))) . ^ = 1,2,3, (5) 

Действительно, согласно определению L0(R) 

10(Лу)-^о(—)ехр( 2 ~1> *"=1,2,3. 
V {R/v<\<Rv\) 

хел„ 



О чиеле подстановок 117 

Так как 

1 vN(Rv) vRv vRv R R 
X -<-~— < -ZT € ( Л „ ) < — ^ е ( - ) = 0 ( е ( - ) ) , 

R/V<\<RV X R R R v v 
\GA 2 

R R 
L 0 ( - ) = Z,o(*)( l+ t f (e( - ) ) ) , *= 1,2,3, Д - ~ 

V V 
то равенство (5) доказано. Пользуясь равенствами (2) - ( 5 ) , получим, что 

оо D 

S e-vtlRb(t)dt = L0{R)(\+O(e(-))), v= 1,2,3, Д - * ~ . 
о 6 

Значит, если Р(х) = ах2 + Ьх, то 
оо П 

/ е - ^ р ( е - ^ ) 6 ( Г ) Л = р ( 1 ) х 0 ( / { ) ( 1 + 0 ( 6 ( - ) ) ) Д - » ~ . (6) 
о 6 

Пусть 
( 0, если 0<х<е~1, 
I x , если е < д : < 1. 

Тогда если 

то 

5(Д) = 

5(Л) = 

0 < i 

оо 

/ в 
0 

2 Ъ 
m<R-\ 

-t/Rg(e-

R 

m = / 6 (0Л , 
0 

t/R)b(t)dt. 

Легко видеть, что Зх2 — 2х < #(х) < — 12х2 + 13л: при 0 <л* < 1. Применяя эти нера­
венства, получим, что 

оо 

/ e~tlR{3e-2ffR -2e-«R)b(f)dt<S(R)< 
о 

оо 

< f e~t/R(-\2e-2t/R +l3e-t/R)b(t)dt. 
О 

В силу (6) левая и правая части этого неравенства есть L0(R)(1 + 0(e(R/6)))9 R -» °°. 
Поэтому, пользуясь теоремой 1, завершаем доказательство леммы 2. 

Л е м м а 3. Пусть а > О и L Е «£. Гогдд существует т0>0 такое, что при всех 
mx >m2 >rnQ выполняется неравенство 

mi°L(ml)<2m2aL(m2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть r\(i) и e(t) — соответствующие функции из лем­
мы А и т0 таково, что при всех m t >Wo > т0 и t > mQ выполняются неравенства 

п(гп\) - vQn2) < 1п2, б(0 < а. 
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Тогда 

/ dt<o\n . 
т2 t т2 

Значит, при тх ^ w 2 >m0 

7?(m1)-T?(w2) + / dt<o\n— +1п2. 
т2 t т2 

Отсюда согласно лемме А 
тх 

\&L{rnx) —\nL(m2)<o]n — +1п2. 
т2 

Потенцируя это неравенство, получим лемму 3. 
Аналогично доказывается 
Л е м м а 4. Пусть 5 > 0 u L Е £. Тогда существует Т0 такое, что при всех 

п>Т>Т0 выполняется неравенство 
п 8 

L(T)<2{~) L(ft). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Пусть Т = Т(п) -* °° при п -> °°, так что 
Г/и-* 0, и 

2 i = 2 tfw_m(Ai)6m, 

2 2 = 2 an-m(Ai)bm, 
T<m<n-T 

2 3 = 2 an-miA^bm. 
n-T<m<n 

Тогда при и -> °° 
2 t = ( l + o ( l ) ) 2 (fl-my-lL(n-m)bm = 

0 < m < T 

m y~x L(n -m) 
= ( l+o( l ) )«>- 1 Z(n) 2 ( 1 - — ) u„. 

0 < m < Г И L(w) 

Из Z, E JC и леммы 2 получим, что 

2 1 = ( 1 + о ( 1 ) ) ^ - 1 £ ( л ) ( 2 Z> m +0(— 2 bm)) = 
0 < т < Г И 0 < т < Г 

= ( l + o ( l ) ) ^ - 1 L ( ^ o ( 7 ) . 
Согласно неравенству 1 - e~x <x, x>0, 

I n f r v f 1) 1 N(n) n 

0 < l - T 7 T - l - e x p - 2 ^ < Z > < ^ < r e ( " ) -Z0(n) l \€Л 2 XJ \ е л а л i i 
T<\<n T <\ < n 

n 
Значит, L0(T) = (1 +0(—e(n)))L0(n). Поэтому 

2X =(1 + o( l ) + 0( -e(n)))ny-lL(n)L0(n\ n-»oo. 
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Согласно лемме 3 
X2=0(r*~lL(T) 2 bm). 

T<m<n 

Но по лемме 2 

2 bm=L0(n)-L0(T)^O(L0(n)€(-)) = O(^e(T)L0(n)). 
T<m<n 6 Т 6 

Следовательно, 

Z2=O(nT^-2e(-)L(T)L0(n)). 
6 

Оценим 2 3 • Согласно теореме 1 при любом m > 1 вьшолняется неравенство bm < 
<L0(m)/m. Значит, при п-*°° и 7 > 0 

Z,0(/i) Ту 

И 0<т<Т П 

Согласно лемме 4 для любого фиксированного 5 Е (0, у) существует Т0 такое, что при 
всех Т> Т0 и всех п > Т выполняется неравенство L(T) < 2(n/T)6L(n). Поэтому 

п 2-т+б j J 7-е 
2 2 + 2 3 = 0 ( ^ - 1 Д « ) ^ о ( « ) ( ( - ) е(—) + ( - ) ) ) . 

i О AI 

Г 
Пусть Т=пеа( — ) , где 0 < а < (2 — 7 + S ) 1 < 1 и а не зависит от Т. Тогда при Г-*°° 

6* 
Л 2-7+6 j j l-a(2-7+6) j* j 

Т 6 6 « 6 

- б ( « ) < ~ б ( ~ ) = ( е ( - ) ) - 0 . 

Поэтому при п -> °° 

я„(Л) = 2 t + 2 2 + 2 3 = (1 +о(1))пЧ-1 L(n)L0(n). 
Теорема 3 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Пусть е > 0. Тогда равномерно по е при 
R-*oo согласно [11] 

2 an(A)e-n/R=0( 2 пу-Ч(п)) = 0((еЯ)Ч(еЯ)). 
0<n<eR Kn<eR 

Пусть О 1. Тогда, пользуясь леммой 3, находим, что равномерно по О 1 приR -><». 

2 an(A)e~n'R=0( 2 #!*-1Д|!)<Г , , 'л) = 
и > CR n>CR 

= 0((CRy-lL(CR) 2 e - w / / ? ) = ( 9 ( / ? 7 Z ( C R ) ^ c C 7 - 1 ) . 
n>CR 

Согласно лемме А утверждаем, что при любом у Е (0, 1) существует R0 такое, что при 
BcexR>R0 и О 1 выполняется неравенство 

L(CR)<2Cl'4(R). 
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Следовательно, равномерно по О 1 при R-+oo 
X an(A)e-n'R = 0(Rye~cL(R)). 

n>CR 
Пусть x = e~xIR. Тогда если 

оо 

/ Л (х )= Z ап(А)х", 
и = 0 

то согласно полученным оценкам для любого фиксированного у £ (0, 7) 

fA(x)= X an(A)e~nlR + 0(RyL(R)(ey + е~с)), R-+<*>. 
eR<n<CR 

Если € и С фиксированы, 0 < € < 1 и eR < п < CR, то при п -> °° 
^ ( Л ) = ( 1 + 0 ( 1 ) ) ^ " 1 Д « ) . 

Снова применяя лемму А к функцииL(х),при eR<n<CR и любом фиксированном 
достаточно малом 5 > 0 получим, что 

L{n) С 
- ^ = l + o ( l ) + i?ln —, | # | < 5 , R-+™. 
L(R) e 

Поэтому 
С 

X fl„(A)eT"/jR =(1 +о(1) + 0(51п — ))L(R) X ^ - 1 e " w / i ? . 
eR<n<CR e eR<n<CR 

Равномерно по б и С при R-+00 

CR 
X n

y~le'n/R = f t^-'e-^dt^OdeRy-1 +e~c(CRy-1) = 
eR<n<CR €R 

С 
= R4fuy-le~udu+0(Ry-l(ey-l+e-cCy-l)) = 

€ 

= Г(7)Д7 + 0(Ry(ey + e~c) + Ry~l ( e 7 " 1 + e ~ c C 7 - 1 ) ) . 

Таким образом, при R -* °° 
/ A W = Г(7)Д 7 £ ( * ) 0 + o(l) + 0(5 In (С/б) + 
+ e7 ' + e~ c + / Г 1 ^ 7 " 1 + е " с С 7 - 1 ) ) ) . 

Следовательно, полагая 5 = (In(C/e))~2, в силу произвольности е > 0 и О 1, получим, 
что 

/л(*) = О+0(1))Г(7)Д7£(Я), x = e~l/R, Д - > ~ 
Отсюда по лемме В при х < 1 и х -> 1 следует, что 

2 — = 71пД+1п/,(Д) + 1пГ(7) + о(1), Д-*~ . 
\ е л X 

Пользуясь этим равенством и леммой 1, завершаем доказательство теоремы 4 при 7 > 0. 

Пусть 7 = 0. Если ряд X сходится, то ряд X ап(А) тоже сходится. Значит, 
и = 1 П л = 0 
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по теореме Абеля [10] о степенных рядах существует конечный предел 
оо 

lim ( 2 an(A)xn=fA(l). 
х ~ » 1 - 0 и = 0 

Поэтому существует 
хк 

lim ( 2 — ) = 4 = l n / A ( l ) , 0<А<+°°. 
x-*i~o \ е л X 

Отсюда следует, что ряд 2 - сходится. Действительно, согласно неравенству е ~г > 
\ е л X 

1 
> 1 - т , т > 0 , при 0 < 5 < 1 и т = Х1п 

1 - 5 
1 

. 1-Х1п 
( 1 - 5 ) х 1 - 5 ^ 1 1 1 

\ € Л X х е л X х е л X о 1 - 6 
\<\/д \ < 1 / 6 Х<1/б 

где N(t) = 2 1. Так как при 5 -> 0 

Лге)1п-^—~5ЛГ(-Ь<1, 
О 1 — 0 О 

1 1 
то при всех 5 > 50 > 0 выполняется неравенство 2 - < Л + 1. Значит, ряд 2 — 

\<ЕА X хел X 
\< 1/5 

сходится. 
~ L(n) ^ L(ri) 

Пусть ряд 2 расходится и S(R) = 2 . Пусть Г= Г(Д) -> °° при 
п-\ П 1 < и < # И 

£-><*> так, что T/R-+0 и 5(Г) = о(5(Л)). Тогда при Д-*«> 
/А (*) = 2 Л я ( Л ) е - я / л + 2 в я ( Л ) е - я ' * = 0 ( 2 ^ ) + 

+ (1+о(1)) 2 — e ~ " / i ? = ( l + o ( l ) ) 2 — <Ги>*+о(5(Д)) . 
п>т п п-\ п 

Пусть е £ (0,1) фиксировано. Тогда, применяя лемму 3 к функции x~l L(x), находим, 
что 

^ L(n) nm L{eR) ^ .- L(eR) 
n>eR П eR n>eR € 

С другой стороны, 

2 - ! ^ е - « / я = 2 - ^ +0( - 2 !(«))= 2 - — + 
1 < п < е # Я 1 < л < € # И R Kn<eR Kn<R П 

L(eR) eR „ L(w) ДбД) 
+ 0 ( - ^ — - R + — S(eR))= 2 - ^ - + 0 ( - — - + е£(Д)), Д ^ ° ° . 

e# R \<n<R n e 
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Значит, 

л = 1 П Kn<R П € 

Покажем, что e = e(R) можно выбрать так, чтобы при R-+°° выполнялись условия 
e(R)-+0 и 

- ^ - ^ = о ( 5 ( Д ) ) . (7) 
е 

Согласно [12], ([8, с. 52]) из того, что L £ X, следует, что S € £. Следовательно, по 
лемме А 

Z(/*) = exp{i7,(R)+ / - i ^ - A 
R с ^ ч 

5(/?) = expji?2(/?)+ / — Л 

где lim riv(R) = Cv, lim 8„(Л) = 0, *> = 1, 2, С, и С2 не зависят от R. Известно [12], 
R-+oo R-+<*> 

что L(R) = o(S(R)), R-»°°. Поэтому если 

R0 t 

то lim t//(/?) = °°. Далее, если приR >R0 вьптолняется неравенство \S\(R)\ <р ,р>0 > то 
Д->оо 

л в2(0 €* «i(0 1 

R 8 , (0 1 1 
= ^ ( Л ) + / - ^ А - 1 п — > ^ ( Л ) - ( 1 +р )1п - . 

Значит, если 

№) e(R) = ехр 
2(1 +р) J ' 

тое(Д)->0 при /*-*<*> и y(R)>\l/(R)/2^<*>. Так как ехр!</?(/?)} = eS(R)/L(eR)9TO (7) 
выполнено. Поэтому, возвращаясь к / л ( х ) , получим, что 

Л ( х ) = (1+о(1))5(Л)>Л->ов> * = *-*/*. 

По лемме В отсюда следует, что 
хх 

2 — = 1п£(Л) + о(1), /?-*«>. 
\<ЕЛ X 

Это равенство согласно лемме 1 завершает доказательство теоремы 4 при у = 0. 
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