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ЭКСПЕРИМЕНТЫ С БИЛИНЕЙНЫМИ ДИСКРЕТНЫМИ СИСТЕМАМИ

Получены условия существования синхронизирующих, установочных и диаг-
ностических последовательностей для билинейных дискретных систем и пред-
ложены методы их нахождения. Введено понятие билинейной системы без поте-
ри информации и рассмотрены эксперименты по восстановлению неизвестной
входной последовательности по наблюдаемой реакции и известному начально-
му состоянию.

1. Введение

Теория экспериментов с автоматами [1], как известно, является теоретическим
фундаментом для разработки средств и методов контроля и диагностирования циф-
ровой аппаратуры. Одной из существенных причин, порождающих сложности при
решении упомянутых проблем, является отсутствие, как правило, информации о на-
чальном, промежуточном или конечном состоянии устройства. Для снятия указан-
ной неопределенности и служат так называемые синхронизирующие, установочные
и диагностические последовательности, подаваемые при проведении соответствую-
щего эксперимента на входы устройства. Заметим, что в настоящее время теория
экспериментов для автоматов общего вида (Мура и Мили) достаточно хорошо раз-
вита и полученные результаты позволяют сделать вывод о значительной трудоем-
кости методов синтеза упомянутых последовательностей. Кроме того, их длины для
реальных устройств, описываемых автоматными моделями, очень велики. Вместе с
тем среди реальных устройств существуют такие классы, специфика которых позво-
ляет существенно упростить процедуры синтеза упомянутых последовательностей,
причем длины их оказываются значительно короче в сравнении с длинами экспери-
ментов для автоматов общего вида. Так, например, такая ситуация имеет место для
устройств, математическими моделями которых являются линейные автоматы [2],
что подтверждается результатами, полученными в [3, 4]. Ниже будет показано, что
соответствующие упрощения имеют место и для билинейных дискретных систем.

2. Объект исследования и постановка задач

В предлагаемой статье объектом исследования являются простейшие из нелиней-
ных дискретных систем, так называемые билинейные системы (БС). Многие реаль-
ные процессы и объекты имеют естественные модели, являющиеся дискретными БС.
Так, например, моделями БС описываются нейронные сети, процессы роста биоло-
гических популяций, вычисление сложных процентов в банковских операциях и т.п.

Напомним вначале некоторые определения. Пусть A = (S,X, Y, �, �) – автомат, у
которого S,X, Y – конечные множества состояний, входной и выходной алфавиты
соответственно, а � : S ×X → S и � : S ×X → Y – отображения.

О п р е д е л е н и е 1. Входная последовательность p = x1x2 . . . xk называется
синхронизирующей (СП) для автомата A, если

∀s1, s2 ∈ S, �(s1, p) = �(s2, p).
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О п р е д е л е н и е 2. Входная последовательность p = x1x2 . . . xk называется ус-
тановочной (УП) для автомата A, если

∀s1, s2 ∈ S, �(s1, p) = �(x2, p) → �(s1, p) = �(s2, p).

О п р е д е л е н и е 3. Входная последовательность p = x1x2 . . . xk называется
диагностической (ДП) для автомата A, если

∀s1, s2 ∈ S, �(s1, p) = �(s2, p) → s1 = s2.

Во всех этих определениях функция перехода � и функция выхода � расширены на
входные последовательности так, как это традиционно делается в теории автоматов.

Содержательно приведенные определения означают, что независимо от началь-
ного состояния автомата в случае подачи на его вход СП он оказывается в одном
и том же конечном состоянии независимо от выходной реакции, а в случае пода-
чи на вход УП (ДП) по наблюдаемой реакции однозначно определяется конечное
(начальное) состояние.

Очевидно, что СП является частным случаем УП, а ДП одновременно является
и УП, однако обратное неверно.

Перейдем теперь к описанию объекта нашего исследования. Условимся далее счи-

тать, что БС Ã задана над полем GF (p) = {0, 1, . . . , p− 1}, а ее входным, выходным
и вектором-состоянием являются соответственно векторы

u(t)=[u1(t), . . . , uℓ(t)]
T, y(t)=[y1(t), . . . , ym(t)]T, s(t)=[s1(t), . . . , sn(t)]

T,

где T – операция транспонирования. При фиксированном t в записи векторов сим-
вол t может быть опущен. n-Мерным пространством векторов-состояний называется
пространство состояний БС и обозначается Sn, где ∣Sn∣ = pn. БС задается системами
уравнений состояний и выходов соответственно

s(t+ 1) = As(t) +

(
ℓ∑

i=1

Fiui(t)

)
s(t) +Bu(t),(1)

y(t) = Cs(t) +

(
ℓ∑

i=1

Giui(t)

)
s(t) +Du(t),(2)

где A,Fi – матрицы размерности n× n; B – размерности n× ℓ; C,Gi – размерности
m× n; D – размерности m× ℓ. Упомянутые матрицы будем называть далее харак-
теристическими. Элементами всех этих матриц являются элементы поля GF (p).

Введем следующие обозначения: I(u(t)) =
ℓ∑

i=1

Fiui(t), J(u(t)) =
ℓ∑

i=1

Giui(t). Пусть

задана входная последовательность u(0)u(1) . . . u(t) и пусть s(0) есть начальное со-
стояние БС. Тогда соответствующая реакция БС на эту последовательность и ее
конечное состояние вычисляются по формулам

s(t+ 1) =

(
t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]

)
s(0) +

(
t−1∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]

)
Bu(0) + . . .(3)

⋅ ⋅ ⋅+ [A+ I(u(t))]Bu(t− 1) +Bu(t),

y(t) = [C + J(u(t))]
t−1∏

i=0

[A+ I(u(t− i− 1))]s(0) + [C + J(u(t))]×(4)

×

t−2∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]Bu(0) + ⋅ ⋅ ⋅+ [C + J(u(t))]Bu(t− 1) +Du(t).

Справедливость (3) и (4) можно доказать методом индукции.
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В работе рассматриваются следующие задачи:

1) найти необходимые и достаточные условия существования у БС СП, УП и ДП;

2) разработать метод восстановления неизвестной входной последовательности
БС по наблюдаемой реакции и известному начальному состоянию.

3. Синхронизирующие последовательности

Применительно к БС Ã определение 1 СП u(0)u(1) . . . u(t) принимает следующий
вид:

∀s1, s2 ∈ Sn

{
t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]s1 +

t−1∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]Bu(0) + . . .(5)

⋅ ⋅ ⋅+ [A+ I(u(t))]Bu(t− 1) +Bu(t)

}
=

{
t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]s2+

+
t−1∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]Bu(0) + . . . [A+ I(u(t))]Bu(t− 1) +Bu(t)

}
.

Перенося в левую часть равенства (5) все выражения, стоящие в правой его части,
получим

∀s ∕= [0]

t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))] = [0],(6)

где [0] – нулевая матрица (в частности, вектор) соответствующей размерности.

Л е мма 1. Для того, чтобы входная последовательность u(0) . . . u(t) была СП

для БС Ã, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))] = [0].(7)

Доказательство леммы приведено в Приложении. Из (7) вытекает справедли-
вость следующего утверждения.

Л е мма 2. Для того, чтобы входная последовательность u(0) . . . u(t) была СП

для БС Ã, достаточно, чтобы по крайней мере для одного из значений i = 0, 1, . . . , t
выполнялось равенство

[A+ I(u(t− i))] = [0].(8)

Приведем еще одно достаточное условие существования СП. Предварительно на-
помним, что квадратная матрица называется верхней (нижней) треугольной, если
все ее элементы, лежащие на главной диагонали и ниже (выше) ее, нулевые.

Л е мма 3. Если характеристические матрицы A и Fi, i = 1, ℓ, БС Ã являются
верхними (нижними) треугольными, то для этой БС существуют СП длины, не
большей n, где n – число строк и столбцов упомянутых матриц.

Доказательство леммы приведено в Приложении.

Поскольку БС представляет собой автомат Мили, то для построения для нее УП
(в частности, СП) и ДП применимы известные методы, описанные в [1], которые,
однако, достаточно трудоемки, так как базируются на использовании конструкции
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дерева преемников. Ниже описываются аналитические методы построения различ-
ных типов последовательностей для БС, менее трудоемкие, чем методы из [1].

Опишем метод построения СП. Обратимся к равенству (7) и на его основе ор-
ганизуем пошаговый процесс поиска СП, начиная с СП длины 1 (при t = 0), затем
СП длины 2 (при t = 1) и т.д. При варьировании величины t равенство (7) будет
принимать последовательно следующий вид:

A+ I (u(0)) = [0],

[A+ I (u(1))] [A+ I (u(0))] = [0],
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[A+ I (u(t− 1))] [A+ I (u(t− 2))] . . . [A+ I (u(0))] = [0].

(9)

Поиск СП начнем с попытки решения первой из выписанных систем в (9), рассмат-
ривая в качестве неизвестных координаты вектора u(0). Эта неоднородная система

линейных уравнений
ℓ∑

i=0

Fiui(t) = −A имеет следующую матрицу

L =

[
f11(1) f11(2) . . . f11(ℓ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fnn(1) fnn(2) . . . fnn(ℓ)

]
.

Здесь элементы fij(�) есть элементы матрицы F� .

Как известно [5], эта система будет совместной, если rangeL = rangeL, где L –
расширенная (добавлением столбца, состоящего из соответствующих элементов мат-
рицы A) матрица той же системы.

В случае совместности этой системы возможны два случая: 1) rangeL = ℓ;
2) rangeL < ℓ. В первом случае система имеет единственное решение, которое дает
искомую СП. Во втором случае система имеет множество решений, каждому из ко-
торых соответствует своя СП. Поскольку решение системы ищется среди элементов
конечного поля GF (p), то множество решений будет конечным.

Если упомянутая система линейных уравнений окажется несовместной, то пе-
рейдем к рассмотрению следующей системы в (9) и так до тех пор, пока очередная
система окажется либо совместной, либо параметр t достигнет значения w(w− 1)/2,
где w – число состояний рассматриваемой БС. Если и при предельном значении t
СП не будет найдена, то для этой БС ее не существует, поскольку упомянутое зна-
чение есть верхняя граница длины СП. Отметим, что все системы в (9), начиная со
второй, являются нелинейными. Для таких систем не существует общих методов ре-
шения, однако в силу конечности поля GF (p), над которым рассматриваются такие
системы, решение может быть найдено либо перебором, либо с помощью некоторого
частного метода, который может быть предложен с учетом специфики конкретной
системы.

Проиллюстрируем метод на примере БС над полем GF (2), у которой n = 3, ℓ = 2,
а характеристические матрицы имеют следующий вид

A =

[
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]
, F1 =

[
0 0 1
0 1 0
0 0 0

]
, F2 =

[
0 0 1
0 0 0
1 0 1

]
.

Первое равенство в (9) дает следующую систему уравнений

[
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]
+

[
0 0 1
0 1 0
0 0 0

]
u1(0) +

[
0 0 1
0 0 0
1 0 1

]
u2(0) = [0].
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Легко убедиться, что она несовместна, и потому выписываем вторую систему из (9)

([
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]
+

[
0 0 1
0 1 0
0 0 0

]
u1(0) +

[
0 0 1
0 0 0
1 0 1

]
u2(0)

)
×

×

([
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]
+

[
0 0 1
0 1 0
0 0 0

]
u1(1) +

[
0 0 1
0 0 0
1 0 1

]
u2(1)

)
= [0].

После выполнения преобразований система примет вид

[
1 + (u1(0) + u2(0))u2(1) 0 u1(1) + u2(1) + u2(1)(u1(0) + u2(0))

0 u1(0)u1(1) 0
u2(0) + u2(0)u2(1) 0 u2(0)(u1(1) + u2(1)) + u2(0)u2(1)

]
= [0].

В конечном счете, приравнивая каждый элемент последней матрицы нулю, получим
систему уравнений

1 + (u1(0) + u2(0))u2(1) = 0, u1(1) + u2(1) + u2(1)(u1(0) + u2(0)) = 0,

u1(0)u1(1)=0, u2(0) + u2(0)u2(1)=0, u2(0)(u1(1) + u2(1)) + u2(0)u2(1)=0.

Напомним, что решение ищется в поле GF (2) и потому операция + это сложение по
модулю 2. Легко убедиться, что система эта имеет два решения:

1) u1(0) = 1, u2(0) = 0, u1(1) = 0, u2(1) = 1,

2) u1(0) = 0, u2(0) = 1, u1(1) = 0, u2(1) = 1.

Таким образом, рассматриваемая БС имеет две СП: u(0) = [1, 0]T , u(1) = [0, 1]T и
u(0) = [0, 1]T , u(1) = [0, 1]T .

Задачи синхронизации и установки автоматов – это разновидности задачи управ-
ления дискретной системой (ДС), которая в общем виде формулируется следующим
образом: для рассматриваемой ДС найти такую входную последовательность, кото-
рая переводит ее из состояния s1 в состояние s2. Для автоматов, заданных графом
переходов, эта задача сводится к поиску путей на графе между двумя заданными
вершинами, методы решения которой известны. Однако для автоматов с большим
числом состояний проблема построения графа переходов сама по себе является тру-
доемкой. Покажем, что для БС может быть предложен аналитический метод реше-
ния упомянутой задачи, не требующий знания графа переходов.

Поиск требуемой входной последовательности осуществим следующим образом.
В (1) положим t = 0 и вместо s(0) подставим состояние s1, а вместо s(1) – состоя-
ние s2. Полученное выражение будем рассматривать как систему линейных алгебра-
ических уравнений относительно неизвестных u1(0), . . . , uℓ(0). Очевидно, что если
эта система совместна, то ее решению соответствует искомая входная последова-
тельность. Если таких решений будет несколько, то это говорит о существовании
нескольких путей перехода из s1 в s2, а отсутствие решений – невозможность требу-
емого перехода с помощью последовательности длины 1. В последнем случае сделаем
попытку найти соответствующую последовательность длины 2, положив в (3) t = 1 и
заменив s(0) и s(t+1) соответственно на s1 и s2. Если полученная система вновь ока-
жется несовместной, то продолжим описанный процесс далее аналогичным образом.
Если до значения t = w − 2 включительно, где w – число состояний БС, все после-
довательно получаемые системы линейных уравнений окажутся несовместными, то
это означает, что переход из s1 в s2 невозможен, поскольку, если соответствующий
путь существует, то длина его не может превосходить w − 1.
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Проиллюстрируем описанный метод на примере БС над полем GF (2), уже рас-
смотренном выше, где характеристическая матрица B имеет вид

B =

[
1 0
0 1
1 0

]
.

Пусть требуется найти входную последовательность, переводящую заданную БС
из состояния s1 = [1, 1, 1]T в состояние s2 = [0, 0, 1]T .

Выпишем систему уравнений, используя выражение (1)

[
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]
×

[
1
1
1

]
+

([
0 0 1
0 1 0
0 0 0

]
u1(0) +

[
0 0 1
0 0 0
1 0 1

]
u2(0)

)
+

+

[
1 0
0 1
1 0

]
×

[
u1(0)
u2(0)

]
=

[
0
0
1

]
.

Выполнив соответствующие преобразования, в итоге получим систему

[
u2(0) + 1

u1(0) + u2(0)
u1(0)

]
=

[
0
0
1

]
.

Эта система имеет единственное решение u1(0) = 1, u2(0) = 1, следовательно,
искомая входная последовательность есть [1, 1]T .

4. Установочные последовательности

Условия существования такой последовательности даются следующей леммой.

Л е мма 4. Для того, чтобы последовательность u(0)u(1) . . . u(t) была УП

для БС Ã, необходимо и достаточно, чтобы для каждого ненулевого состояния
s ∈ Sn выполнялось по крайней мере одно из условий:

1)
t⋁

d=0

[C + J(u(d))]
d−1∏
i=0

[A+ I(u(d− i− 1))]s ∕= [0];

2)
t∏

i=0

[A+ I((t− i))]s = [0].

Здесь и далее знак
t⋁

d=0

(
t⋀

d=0

) означает дизъюнкцию (конъюнкцию) выражений,

стоящих за этим знаком и получаемых при изменении индекса от 0 до t. Условим-
ся в следующем: если при вычислении I(u(v)) и J(u(v)) окажется, что v < 0 при
некоторых i и d, то в соответствующем выражении сомножители [A + I(u(v))] и
[C + J(u(v))] полагаются равными единичной матрице.

Доказательство леммы 4 приведено в Приложении.

Базируясь на этой лемме, предложим метод нахождения УП для заданной БС.
Организуем его в виде пошагового процесса, делая попытки построить УП сначала
длины 1, затем длины 2 и т.д. С этой целью на основе предиката из 1-го условия
леммы будем при очередном значении параметра d (d = 0, 1, . . . ) выписывать од-
нородную нелинейную систему уравнений относительно неизвестных, являющихся
координатами векторов u(1), . . . , u(d), s, полученную путем замены в упомянутом
предикате знака = на знак ∕=.
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Поскольку для нелинейных систем общие методы их решения отсутствуют, то
сведем задачу к решению некоторого конечного множества систем линейных урав-
нений. Это множество будет получено из исходной системы нелинейных уравнений
путем подстановки в нее вместо координат неизвестных векторов u(0), u(1), . . . , u(d)
координат всевозможных комбинаций конкретных входных векторов от [0, . . . , 0]T

до [1, . . . , 1]T . Каждый раз в результате указанной подстановки будет получена сис-
тема линейных однородных уравнений относительно неизвестных s1, . . . , sn, где n –
размерность рассматриваемой БС. Если эта однородная система имеет не единствен-
ное решение, то это означает, что для конкретной комбинации входных векторов,
породивших эту систему, условие 1 леммы не выполняется. Если же система имеет
единственное решение, то это означает, что условие 1 леммы для рассматриваемой
входной последовательности выполняется и эта последовательность и есть искомая
УП.

Если очередная система, порожденная некоторой входной последовательностью,
имеет только нулевое решение, то переходим к проверке для этой последовательно-
сти выполнения условия 2 леммы. Эта проверка осуществляется способом, анало-
гичным только что описанному. Поскольку условие 2 также порождает некоторую
систему нелинейных уравнений, то исходя из изложенного выше, для конкретной
входной последовательности u(0), . . . , u(d) оно будет выполняться, если соответству-
ющая система нелинейных уравнений относительно переменных si имеет не един-
ственное решение.

Указанный процесс продолжается до тех пор, пока либо не будет найдена УП,
либо параметр d не достигнет значения w(w − 2)/2, где w – число состояний БС.
Если и при этом значении d (это верхняя граница длины минимальной УП) УП не
найдена, то для рассматриваемой БС ее не существует.

Проиллюстрируем предложенный метод на примере БС над полем GF (2), у ко-
торой n = 3, ℓ = 2,m = 2, а характеристические матрицы таковы:

A =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
, B =

[
1 0
0 1
1 0

]
, F1 =

[
0 0 1
0 1 0
0 0 0

]
, F2 =

[
0 0 1
0 0 0
1 0 1

]
,

C =

[
0 0 1
0 1 1

]
, D =

[
1 0
0 1

]
, G1 =

[
1 0 1
0 1 1

]
, G2 =

[
0 1 1
1 0 1

]
.

Первое условие леммы 4 при d = 0 порождает систему уравнений

[C + J(u(0))]s =

[
u1(0) u2(0) u1(0) + u2(0) + 1
u2(0) u1(0) + 1 u1(0) + u2(0) + 1

]
×

[
s1
s2
s3

]
= [0].

Рассмотрим теперь все возможные векторы u(0): [0, 0]T , [0, 1]T , [1, 0]T , [1, 1]T .
Их подстановка в выписанную нелинейную систему порождает четыре следующие
системы:

{
s3 = 0,

s2 + s3 = 0,

{
s2 = 0,

s1 + s2 = 0,

{
s1 = 0,

0 = 0,

{
s1 + s2 + s3 = 0,

s1 + s3 = 0.

Каждая из этих систем относительно неизвестных s1, s2, s3 имеет не единствен-
ное решение и потому условие 1 леммы для всех входных последовательностей дли-
ны 1 не выполняется. Перейдем теперь к проверке условия 2 леммы, которое при
d = 0 порождает систему

[A+ I(u(0))]s =

[
1 0 u1(0) + u2(0)
0 u1(0) + 1 0

u2(0) 0 u2(0) + 1

]
×

[
s1
s2
s3

]
= [0].
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Начальное Реакция БС на Конечное Реакция БС на Конечное
состояние вход. слово 3,0 состояние вход. слово 0,2 состояние

0 3,2 7 0,2 5
1 0,2 7 3,2 0
2 1,2 7 1,2 5
3 2,2 7 2,2 0
4 0,1 2 0,0 1
5 3,1 2 3,0 5
6 2,1 2 1,0 1
7 1,1 2 2,0 4

Легко проверить, что эта система имеет единственное (нулевое) решение при
u1(0) = u2(0) = 0 и u1(0) = 0, u2(0) = 1, а при u1(0) = 1, u2(0) = 0 и u1(0) =
= u2(0) = 1 имеются ненулевые векторы состояний, при которых условие 2 леммы
не выполняется. Поэтому перейдем к поиску УП длины 2, полагая d = 1.

Условие 1 леммы 4 порождает следующую систему уравнений:

{
[C + J(u(0))] s = [0],

[C + J(u(1))] [A+ I(u(0))] s = [0].

В координатной записи эта система имеет следующий вид:

[
u1(0) u2(0) u1(0) + u2(0) + 1

u2(0) u1(0) + 1 u1(0) + u2(0) + 1

]
×

[
s1
s2
s3

]
= [0],

⎡
⎢⎢⎣

(u1(1)+u2(1)+1)× u2(1)(u1(0) + 1) u1(1)(u1(0) + u2(0))+
×u2(0) + u1(1) +(u1(1)+u2(1)+1)(u2(0)+1)

(u1(1) + u2(1) + 1)× (u1(1) + 1)× u2(1)(u1(0) + u2(0))+
×u2(0) + u2(1) ×(u1(0) + 1) +(u1(1)+u2(1)+1)(u2(0)+1)

⎤
⎥⎥⎦×

×

[
s1
s2
s3

]
= [0].

Теперь необходимо рассмотреть все возможные пары векторов u(0), u(1) и, под-
ставляя их в выписанную выше систему, получить множество систем линейных урав-
нений относительно неизвестных s1, s2, s3. Вычисления показывают, что, например,
для пар входных векторов u(0) = [1, 1]T , u(1) = [0, 0]T и u(0) = [0, 0]T , u(1) = [1, 0]T

первая подсистема [C + J(u(0))]s = [0] имеет ненулевое решение (s = [1, 0, 1]T и
s = [1, 0, 0]T , соответственно), а вторая подсистема для этих же пар входных векто-
ров имеет единственное (нулевое) решение. Последний факт означает, что условие 1
леммы выполняется, следовательно, обе приведенные входные последовательности
являются для рассматриваемой БС установочными. Заметим, что эта БС имеет и
другие УП длины 2, которые находятся аналогично.

Для подтверждения сказанного в приведенной таблице показаны реакции рас-
сматриваемой БС на две найденные входные последовательности и соответствую-
щие конечные состояния. Состояния БС в таблице закодированы в виде десятичного
эквивалента двоичного представления вектора-состояния. Так, например, состояние
s = [1, 0, 0]T закодировано числом 4, состояние s = [1, 0, 1]T – числом 5 и т.д. Ана-
логичная кодировка в таблице принята для входных и выходных векторов. Так, УП
[0, 0]T , [1, 0]T закодирована как последовательность 0,2; а [1, 1]T , [0, 0]T – как после-
довательность 3,0.
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5. Диагностические последовательности

Условия существования такой последовательности даются следующей леммой.

Л е мма 5. Для того, чтобы последовательность u(0)u(1) . . . u(t) была ДП для

БС Ã, необходимо и достаточно, чтобы

range

⎡
⎢⎢⎢⎣

C + J(u(0))
[C + J(u(1))] [A+ I(u(0))]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[C + J(u(t))]
t∏

i=0

[A+ I(u(t− i− 1))]

⎤
⎥⎥⎥⎦ = n,

где n – размерность БС.

Доказательство леммы 5 приведено в Приложении.

Опишем теперь метод нахождения ДП для заданной БС, основанный на лем-
ме 5. Метод этот состоит в переборе всевозможных входных слов u(0) . . . u(t) по-
следовательно для t = 0, 1, 2, . . . и вычислении для очередного проверяемого слова
ранга матрицы, фигурирующей в лемме 5. Если этот ранг окажется равным n, то
проверяемое входное слово является искомой ДП. В противном случае указанный
процесс продолжается далее до тех пор, пока значение параметра t не достигнет
своего предельного значения, равного верхней границе длины минимальной ДП для
рассматриваемой БС. Если и при этом значении t ДП не будет найдена, то для
рассматриваемой БС ее не существует.

Проиллюстрируем этот метод на примере БС, для которой выше осуществляется
поиск УП. Для этой БС приведем некоторые “составляющие” матрицы в условиях
леммы 5:

[C + J(u(0))] =

[
u1(0) u2(0) u1(0) + u2(0) + 1

u2(0) u1(0) + 1 u1(0) + u2(0) + 1

]
,

[C + J(u(1))][A+ I(u(0))] =

=

⎡
⎢⎢⎣

u1(1) + (u1(1)+ u2(1)(u1(0) + 1) u1(1)(u1(0) + u2(0))+
+u2(1))u2(0) +(u1(1)+u2(1)+1)(u2(0)+1)

u2(1) + (u1(1)+ (u1(1) + 1)(u1(0) + 1) u2(1)(u1(0) + u2(0))+
+u2(1))u2(0) +(u1(1)+u2(1)+1)(u2(0)+1)

⎤
⎥⎥⎦ .

Размерность матрицы [C + J(u(0))] равна 2 ×3, следовательно, ее ранг не может
превышать 2. Но тогда, поскольку для рассматриваемой БС n = 3, условие леммы 5
при t= 0 не может быть выполнено. В связи с этим перейдем к перебору всевозмож-
ных входных слов длины 2 (полагая t = 1). Рассмотрим, например, входное слово
u(0), u(1) = 3,0. Для него матрица из условия леммы 5 имеет вид

[
C + J(u(0))

[C + J(u(1))] [A+ I(u(0))]

]
=

⎡
⎢⎣
1 0 0
1 0 0
1 1 1
1 0 1

⎤
⎥⎦ .

Поскольку ранг этой матрицы равен 3, то проверяемое слово 3,0 есть ДП. В этом
можно убедиться по данным, приведенным в таблице. Для другого входного слова
u(0), u(1) = 0,2 та же матрица из условий леммы равна

⎡
⎢⎣
0 0 1
0 1 1
1 0 0
0 0 0

⎤
⎥⎦ .
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Ранг ее также равен 3, следовательно, входное слово 0,2 также является ДП для
рассматриваемой БС. Таким образом, оба входных слова 3,0 и 0,2 являются для
рассматриваемой БС одновременно УП и ДП.

6. Эксперименты по распознаванию неизвестного входного слова

БС Ã назовем БС без потери информации из состояния s (БПИ – s), если при зна-
нии этого состояния и наблюдении выходной последовательности поданную входную
последовательность можно определить однозначно.

По формуле (2) имеем

y(0) = Cs(0) +

(
ℓ∑

i=1

Giui(0)

)
s(0) +Du(0).

Преобразуем это равенство следующим образом

ℓ∑

i=1

Gis(0) +Du(0) = y(0)− Cs(0).(10)

Будем интерпретировать (10) как систему линейных уравнений относительно
неизвестных u1(0), . . . , uℓ(0), являющихся координатами вектора u. Условимся мат-
рицу этой системы обозначать через L(s(0)) и называть матрицей распознавания
для состояния s(0).

Будем говорить, что состояние sj БС Ã достижимо из состояния si, если суще-
ствует такая входная последовательность, которая переводит БС из состояния si
в sj . Обозначим через R(si) множество тех состояний БС, которые достижимы из
состояния si.

Л е мма 6. Для того, чтобы БС Ã была БС БПИ – s(0), необходимо и доста-
точно, чтобы для любого состояния s ∈ R(s(0)) выполнялось условие rangeL(s) =
ℓ.

Доказательство леммы приведено в Приложении.

Следуя [1], БС Ã назовем БС БПИ, если для нее возможно однозначно определить
неизвестную входную последовательность по известному начальному состоянию и
наблюдаемой реакции независимо от начального состояния и подаваемой входной
последовательности.

Л е мма 7. Для того, чтобы БС Ã была БС БПИ, необходимо и достаточно,
чтобы для любого состояния s из Sn rangeL(s) был равен ℓ.

Доказательство леммы очевидно.

Отметим, что каждая БС БПИ является БС БПИ – s(0) для любого s(0), однако,
если БС не является сильно связанной, то, вообще говоря, не каждая БС БПИ – s(0)
будет одновременно и БС БПИ.

Приведем одно достаточное условие принадлежности БС классу БС БПИ.

Л е мма 8. БС Ã является БС БПИ, если
ℓ∑

i=1

Gi = [0] и rangeD = ℓ.

В этом случае система (10) вырождается в систему Du(0) = y(0)−Cs(0), откуда
и следует справедливость леммы.

Опишем теперь процедуру нахождения множества R(s(0)) всех состояний БС Ã,
достижимых из состояния s(0). На первом шаге, полагая в формуле (1) t = 0 и
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подставляя в (1) всевозможные входные векторы u(0), общее число которых рав-
но pℓ, получим множество всех состояний БС, достижимых из s(0) входными по-
следовательностями длины 1, которое обозначим через R1(s(0)). Построим мно-
жество R(s(0)) := {s(0)} ∪ R1(s(0)). На втором шаге положим в (1) t = 1 и для
каждого s ∈ R1(s(0)) и всевозможных входных векторов u построим множество
R2(s(0)) =

∪
s∈R1(s(0))

R(s). Положим теперь множество R(s(0)) := R(s(0)) ∪R2(s(0)).

Если мощность только что построенного множества R(s(0)) равна мощности множе-
ства R(s(0)), полученного на предыдущем шаге, то процедура заканчивается – иско-
мое множество найдено. В противном случае выполнение процедуры продолжается
далее аналогичным образом до t = pn − 1, поскольку любое состояние, достижимое
из s(0), может быть достигнуто входной последовательностью, длина которой не
превышает числа состояний БС.

Введем еще одну разновидность систем БПИ. БС Ã назовем БС существенно
без потери информации (СБПИ), если зная только выходную последовательность
можно всегда однозначно определить входную последовательность, породившую на-
блюдаемую реакцию. Сформулируем одно достаточное условие принадлежности БС
классу БС СБПИ.

Л е мма 9. БС является БС СБПИ, если
ℓ∑

i=1

Gi = [0], C = [0] и rangeL = ℓ.

При выполнении условий леммы система (10) вырождается в систему Du(0) =
= y(0), которая не зависит от начального состояния s(0) БС. Отсюда и следует
справедливость утверждения.

7. Заключение

Как видно из изложенного, специфика БС, во-первых, дает возможность полу-
чить легко проверяемые критерии существования рассмотренных выше типов экс-
периментов, и, во-вторых, предложить эффективные методы их построения, сво-
дящиеся к решению систем линейных алгебраических уравнений. Заметим также,
что если в уравнениях (1) и (2) положить

∑
Fi =

∑
Gi = [0], то БС при этом

вырождается в линейную систему (ЛС). Отсюда следует, что из приведенных в ста-
тье результатов в качестве частного случая вытекают соответствующие результаты
теории экспериментов для ЛС, полученные в [2–4].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 1 . Докажем необходимость условия (7), посколь-
ку его достаточность очевидна. Обозначим через H = [ℎij ] матрицу, представляю-
щую собой левую часть (7). Пусть u(0), u(1), . . . , u(t) есть СП, но тогда выполняется
равенство (6). Поскольку s – произвольное состояние, то положим s = [1, 0, . . . , 0]T ,
при котором (6) становится равенством [ℎ11, ℎ21, . . . , ℎnn]

T = [0]. Из этого равенства
следует, что ℎi1 = 0, i = 1, n. Полагая далее s равным векторам [0, 1, 0, . . . , 0]T ,
аналогичными рассуждениями придем к заключению, что и все остальные столбцы
матрицы H , как и ее 1-й столбец, нулевые. Таким образом, из (6) следует (7), что и
требовалось доказать.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 3 . Пусть A и Fi, i = 1, ℓ, являются верхними тре-
угольными матрицами. Тогда каждый сомножитель в произведении (7) также пред-
ставляет собой матрицу того же типа. Условимся нумеровать диагонали этих мат-
риц, лежащие выше главной диагонали и параллельные ей, числами 1, 2, . . . , n − 1.
Непосредственными вычислениями легко убедиться, что все элементы первой диаго-
нали матрицы-произведения двух треугольных матриц равны нулю. Если эту мат-
рицу вновь умножить на верхнюю треугольную матрицу, т.е. взять произведение
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трех сомножителей из (7), то в результате получится матрица, у которой нулевы-
ми будут элементы первой и второй диагоналей. Отсюда методом индукции можно
доказать, что произведение n штук верхних треугольных матриц даст нулевую мат-
рицу. Тогда на основании леммы 1 рассматриваемая БС имеет СП, длина которой
не превосходит n.

Для нижних треугольных матриц соответствующее утверждение доказывается
аналогично.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 4 . Применительно к БС Ã определение 2 УП при-
нимает следующий вид: последовательность u(0)u(1) . . . u(t) называется УП, если

∀s1, s2 ∈ Sn

t⋀

d=0

{
[C + J(u(d))]

d−1∏

i=0

[A+ (u(d− i− 1))]s1 + . . .

⋅ ⋅ ⋅+ [C + J(u(d))]Bu(d− 1) +Du(d) =

= [C + J(u(d))]

d−1∏

i=o

[A+ I(u(d− i− 1))]s2 + . . .

⋅ ⋅ ⋅+ [C + J(u(d))]Bu(d− 1) +Du(d)

}
→

[ t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]s1+

+

t−1∏

i=0

[A+ I(u(t− i− 1))]Bu(0) + ⋅ ⋅ ⋅+ [A+ I(u(t))]Bu(t− 1) +Bu(t) =

=

t−1∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]s2 + ⋅ ⋅ ⋅+ [A+ I(u(t))]Bu(t− 1) +Bu(t)

]
.

Преобразуем каждое в отдельности равенство, стоящее до и после знака имплика-
ции, перенеся все в левые их части и осуществив соответствующие сокращения, в
результате чего получим

∀s1s2 ∈ Sn

[ t⋀

d=0

[C + J(u(d))]

d−1∏

i=0

[A+ I(u(d− i− 1))](s1 − s2) = [0]

]
→

→

t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))](s1 − s2) = [0].

Поскольку s1, s2 – произвольные не совпадающие между собой состояния из Sn,
то и состояние s = s1 − s2 также может быть любым ненулевым состоянием из Sn.
Отсюда следует, что последний предикат эквивалентен предикату

∀s ∕= [0]

[ t⋀

d=0

[C + J(u(d))]
d−1∏

i=0

[A+ I(u(d− i− 1))]s = [0] →

→

t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]s = [0]

]
.
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Поскольку x → y эквивалентно x ∨ y, то последний предикат эквивалентен сле-
дующему предикату

∀s ∕= [0]

[ t⋁

d=0

[C + J(u(d))]

d−1∏

i=0

[A+ I(u(d− i− 1))]s ∕= [0]∨

∨

t∏

i=0

[A+ I(u(t− i))]s = [0]

]
.

Из этого предиката и следует справедливость леммы.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 5 . Применительно к БС определение ДП прини-
мает следующий вид: последовательность u(0)u(1) . . . u(t) называется ДП, если

∀s1, s2 ∈ Sn

t⋀

d=0

{
[C + J(u(d))]

d−1∏

i=0

[A+ I(u(d− i− 1))]s1 + . . .

⋅ ⋅ ⋅+ [C + J(u(d))]Bu(d− 1) +Du(d) =

= [C + J(u(d))]

d−1∏

i=0

[A+ I(u(d− i− 1))]s2 + . . .

⋅ ⋅ ⋅+ [C + J(u(d))]Bu(d− 1) +Du(d)

}
→ s1 = s2.

Выполнив преобразования так же, как это делалось в предыдущем доказатель-
стве, получим предикат

∀s1, s2∈Sn

[
t⋀

d=0

[C+J(u(d))]
d−1∏

i=0

[A+I(u(d− i− 1))](s1−s2) = [0]

]
→ s1=s2.

Если последовательность u(0)u(1) . . . u(t) является для БС диагностической, то
это означает, что знание реакции БС на нее позволяет однозначно найти ее началь-
ное состояние. Реакции БС на ДП, используя (4), можно представить как функции
от начального состояния s(0):

y(0) = [C + J(u(0))]s(0) +Du(0),

y(1) = [C + J(u(1))][A+ I(u(0))]s(0) + [C + J(u(1))]Bu(0) +Du(1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(t) = [C + J(u(t))]
t−1∏
i=0

[A+ I(u(t− i− 1))]s(0) + ⋅ ⋅ ⋅+Du(t).

Поскольку ДП u(0)u(1) . . . u(t) и реакции БС на нее известны, то выписанные
соотношения можно представить в виде

[C + J(u(0))] s(0) = Φ0(u(0)),

[C + J(u(1))] [A+ I(u(0))] s(0) = Φ1(u(0), u(1)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[C + J(u(t))]
t−1∏
i=0

[A+ I(u(t− i− 1))] s(0) = Φt(u(0), . . . , u(t)),

где Φi(u(0), . . . , u(i)), i = 0, t – некоторые значения из поля GF (p). Выписанную
совокупность соотношений можно интерпретировать как систему линейных уравне-
ний относительно неизвестных s1(0), . . . , sn(0), являющихся координатами вектора-
состояния s(0). Однозначность восстановления начального состояния s(0) по на-
блюдаемой реакции y(0), y(1), . . . , y(t) при известной входной последовательности
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u(0)u(1) . . . u(t) означает, что представленная система линейных уравнений должна
иметь единственное решение. Из [5] известно, что для этого необходимо и достаточ-
но, чтобы ранг этой системы был равен числу ее неизвестных. Отсюда и следует
справедливость леммы.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е ммы 6 . Очевидно, что неизвестный входной вектор

u(0) БС Ã, стартующий в начальном состоянии s(0), может быть распознан тогда
и только тогда, когда система (10) имеет единственное решение. Из [5] известно,
что необходимым и достаточным условием для этого является равенство ранга этой
системы числу ℓ. Если входной вектор u(0) найден, то по формуле (1) легко вы-
числить следующее состояние s1 этой БС. Зная его и выходной вектор y(1), можно
найти вектор u(1) из системы

∑
Gis(1)ui(1) +Du(1) = y(1)− Cs(1), поскольку s(1)

достижимо из s(0) и по условию леммы ранг матрицы последней системы равен ℓ.
Доказательство леммы получается отсюда по индукции.
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